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Vorrede. 


Das  Begleitwort,  welches  ich  dem  hiennit  an  die  Öffentlichkeit 
tretenden  Werke  mitgeben  will,  soll  die  Absicht  erfüllen,  die  eigen- 
artige Entstehungsgeschichte  dieses  Werkes  in  ausführlicher  Weise 
darzulegen. 

Es  handelt  sich  hier  um  die  Einlösung  eines  Versprechens,  welches 
am  Schlüsse  des  zweiten  Bandes  der  „Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  elliptischen  Modulfunctionen''  gemacht  worden  ist.  In  der  That 
wurde  ja  daselbst  in  Aussicht  genommen,  dass  sich  an  die  Behand- 
lung der  Modulf unctionen  eine  nach  gleichen  Principien  angelegte 
Darstellung  der  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen  an- 
schliessen  sollte.  Aber  allerdings  hat  dieser  Plan  im  vorliegenden 
Bande  noch  nicht  im  ganzen  Umfange  zur  Ausführung  gelangen 
können.  Vielmehr  ist  hier  nur  erst  ein  erster  wichtiger  Schritt  ge- 
schehen: es  sind  die  gruppefitJieoretiscJien  Grundlagen  der  Theorie  der 
eindeutigen  automorphen  Functionen  zur  Entwicklung  gebracht. 

Um  den  Anschluss  an  die  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen^'  möglichst  enge  zu  gestalten,  wurde  der 
Titel  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  automorphen  Functionen"  ge- 
wählt. Aber  es  handelt  sich  hier  durchaus  nicht  um  eine  Vorlesungs- 
ausarbeitung im  gewöhnlichen  Sinne.  Vielmehr  sind  die  Quellen,  aus 
deren  vereinigter  Kraft  das  vorliegende  Werk  entstand,  weit  mannig- 
faltiger; und  wenn  ich  es  hier  versuchen  will,  diese  Quellen  näher 
zu  bezeichnen,  so  muss  ich  vor  allem  in  der  Geschichte  der  modernen 
Functionentheorie  ein  wenig  zurückgreifen.  Lag  doch  überhaupt  den 
nachfolgenden  Darstellungen  stets  das  Bestreben  zu  Grunde,  auch  der 
historischen  Seite  der  vorgetragenen  Theorieen  gerecht  zu  werden  und 
zumal  auf  die  ursprünglichen  Keime  und  Anfange  der  einzelnen  Ge- 
dankenentwicklungen hinzuweisen. 

Wie  im  engeren  Gebiete  der  Modulfunctionen,  so  ist  es  auch  hier 
fast  selbstverständlich,  dass  Riemann's  Name  allen  anderen  voran- 
stehen   muss.     Seine  Arbeiten    über   die   P-Function,   über  Minimal- 
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IV  Vorrede. 

flächen;  über  die  Verteilung  der  Elektricitöt  auf  Cylindeni;  über  lineare 
Differentialgleichungen  u.  s.  w .*)  enthalten  die  Keime  und  zum  Teil  auch 
schon  die  entwickelte  Gestalt  einer  grossen  Menge  von  Gedanken, 
welche  in  der  späteren  Theorie  der  automorphen  Functionen  funda- 
mental wurden.  Natürlich  erscheinen  Riemann's  Ansätze  in  dem  vor- 
liegenden Werke  überall  in  modemer  Fortentwicklung;  und  es  ist 
namentlich  der  bei  Riemann  noch  nicht  herrschende  Gruppenbegriff, 
welcher  hier  zu  allgemeinster  Geltung  gelangt.  Dieser  Begriff  be- 
rührt aber  in  seiner  für  uns  in  Betracht  kommenden  Gestalt  mehr 
nur  die  ,,formale''  Seite  der  zu  behandelnden  Theorieen.  Man  kann 
sagen,  dass  in  der  geschichtlichen  Entwicklung  der  automorphen  Func- 
tionen die  ;,Form''  des  Gruppenbegriffs  in  Riemann's  Schöpfungen  den 
,Jnhalt''  gewann,  und  zwar  einen  Inhalt,  der  die  Keime  einer  reichen 
Fortentwicklung  einschloss. 

Eben  diese  innere  Kraft  that  sich  bereits  in  den  ersten  fttr  die 
Theorie  der  automorphen  Functionen  wichtigen  Trieben  kund,  welche 
mehr  oder  weniger  unmittelbar  an  Riemann  ansetzten:  ich  denke  hier 
vor  allem  an  Schwarz'  wertvolle  Untersuchungen  über  die  hyper- 
geometrische Reihe.  Hier  wird  u.  a.  das  von  Riemann  überkommene 
Princip  der  Spiegelung  in  einer  seiner  wichtigsten  Consequenzen 
weitergeführt,  indem  nämlich  der  seitens  der  Analytiker  aufgestellte 
Begriff  der  ,piatürlichen  Grenze'^  einer  analytischen  Function  vermöge 
des  Spiegelungsprincips  zur  geometrischen  Evidenz  gebracht  wurde. 
Auch  Fuchs'  grundlegende  Arbeiten  über  lineare  Differentialgleichungen 
sind  hier  zu  nennen.  Freilich  kommen  dieselben  mehr  nur  im  engeren 
Gebiete  der  automorphen  „Functionen'^  zur  Geltung,  während  sie  mit 
den  gruppentheoretischen  Entwicklungen  des  vorliegenden  Bandes  nur 
mittelbar  zusammenhängen. 

Es  würde  der  nachfolgenden  Darstellung  selbst  nur  vorgegriffen 
werden,  falls  hier  jede  Untersuchung  genannt  werden  sollte,  die  für 
die  Weiterentwicklung  der  automorphen  Functionen  von  Wert  war. 
Indem  ich  hier  vielmehr  nur  dem  Hauptzuge  der  Entwicklung  folge, 
will  ich  nun  gleich  die  Namen  der  beiden  Forscher  nennen,  welche 
mit  Recht  als  die  eigentlichen  Begründer  der  Theorie  der  automorphen 
Functionen  gelten:  F.  Klein  und  H.  Poincar^ 

Klein  behandelte  bei  seinen  Untersuchungen  über  Modulf unctionen 


*)  Den  verschiedenen  hierauf  bezüglichen  in  den  gesammelten  Werken 
Biemann^s  publicierten  Aufsätzen  tritt  neuerdings  eine  von  Herrn  v.  Bezold  der 
Göttinger  Universitätsbibliothek  überwiesene  stenographische  Nachschrift  einer 
Vorlesung  hinza,  welche  Biemann  im  Sommer  1869  über  die  hypergeametrisehe 
Reihe  gehalten  hat;  vergl.  die  Göttinger  Nachrichten  vom  81.  Juli  1897. 


Vorrede.  V 

zwar  nur  erst  einen  Specialfall  der  allgemeinen  automorphen  Functionen; 
aber  es  gelang,  in  diesem  besonderen  Falle  eine  ausserordentlich  weit 
entwickelte  Theorie  zu  scha£Pen  (wobei  ja  namentlich  die  Beziehung 
zu  den  elliptischen  Functionen  fördernd  eingriff).  Und  wenn  heute  von 
der  Höhe  einer  entwickelten  Theorie  der  automorphen  Functionen  aus 
der  im  Gebiete  der  Modulfunctionen  liegende  Ausgangspunkt  ein  ver- 
hältnismässig weit  entfernter  scheint,  so  darf  man  doch  nicht  vergessen, 
dass  zahlreiche  Grundbegriffe  der  Theorie  der  Modulfunctionen,  vor  allem 
derjenige  des  „Fundamentalbereichs''  einer  Function,  unmittelbar  ihre 
Gültigkeit  für  die  allgemeine  Theorie  der  automorphen  Functionen 
bewahrten.  Die  grosse  Tragweite  dieseS  Begriffes  des  „Fundamental- 
bereichs'', der  uns  im  vorliegenden  Bande  nur  erst  von  seiner  einen 
Seite,  nämlich  als  „Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe",  entgegentritt, 
wird  im  vollen  Umfange  erst  im  folgenden  Bande  deutlich  werden;  er 
wird  uns  daselbst  zum  unmittelbaren  Fundament  für  den  Existenzbeweis 
der  zu  einer  Gruppe  gehörenden  automorphen  Functionen  werden. 

Bei  der  Begründung  der  allgemeinen  Theorie  ging  Klein  den 
steileren  Weg,  indem  er  Biemann'schen  Traditionen  folgend  von  der 
funetionentheoretischen  Seite  sogleich  eine  sehr  allgemeine  Auffassung 
der  Theorie  zu  gestalten  unternahm.  Demgegenüber  gelangte  Poincare, 
durch  arithmetische  Schulung  geleitet,  auf  einen  mehr  inductiven  Weg, 
welcher  den  Blick  auf  concrete  Einzelfalle  lenkte;  doch  nahm  derselbe 
schnell  die  übrigen,  mehr  funetionentheoretischen  Gedankengänge  mit 
auf»  So  entstanden  jene  mit  Recht  bewunderten  Arbeiten  Poincar^'s 
in  den  ersten  Bänden  der  Acta  mathematica,  welche  ein  beredtes 
Zeugnis  von  der  Kraft  der  Intuition  und  der  Erfindungsgabe  ihres 
Verfassers  ablegen. 

Seit  Mitte  der  achtziger  Jahre  scheint  in  Frankreich  die  Trieb- 
kraft zur  Weiterentwicklung  der  automorphen  Functionen  erlahmt; 
denn  was  von  Poincar^  selbst  und  einigen  seiner  Schüler  in  dieser 
Hinsicht  noch  veröffentlicht  wurde,  war  teils  nicht  neu,  teils  blieb  es 
ohne  abschliessende  Resultate. 

Demgegenüber  fasste  Klein  den  weitreichenden  Plan  einer  Ver- 
öffentlichung grossen  Stiles,  welche  in  einem  mehrbändigen  Werke  die 
regulären  Körper,  die  Modulfunctionen  und  die  automorphen  Functionen 
behandeln  sollte.  Ich  brauche  ja  hier  nicht  zu  wiederholen,  was  über 
die  Weiterentwickung  dieses  Planes  in  den  Vorreden  zu  den  Vor- 
lesungen über  das  Ikosaedier,  sowie  zu  denjenigen  über  Modulfunctionen 
gesagt  wurde.  Nur  was  das  vorliegende  Werk  über  die  den  auto- 
morphen Functionen  zu  Grunde  liegenden  Gruppen  unmittelbar  an- 
geht^ muss  hier  hervorgehoben  werden. 


VI  Vorrede. 

Es  lag  zunächst  das  Bestreben  Yor,  durch  eine  Reihe  akademischer 
Vorlesungen  den  gefassten  Publicationsplan  zu  fördern  und  vorzu- 
bereiten. In  dieser  Hinsicht  sind  die  Ton  Klein  in  den  Jahren  1889 — 97 
autographisch  herausgegebenen  Vorlesungen '*'),  welche  alle  *mit  der 
Theorie  der  automorphen  Functionen  mehr  oder  minder  in  Beziehung 
stehen,  sowie  die  Vorlesungen  des  Unterzeichneten  über  die  Theorie 
der  automorphen  Functionen  im  Wintersemester  1892/93  und  Sommer- 
semester 1893  zu  nennen. 

Aber  allerdings  kann  von  einer  directen  Einwirkung  auf  die  nach- 
folgende Darstellung  auch  nur  bei  den  Vorlesungen  Klein's  über  Nicht- 
euklidische Geometrie  sowie  'meinen  eigenen  Vorlesungen  gesprochen 
werden.  Erstere  Vorlesungen  habe  ich  vielfach  bei  der  Abfassung  des 
einleitenden  Kapitels  benutzt,  welches  die  projectiyen  Maassbestim- 
mungen behandelt.  In  meinen  Vorlesungen  über  automorphe  Func- 
tionen ist  der  allgemeine  Begriff  des  Normalpolygons  zum  ersten 
Male  entwickelt,  auf  den  ich  sogleich  nochmals  zurückkomme.  Klein's 
Vorlesungen  über  Differentialgleichungen,  Riemann'sche  Flächen  u.  s.  w, 
berühren  die  gruppentheoretischen  Gegenstände  des  Torliegenden  Bandes 
nur  nebenher,  sollen  jedoch  bei  den  functionentheoretischen  Entwick- 
lungen des  folgenden  Bandes  unmittelbarer  zur  Geltung  kommen. 

In  der  That  hatte  ich  ja  schon  am  Anfang  zu  betonen,  dass  es 
sich  hier  nicht  um  die  Ausarbeitung  einer  wirklich  gehaltenen  Vor- 
lesung handelt  Vielmehr  musste  ich,  als  ich  vor  etwa  vier  Jahren 
an  den  Plan  heranging,  eine  Theorie  der  automorphen  Functionen  zu 
verfassen,  die  gesamte  mir  zugängliche  Überlieferung  zusammenfassen, 
um  hierauf  meinen  Plan  zu  gründen. 

Gleich  hier  will  ich  voller  Dankbarkeit  hervorheben,  wie  viel  mir 
bei  Schaffung  dieses  Werkes  die  wirksame  Unterstützung  meines  hoch- 
geehrten Lehrers  und  lieben  Freundes  F.  Klein  wert  gewesen  ist. 
War  es  ursprünglich  seine  bewährte  Führung,  die  mir  vor  vielen 
Jahren  diese  aussichtsreichen  Gebiete  der  modernen  Mathematik  er- 
schloss,  war  es  andrerseits  Klein's  eigener  Publicationsplan,  den  ich 
zu  dem  meinigen  machen  durfte,  so  habe  ich  auch  nun  bei  der  Durch- 
führung dieses  Planes  nicht  allein  gestanden.  Durch  seine  nie  er- 
müdende Kritik  bin  ich  bei  meinen  Dispositionen,  Ausarbeitungen, 
sowie  bei  der   Correctur  der  Druckbogen    stets  wesentlich  gefördert; 

*)  Es  sind  dies  der  Reihe  nach:  Nichteuküdische  Geometrie  I,  II  1889—90; 
lineare  Differentialgleichungen  I,  U  1890—91 ;  Riemann*8che  Flächen  I^  II 1891—92; 
Höhere  Geometrie  I,  II  1892—93;  hypergeometrische  Function  1893—94;  lineare 
Differentialgleichungen  2.  Ordnung  1894;  Zahlentheorie  I,  II  1896—96;  vergl.  die 
Referate  von  Klein  in  den  Bdn.  45,  46  und  48  der  Mathem.  Annalen. 
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und  es  ist  mir  eine  besondere  Beruhigung,  dass  Klein  durch  den  Titel 
des  Werkes  die  Mitverantwortung  für  die  Correctheit  der  vielfach  so 
schwierigen  Gegenstände  der  nachfolgenden  Darstellung  trägt.  Ge- 
radezu umgestaltend  hat  Elein's  Einfluss  im  einleitenden  Kapitel  ge- 
wirkt; es  handelt  sich  daselbst  um  Auffassungen  der  projectiven  Geo- 
metrie,  welche  mir  weniger  geläufig  waren,  und  ich  erkenne  hier 
dankbar  an,  dass  ich  die  reife  Abrundung  dieses  Kapitels  von  mir 
aUein  aus  nicht  hätte  gewinnen  können. 

Man  wolle  es  entschuldigen,  wenn  ich  nun  gerne  auch  bei  den- 
jenigen Teilen  meines  Werkes  verweile,  in  welchen  die  eigene  Thätig- 
keit  die  Fortentwicklung  der  Theorie  der  automorphen  Functionen  in 
wesentlichem  Grade  gefördert  hat.  Ich  denke  hierbei  zunächst  an  meine 
arithmetischen  Untersuchungen,  welche  einen  grossen  Teil  des  dritten 
Abschnitts  füllen.  Dann  aber  ist  es  insbesondere  der  Inhalt  der  beiden 
ersten  Kapitel  des  zweiten  Abschnitts,  welchen  ich,  soweit  er  die  Haupt- 
kreisgruppen betrifft,  für  mich  in  Anspruch  nehmen  darf.  Die  Begriffe 
des  Normalpolygons,  des  natürlichen  Discontinuitätsbereichs,  die  aus- 
führliche Theorie  der  kanonischen  Bereiche  und  die  Transformations- 
und Invariantentheorie  der  Hauptkreisgruppen  liefern  die  Haupt- 
gesichtspunkte, um  welche  sich  der  Stoff  gruppiert.  Noch  vor  drei 
Jahren  habe  ich  nicht  hoffen  dürfen,  dass  es  möglich  war,  diesen 
nunmehr  centralen  Teil  des  Werkes  zu  schaffen,  welcher  uns  fortan 
ein  Recht  giebt,  von  einer  „Theorie"  der  Hauptkreisgruppen  zu  sprechen. 

Übrigens  will  ich  auch  dieses  hervorheben,  dass  der  Verfasser 
eines  zusammenhängenden  Werkes  über  einen  mathematischen  Gegen- 
stand selbst  an  solchen  Stellen,  welche  durch  vorangegangene  Ab- 
handlungen oder  Vorlesungen  bereits  gegründet  erscheinen,  erfahrungs- 
mässig  aufs  vielföltigste  Gelegenheit  hat,  Begriffe  zu  vervollkommnen, 
Lücken  auszufällen,  Irrtümer  zu  verbessern.  Zeigen  doch  nur  zu 
leicht  die  Abhandlungen  über  einen  im  vollen  Flusse  der  Entwicklung 
stehenden  Forschungsgegenstand  die  Spuren  des  Vorläufigen  und  des 
Unfertigen;  und  sind  doch  Vorlesungen,  wenn  anders  sie  als  solche 
wirksam  und  anregend  sein  sollen,  nur  selten  mit  der  in  alle  Einzel- 
heiten des  Stoffes  eindringenden  Vollständigkeit  eines  Lehrbuchs  aus- 
zustatten. — 

Der  geehrten  Verlagshandlung  danke  ich  angelegentlichst  für  die 
vorzügliche  Ausstattung,  welche  sie  in  Bezug  auf  Text  und  Figuren 
dem  Werke  hat  angedeihen  lassen.  Das  beständig  bereitwillige  Ent- 
gegenkommen der  Herren  Verleger  verpflichtet  mich  um  so  mehr,  als 
der  Druck  bereits  frühzeitig  begonnen  hat  (Ostern  1895)  und  durch 
zwei  länger  dauernde  Pausen  hat  unterbrochen  werden  müssen. 


Vm  Vorrede. 

Die  Fortsetzung  dieses  Werkes  soll  der  fuDctionentheoretischen 
DurehfÜhnmg  der  Theorie  gewidmet  werden.  Die  Erfahrung  muss 
lehren,  ob  es  gelingen  will,  die  Theorie  der  analytischen  Bildungs- 
gesetze der  automorphen  Functionen  aus  dem  gegenwärtigen  und  wohl 
zweifellos  unToUkommenen  Stadium  der  Entwicklung  hinauszuführen, 
oder  ob  hier  die  Beschränkung  darauf  geboten  erscheint,  den  über- 
kommenen Stoff  logisch  zu  gliedern,  zu  sichten  und  vielleicht  in  Ein- 
zelheiten zu  yervollkommnen.  Jedenfalls  aber  wollte  ich  schon  hier 
hervorheben,  dass  in  letzterer  Hinsicht  die  mit  bewunderenswerter 
Grfindlichkeit  und  Schärfe  durchgeführten  Untersuchungen  des  unver- 
gesslichen  Ernst  Ritter  eine  wertvolle  Vorarbeit  für  den  folgenden 
Band  dieses  Werkes  liefern. 

Braunschweig^  den  30.  Juni  1897. 

Robert  Frlcke. 
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Erster  Band. 

Die  discontinnierliclien  Grnppen  linearer  Snbstitntioiieii  einer 

Veränderlichen. 

Unter  den  Hilfstheorien,  welche  die  neueste  Functionenlehre  für 
ihre  Zwecke  verwertet,  steht  die  in  fast  allen  Teilen  der  höheren 
Mathematik  sich  mehr  und  mehr  Geltung  verschaffende  Gruppentheorie 
im  Vordergründe.  Es  erweisen  sich  namentlich  gewisse  functionen- 
theoretische  Ideenbildungen,  die  in  ihrem  ersten  Ursprung  auf  Rie- 
mann  zurückgehen  und  deren  Weiterentwicklung  eine  Hauptaufgabe 
des  vorliegenden  Werkes  ist,  den  gruppentheoretischen  Methoden  leicht 
zugänglich.  Bei  dieser  Sachlage  wird  es  nicht  überraschen,  wenn  der 
erste  Band  der  Vorlesungen  über  die  sogen,  automorphen  Functionen 
einzig  den  gruppentheoretischen  Fundamenten  der  künftigen  Unter- 
suchungen gewidmet  ist.  Es  erschien  diese  Einteilung  um  so  mehr 
rätlich,  als  sich  die  Lehre  von  den  discontinuierlichen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  einer  Veränderliche>iy  welche  wir  hier  zu  entwickeln  haben, 
in  neuester  Zeit  mehr  und  mehr  zu  einer  besonderen  Disciplin  heran- 
gebildet hat,  die  namentlich  auch  durch  ihre  innigen  Beziehungen  zur 
Geometrie  und  Zahlentheorie  ein  selbständiges  Interesse  für  sich  in 
Anspruch  nimmt.  Dabei  würde  an  sich  die  Inbetrachtnahme  auch 
mehrerer  Veränderlicher  natürlich  sein;  jedoch  beschränken  wir  uns 
auf  den  Fall  einer  Veränderlichen  im  Hinblick  auf  die  beabsichtigten 
functionentheoretischen  Anwendungen. 

Die  nachfolgende  Darstellung  ist  durch  die  „Vorlesungen  über  das 
Tkosaeder^^  sowie  namentlich  durch  die  „Vorlesungen  über  die  Tfieorie 
der  elliptischen  Modul functionen^^  *)  aufs  mannigfachste  vorbereitet  und 
setzt  ihrerseits  zumeist  die  Bekanntschaft  mit  den  grundlegenden  Teilen 
dieser  Werke  beim  Leser  voraus.  Auch  historisch  hat  sich  die  Theorie 
der  automorphen  Functionen  aus  derjenigen  der  regulären  Körper  und 

*)  Die  genannten  Werke  sind  im  folgenden  citiert  als  „Ikos.*'  bez.  „M."  I 
nnd  „M.**  II  unter  Angabe  der  Seitenzahl. 

Fricke>KIoin,  Antomorpho  Fanotinnon.  I.  1 
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der  Modulfunctionen  entwickelt*).  Wenigstens  ist  dieses  der  Weg, 
den  seinerzeit  Klein  unter  Einfluss  einmal  der  bekannten  Arbeiten 
von  Schwarz,  andrerseits  der  beginnenden  Publicationen  Poincare's 
eingeschlagen  hat.  Wenn  Poincar^  daneben  auch  andere  Momente 
heranzieht,  nämlich  die  arithmetischen  Methoden  von  Hermite  u.  a.,  von 
denen  weiter  unten  ausführlich  die  Rede  sein  wird,  und  die  functionen- 
theoretischen  Fragestellungen  von  Fuchs  betreflfend  eindeutige  Umkehr 
der  Lösungen  linearer  Diflferentialgleichungen  2*®'  Ordnung,  so  gehen 
eben  diese  Ansätze  ihrerseits  doch  wieder  genau  auf  dieselben  Gedanken- 
kreise zurück,  aus  denen  die  Theorien  der  regulären  Körper  und  der 
elliptischen  Modulfunctionen  erwachsen  sind. 

Bei  den  gruppentheoretischen  Untersuchungen  des  ersten  Bandes 
haben  wir  häufig  Gebrauch  von  projectiven  Maassbestimmungen  in  der 
Ebene  und  im  Baume  zu  machen.  Diese  Maassbestimmungen  hätten 
auch  schon  in  der  Theorie  der  Modulfunctionen  verwertet  werden 
können,  und  sie  werden  hier  zu  einem  notwendigen  Hilfsmittel  der 
Untersuchung.  Es  sei  erlaubt,  einige  auf  diesen  Gegenstand  abzielende 
Entwicklungen  als  eine  besondere  Einleitung  hier  vorauszusenden. 

*)  Man  sehe  hierzu  die  Darstellung  am  Abschluss  des  ersten  Bandes  vod  ,,M". 


Einleitung. 
Entwicklnngen  Über  projective  Maassbestimmnngen. 

§  1.     Die  projectiven  Maassbestimmungeii  in  der  Ebene  und  deren 

Arteinteilung. 

Zur  Begrüudung  der  in  Aussicht  genommenen  Maassbestimmungen 
in  der  Ebene  wählen  wir  ein  System  homogener  Punkteoordinateu  2^, 
z^y  z^  aus  und  nennen  die  zugehörigen  Lioiencoordinaten  ii\j  w^,  iv^. 
Es  werde  alsdann  ein  Gebilde  zweiten  Grades  in  Punkteoordinateu 
symbolisch  durch  f^,  =  0  oder  explicite  durch: 

(1)  ^--  =  ^ai.ZiZ,  =  0,        i,  Ä  =  1,  2,  3 

1,4: 

gegeben,  wobei  die  atk  reelle  CoefScienten  sein  sollen.  Die  hiermit  fest- 
gelegte Curve  zweiten  Grades  wird  der  Maassbestimmung  in  gleich  zu 
bezeichnender  Weise  als  „absolutes  Gebild&^  zu  Grunde  gelegt.  Auch 
die  Gleichung  des  absoluten  Gebildes  in  Liniencoordinaten: 

(2)  9^«,  =  ^  aikWiWk  =  0,         i,  it  =  1,  2,  3 

»,* 

kommt  sogleich  zur  Verwendung. 

Sind  nun  in  der  Ebene  zwei  Punkte  der  Coordinaten  Zi  =  Xi  und 
^1  =  Vi  gegeben,  so  soll  definiert  werden,  was  unter  Entfernung  dieser 
beiden  Punkte  im  Sinne  der  neuen  Maassbestimmung  zu  verstehen  ist. 
Wir  verbinden  zunächst  diese  beiden  Punkte  durch  eine  Gerade  und 
haben  als  Coordinaten  der  Punkte  dieser  Geraden  Zi  «=  kxi  +  ^y,-, 
unter  A :  ft  einen  Parameter  verstanden.  Zwei  unter  diesen  letzteren 
Punkten  gehören  dem  absoluten  Gebilde  (1)  an,  und  die  zugehörigen 
Werte  A  :  ^  des  Parameters  berechnen  sich  bekanntlich  aus: 

(3)  AY„    +     2kt,f,y    +    y,%y    =    0, 

WO  fxy  durch  Polarisation  aus  fxx  entsteht.  Diese  beiden  Punkte  werden 
mit  den  beiden  gegebenen  Punkten  Xi,  y»  ein  Quadrupel  bilden,  dessen 
sogleich   näher   anzugebendes  Doppelverhältnis   durch  Dxy  bezeichnet 


4  Einleitung. 

sein  mag.  Unabhängig  von  der  Bedeutung,  welche  die  Bezeichnung 
„Entfernung  der  Punkte  x,  y"  im  gewöhnlichen  Sinne  bereits  besitzt, 
wollen  wir  jetzt  als  „Entfernung  E(x,  y)  zweier  Punkte  Xt  und  y,  im  Sinne 
der  m  bildenden  2)rqjectivenMaassbestimmung^^  folgendeB  festsetzen:  E(x,y) 
sei  definiert  als  Logarithmus  des  Doppelverhältnisses  Dxyy  multipliciert 
mit  einer  festgewäJdten  constanten  ZaJil  k: 

(4)  E{x,y)  =  k  log  D,y. 

Dualistisch  entsprechend  gestaltet  sich  die  Definition  des  „TFi'wMs" 
W{uy  r)  zwischen  zwei  Geraden  der  Coordinaten  tVi  =  Ui  und  Wi  =  v,: 

(5)  W{u,  v)==xlogDu., 

unter  x  wieder  eine  festgewäMte  Constante  verstanden.  Zur  Bildung  von 
Duv  hat  man  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  Ui  und  Vi  die  Tan- 
genten an  das  absolute  Gebilde  zu  legen,  wobei  alsdann  Duv  das 
Doppelverhältnis  dieser  vier  Geraden  durch  einen  Punkt  ist.  Die  be- 
sondere Auswahl  der  Constanten  k  und  x  bedeutet  Auswahl  der  Maass- 
einheit  für  die  Längen-  bez.  Winkelmessung.  Auf  den  geometrischen 
Sinn  der  getroffenen  Festsetzungen  kann  hier  nicht  ausführlich  ein- 
gegangen werden;  wegen  eingehender  Monographien  vergl.  lÄan  die 
Nachweise  am  Schlüsse  des  Paragraphen. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  (3)  kann  man  E{x,  y)  explicite 
durch  die  Gleichung  des  absoluten  Gebildes  ausdrücken.  Man  wähle 
die  Doppelverhältnisse  unter  den  jedesmal  vorliegenden  zwei  Möglich- 
keiten so  aus,  dass  die  Entfernung  durch: 


(f.)  Fix,  y)  =  k  log  Ify-^l^^'^'"'. 

f     —Vf     —  f    f 

1  xy         '  f  xy        ' XX' yy 

der  Winkel  aber  durch: 


(7)  ,r(»,.)-.)og  »"+'''••-'-' 


tv 


gegeben  wird.  Die  Auswahl  der  beiden  andern  Ausdrücke  für  die 
Doppelverhältnisse  würde  nur  einen  Zeichenwechsel  von  E  und  W  im 
Gefolge  haben. 

Unter  den  Eigenschaften  der  Ausdrücke  E{Xy  y)  und  W(ti,  v)  sei 
hier  das  Gesetz  der  Addierbarkeit  sowohl  für  Strecken  wie  für  Winkel 
genannt.  Sind  z.  B.  drei  Punkte  einer  Geraden  durch  ihre  Coordinaten 
^t?  !//;  Zi  gegeben,  so  gilt  die  Gleichung: 

E{x,z)  =  E(x,y)  +  E(y,z), 

wie  aus  den  Eigenschaften  der  Doppelverhältnisse   mit  Rücksicht  auf 
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das  Bildungsgesetz  der  Formeln  (G)  leicht  folgt;  E  und  W  wurden 
eben  deshalb  mit  Logarithmen  von  Doppelverhältnissen  proportional 
gesetzt,  um  diesem  Gesetz  der  Addierbarkeit  der  Strecken  zu  genügen. 
Übrigens  heisst  die  begründete  Maassbestimmung  eine  prqjectivCj  weil 
die  getroffenen  Festsetzungen  der  Methode  nach  der  projectiven  Geo- 
metrie angehören. 

Die  Punkte  des  absoluten  Gebildes  selbst  spielen  die  Rolle  der  un- 
endlich  fernen  Elemente,  und  je  nach  der  Natur  dieses  Gebildes  hat 
man  verschiedene  Arten  von  projectiven  Maassbestimmungen  in  der 
Ebene;  wir  unterscheiden  die  folgenden  Arten: 

1)  Die  htfperbolische  Maassbestimmung,  der  ein  einteiliger*)  (nicht- 
zerfallender)  Kegelschnitt  als  absolutes  Gebilde  zu  Grunde  liegt.  Wir 
denken  denselben  in  der  Coordinatenebene  zweckmässiger  Weise  als 
EUipse  gezeichnet,  was  ja  bei  der  projectiven  Natur  der  Maassbestim- 
mung keine  Einschränkung  ist.  Unsere  Betrachtungen  erstrecken  sich 
zumeist  nur  auf  das  Innere  der  Ellipse,  und  wir  werden  die  Bezeich- 
nung „hyperbolische  Ebene"  späterhin  geradezu  als  synonym  mit  dem 
Ellipseninneren  gebrauchen. 

2)  Die  elliptisclie  Maassbestimmung,  welcher  ein  nullteiliger  Kegel- 
schnitt zu  Grunde  liegt,  d.  h.  ein  Kegelschnitt  mit  reeller  Gleichung 
aber  ohne  reellen  Punki  Eine  Einteilung  der  (reellen)  Ebene  in  ver- 
schiedenartige Bereiche  tritt  hier  nicht  ein. 

3)  Die  parabolisclie  Maassbestimmung,  welche  vorliegt,  falls  q),cw=0 
ein  imaginäres  Punktepaar  darstellt;  fzt  =  0  liefert  dann  doppelt  zählend 
die  reelle  Verbindungslinie  jener  beiden  Punkte.  Noch  specieller  wählen 
wir  sogleich  als  Punktepaar  9  =  0  die  beiden  imaginären  Kreispunkte 
und  erhalten  so  die  elementare  Maassbestimmung  der  gewohnlichen  Geo- 
metrie in  unseren  allgemeinen  Ansatz  eingeordnet.  Unter  parabolischer 
Maassbestimmung  schlechthin  verstehen  wir  weiterhin  stets  die  hiermit 
wiedergewonnene  Maassbestimmung  der  Elementargeometrie. 

Will  man  die  hiermit  gemachten  Angaben  analytisch  im  einzelnen 
verfolgen,  so  ist  es  zweckmässig,  die  nachfolgende  Gleichungsform  des 
absoluten  Gebildes  zu  benutzen: 

(8)  /'»  =  e(V  +  V)-^s'  =  0, 
worauf  die  Gleichung  in  Liniencoordinaten: 

(9)  (pu,w  =  Wj^  +  V  —  <^^'3^  =  0 

ist.  Man  hat  alsdann  den  ersten,  zweiten  oder  dritten  der  eben  unter- 
schiedenen Fälle,  je  naclulem  e  positiv,  negativ  oder  null  ist.     Übrigens 

*)  Eine  ebene  Curve  wird  n-teilig  genannt,  wenn  sie  n  geschlossene  reelle 
Züge  aufweist. 
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wolle  man,  um  den  Fall  der  elementaren  Maassbestimmuug  sogleich 
in  endgültiger  Gestalt  zu  gewinnen,  die  von  der  Auswahl  der  Maass- 

Um  den  Übergang  zum  elementaren  Falle  durch  einige  Formeln  zu 
erläutern,  so  bemerken  wir,  dass  für  unendlich  kleines  e  der  Ausdruck 

(fxfj  —  fxxfvy)  selbst  unendlich  klein  wird;  man  berechnet  nämlich  leicht: 


einheit  abhängenden  Constanten  h  =  —  -^^^  und  x  =  —   -  setzen. 


'xy 


fxxfyy  =  e  [(a^ij^s  —  x^y^f  +  {x^y^  —  tr^y^y] . 


Es  nimmt  weiter  die  Formel  (6),  wenn  wir  sogleich  den  gewählten 
Wert  Ä  eintragen,  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 

E{x,  y)  =  -  -4  log  ( 1  +  ^^^S  ^'''^'n ;_-  ^^^^yj^^'^yy . 

^     '^^  y«  V  f:>:y  )  Ve  f^y 

Explicite  haben  wir  demgemäss  für  lim.  e  =  0  folgende  Definition  für  E: 


(10)  E(x,  y)  =  ^(^iys  -  ^syi)l±>v!/,.-^3y.I' ^ 

womit  wir  in  der  That  die  Definition  der  Entfernimg  in  der  elementaren 
Geometrie  wiedergewonnen  haben.  Die  Behandlung  des  Ausdrucks  für 
W{Uy  v)  ist  insofern  noch  einfacher,  als  man  hier  nicht  erst  einen 
Grenzübergang  für  lim.  6  =  0  zu  vollziehen  braucht,  sondern  in  den 
Formeln  (7)  und  (9)  direct  e  «==  0  setzen  darf. 

Die  Begründung  der  projectiven  Maassbestimmungen  in  der  vor- 
stehend entwickelten  Gestalt  verdankt  man  Cayley;  man  vergl.  darüber 
dessen  Aufsatz  „-4  sixth  memoir  upon  quantic^^  *)  und  zwar  insbesondere 
die  Artikel  209  bis  229,  welche  die  Überschrift  „On  tJie  theory  of 
distance^^  tragen.  Ausserlich  sehen  die  Cayley*schen  Formeln  etwas 
anders  aus,  insofern  Cayley  zur  Definition  von  Entfettung  und  Winkel 
nicht  den  Logarithmus,  sondern  die  Function  arccos.  braucht.  Dies 
hat  den  Nachteil  im  Gefolge,  dass  das  Gesetz  der  Addierbarkeit  der 
Strecken  und  die  Beziehung  zum  Doppelverhältnis  nicht  so  unmittelbar 
in  Evidenz  tritt.  Die  Definition  des  Winkels  (der  elementaren  Maass- 
bestimmung) durch  den  Logarithmus  eines  Doppelverliültnisses  ist  merk- 
würdiger Weise  schon  lange  vor  Cayley  durch  Laguerre  gegeben 
worden,  nämlich  in  dessen  erst  sehr  spät  hinreichend  beachteter  Jugend- 
arbeit jyNote  sur  la  theorie  des  foyers^^*^).  Ganz  allgemein  ist  der  Lo- 
garithmus  in   der  ersten  Arbeit  Klein's  „l/6er  die  sogefiannte  nicht- 


*)  Philosophical  Traneactions  Bd.  149  pg.  61  ff.  (1859)  oder  „CoUected  mathe- 
matical  papcra"  Bd.  II  pg.  661  ff. 

**)  Nouvelles  Annales  de  Mathöm.  Bd.  12  pg.  64  (1853). 
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euklidische  Geotnetrief^  *)  gebraucht,  in  welcher  durch  besondere  Berück- 
sichtigung der  Realitätsverhältnisse  die  obigen  Benennungen  ,,elliptisch'' 
etc.  eingeführt  werden,  und  in  welcher  zugleich  (was  ihr  Hauptinteresse 
ist)  die  Cayley 'sehen  Maassbestimmungen  als  mögliche  analytische 
Fundamente  für  die  von  Lobatschefski,  Bolyai,  Riemann  u.  a.  ent- 
wickelten neuen  nicht -euklidischen  Geometrien  aufgewiesen  werden. 

Von  ausführlichen  Darstellungen  über  projective  Maassbestim- 
mungen, welche  meist  auch  deren  Verhältnis  zur  nicht- euklidischen 
Geometrie  behandeln,  seien  einmal  das  22**^  Kapitel  „Die  Metrik  und 
die  Projectivitäif'  in  Salmon-Fiedler's  Kegelschnitten **)  genannt, 
ferner  die  Darstellung  von  Lindemann  im  zweiten  Bande  der  „Var- 
l^sungen  Ober  Geometrie  von  A.  Clebsch^^*^,  vor  allem  aber  das  für 
das  erste  Studium  besonders  empfehlenswerte  Buch  von  Killing 
„Einführung  in  die  Grundlagen  der  Geonietrie^^  f),  dessen  zweiter  Ab- 
schnitt von  den  projectiven  Grundlagen  handelt. 

Wir  betonen  noch  ausdrücklich,  dass  die  principielle  oder  meta- 
physische Bedeutung  der  projectiven  Maassbestimmung  für  die  Grund- 
legung der  Geometrie  für  uns  im  folgenden  gar  nicht  in  Betracht 
kommt.  Die  projectiven  Maassbestimmungen  liefern  uns  vielmehr  con- 
crete  geometrische  Methoden,  deren  Benutzung  uns  bei  vielen  gruppen- 
theoretischen Fragen  nützlich  sein  wird. 

§  2.  Die  zu  einer  Maassbestimmung  gehörenden  Bewegungen  und 
symmetrischen  Umformungen  der  Ebene  in  sieh.    Die  Veränderliehe  ^ 

im  parabolischen  Falle. 

Die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  werden  nunmehr  mit 
dem  Gruppenbegriff  in  Beziehung  gesetzt,  wobei  es  zweckmässig  ist, 
diese  Beziehung  zunächst  einzig  für  die  elementare  Maassbestimmung 
zu  entwickeln.  Die  „parabolische^^  Ebene  gestattet  unendlich  viele  con- 
gruente  Verschiebungen  oder  (wie  wir  sagen  wollen)  „Bewegungen^^  in 
sich,  welche  in  ihrer  Gesamtheit  eine  sogenannte  continuierliche  Gruppe 
bilden.  Diese  Gruppe  heisst  deshalb  continuierlich,  weil  ihre  Operationen 
ein  einziges  Continuum  bilden,  oder  weil  jede  Operation  der  Gruppe 
in  jede  andere  continuierlich  überführbar  ist,  ohne  dass  sie  aufhört, 
der  Gruppe  anzugehören.  Combiniert  man  eine  einzelne  symmetrische 
Umformung  oder  „Umklappung^  der  parabolischen  Ebene  um  eine  ihrer 


*)  Mathematische  Annalen  Bd.  4  pg.  673  (1871). 
*♦)  Vierte  Aufl.,  Leipzig  (1878)  p.  560. 
***)  Bd.  2,  Teil  1,  Leipzig  (1891),  AbscLn.  3. 
t)  Bd.  1,  Paderborn  (1893). 
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Geradeu  mit  der  fraglichen  Gruppe^  so  entspringt  ein  neues  Continuum 
von  Operationen^  das  zwar  nicht  für  sich  allein,  wohl  aber  zusammen 
mit  der  Gruppe  der  Bewegungen  eine  neue  Gruppe,  die  j^enoeiierte 
Gnippe^'  liefert.  Wir  schliessen  uns  der  Sprechweise  in  „M."  I  am 
besten  an,  wenn  wir  diese  erweiterte  Gruppe  als  eine  solche  von  der 
zweiten  Art  bezeichnen  und  ihr  die  ursprüngliche  Gruppe  der  Be- 
wegungen als  eine  von  der  ersten  Art  gegenüberstellen.  Im  Sinne 
unserer  späteren  Unterscheidung  der  continuierlichen  und  discontinuier- 
lichen  Gruppen  könnten  wir  die  vorliegende  Gruppe  zweiter  Art  auch 
als  eine  getnischte  Gruppe  bezeichnen;  doch  werden  wir  diese  Be- 
nennung weiterhin  kaum  brauchen. 

Entfernung  zweier  Punkte  und  Winkel  zweier  Geraden  der  para- 
bolischen Ebene  sind  Invarianten  sowohl  der  continuierlichen  Gruppe 
der  Bewegungen  als  auch  der  Gruppe  zweiter  Art  Will  man  für 
diesen  Satz  die  analytische  Ausdrucksform  finden,  so  hat  man  vorerst 
die  Operationen  der  beiden  Gruppen  durch  Formeln  in  den  Coordinaten 
Zi  darzustellen.  Hier  ist  es  nun  für  alles  folgende  von  grösster  Wichtig- 
keit, dass  sich  die  fraglichen  Formeln  einfacher  angeben  lassen,  fcUls 
wir  die  Verhältnisse  der  drei  reellen  hoinogencfn  Coordinaten  Zi  in  getmser 
Weise  durch  eine  einzige  complexe  Variahde  g  ersetzen. 

Wir  führen  nämlich  hier  im  parabolischen  Falle  statt  der  Zi  zu- 
vörderst rechtwinklige  Cartesische  Coordinaten  |,  ri  durch  die  Gleichung 

§  !  9^  I  1  =  Z^  l  Z^  •  Zq 

ein,  um  sodann  unter  der  Substitution  S  =  S  +  '^  die  Ebene  des 
rechtwinkh'gen  Coordinatensystems  zugleich  als  Ebene  der  complexen 
Variabel en  g  zu  definieren.     Es  ist  also  zu  schreiben: 

worauf  der  Ausatz  des  vorigen  Paragraphen  direct  die  elementaren 
Maassverhältnisse  in  der  g-Ebene  ergiebt. 

Unter  Benutzung  der  in  „M."  I  verabredeten  Sprechweise*)  werden 
wir  jetzt  die  Bewegungen  der  g- Ebene  in  sich  als  Operationen  erster 
Art  bezeichnen  und  die  in  der  Gruppe  zweiter  Art  hinzukommenden 
Operationen  als  solcl^  von  der  zweiten  Art  benennen  können.  In  der 
That  werden  jene  Operationen  durch  die  linearen  5- Substitutionen 
erster  Art: 

(2)  r = /•§  +  6- 

geliefert,  diese  aber  von  den  Substitutionen  zweit4ir  Art: 
•)  Vergl.  hier  und  weiterhin  „M."  I  pg.  163  fif. 
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(3)  .       g'=/'g  +  c, 

WO  5  der  zu  5  conjugierte  Wert  ist  und  auch  in  der  letzten  Formel 
der  Übergang  von  S  zu  g'  gemeint  ist;  es  bedeutet  dabei  &  einen  reellen 
Winkel  und  c  eine  eomplexe  Constante.  Die  Substitutionen  (2)  stellen 
directe  „Kreisverwandtschaften"  dar  und  sind  übrigens  elliptische  oder 
parabolische  Substitutionen  mit  dem  „Fixpunkt"  g  =  cx),  wie  man  auf 
Grund  der  soeben  citierten  Entwicklungen  aus  „M."  I  ohne  Mühe  fest- 
stellen wird.  Die  Substitutionen  (3)  liefern  indirecte  Kreisverwandtschaf- 
ten, und  wir  können  ihre  Gesamtheit  aus  der  Gruppe  der  ersten  Art  etwa 

durch  Combinierung  derselben  mit  der  Operation  5'==  —  S  (der  Spiegelung 
an  der  imaginären  5-Axe)  herstellen.  Bei  dem  elementaren  Charakter 
der  hier  vorliegenden  Verhältnisse  ist  es  nicht  erforderlich,  die  Invarianz 
von  Entfernung  und  Winkel  gegenüber  den  Operationen  (2)  und  (3) 
noch  ausführlich  analytisch  darzuthun.  -— 

Wegen  der  gleich  durchzuführenden  Verallgemeinerung  unserer 
Überlegung  auf  die  hyperbolischen  und  elliptischen  Fälle  sind  die  vor- 
stehenden Erörterungen  unt«r  Rückgang  auf  die  0^,  z^,  e^  im  Sinne  der 
allgemeinen  projectiven  Geometrie  autzufassen. 

Was  zuvörderst  die  Einführung  von  ^  anlangt,  so  schreiben  wir 
die  Gleichung  (1)  und  die  entsprechende  Gleichung  für  den  conjugierten 
Wert  5  in  der  folgenden  Gestalt: 

(4)  ^1  +  i^2  — 5^8  =  0;     ^i  —  *>3  — 5^3  =  0 

und  wollen  diese  Gleichungen  nun  wieder  in  der  projectiven  Ebene 

der  Coordinaten  Si  deuten.  Hier  spielen  g  und  ^  die  Bolk  der  Para- 
meter zweier  Geradenbüschel,  deren  Centren  die  beiden  imaginäreti  Kreis- 
punkte  sind;  in  der  That  sind  die  Coordinaten  der  letzteren  gegeben 
durch: 

(5)  ^1  +  iz^  ==  0 ,    z^  =  0. 

Sehen  wir  die  Zi  für  den  Augenblick  als  eomplexe  Veränderliche  an,  so 
kann  ein  beliebiger  Punkt  der  so  erweiterten  Coordiuatenebene  durch 
ein  Paar  complexer  Werte  der  als  unabhängig  von  einander  zu  denkenden 
Parameter  g  und  \  eindeutig  gegeben  werden,  nämlich  auf  Grund  der 
Gleichung: 

(6)  ^i:^2:^3==a+e):^(S"-5):2. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Zi  und  g  können  wir  nun  in  eine  neue 
geometrische  Formulierung  kleiden;  wir  werden  nämlich  die  letzten 
Gleichungen  dahin  deuten,  dass  ein  Punlct  der  Coordinaienebene  der  cowi- 
plexen  Zi  durdi  diejenigen  beiden  Paraf neter  g,  g  gegeben  mrd,  welche  den 
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von  ihm  nach  den  KreispunJcten  ziehenden  Geraden  zuychören.  Dabei  be- 
kommen die  unendlich  fernen  Elemente  der  Ebene  alle  dieselben  zwei 

Parameter,  nämlich  %  =  (x>  und  ^  =  cx>.  Innerhalb  der  so  gewonnenen 
Erweiterung  unseres  Ansatzes,  an  welcher  man  für  später  festhalte,  ist 
alsdann  der  EücJcgang  zu  den  PunJctefi  der  reellen  Coordinatenehene  dadurdi 

zu  vollziehen,  dass  man  5  und  g  uneder  conjugiert  complex  wäJdt  Doch 
halte  man  auch  für  diese  reellen  Punkte  an  der  eben  zuvor  gegebenen 
geometrischen  Bedeutung  von  g  als  Büschelparameter  fest. 

Um  die  Substitution  (2)  projectiv  aufzufassen,  genügt  es,  die  reelle 
Coordinatenehene  allein  in  Betracht  zu  ziehen*).  Wir  setzen  c=a-{-i6 
und  trennen  Reelles  vom  Imaginären: 

S'  =  g  •  cos  %'  —  ly  •  sin  ^  +  a ,    iy'  =  5  •  sin  0*  +  i^  •  cos  ^  -{-  6 , 

was  sich  für  die  z^,  z^,  z^  jamschreibt  in: 

Zi  =  cos  d" '  Zi  —  sin  0"  •  ^2  -f-  az^, 
z^  =  sin  'S"  •  5'i  -f-  cos  ^  •  ^2  +  ^hy 


(7) 


Wir  können  diese  ternäre  Substitution  als  eine  Collineation  ansehen, 
welche  die  beiden  Kreispunkte  (und  zwar  jeden  einzeln)  in  sich  trans- 
formiert. Zugleich  haben  wir  in  (7)  die  allgemeinste  Operation  dieser 
Art  vor  uns,  welche  die  Eigenschaft  hat,  die  zur  Maassbestimmung 
gehörenden  Ausdrücke  E(x,y)  und  W(it,  v)  als  Invarianten  zu  be- 
sitzen. Man  bestätigt  dies  ohne  Mühe  durch  Rechnung  auf  Grund  der 
in  (5)  angegebeneu  Coordiuaten  der  Kreispunkte  sowie  des  Ausdrucks 

*)  Wollten  wir  auch  hier  noch  an  der  Vorstellung  beliebig  complcxer  z.  und 

damit  von  einander  unabhängiger  {;,  ^  festhalten,  so  wäre  die  eine  Substitution 
(2)  des  Textes  durch  das  Substitutionspaar: 

ZU  ersetzen,  wobei  ^•j  d'^  c,  c  vier  beliebige  complexe  Grössen  sind.  An  Stelle  der 
sogleich  im  Texte  unter  (7)  zu  gebenden  ternären  Substitution  würde  alsdann  die 
allgemeinere  treten: 

,       e*'+e*'  c*'-c*'        ,    c+'c 

_,       e^'-e^-        _    c'''-|-e'"  ,    ,    c -c 


A'-j 


2i  ^    •  2  ^    ■       2i 


t 


/ 


Der  Übergang  zur  Substitutiou  (7)  des  Textes  vollzieht  sich  von  hieraus  dadurch, 
dass  -0"  nun  im  speciellen  einen  reellen  Winkel  bedeutet  und  ^  =  —  -O*  ist,  während 
andrerseits  c  und  c  conjugiert  complex  sein  sollen. 
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(10)  pg.  6  für  die  Entfernung  E(x,  y).  Die  Substitution  S'=  —  g 
liefert  in  demselben  Sinne  die  ternäre  Substitution  £?/=  —  z^,  z^=z^, 
z^  =s  z^  oder  besser: 

(8)  z^  =  ^1  ?     ^2'  =  —  ^2  7    h  =  —  ^3  > 

d.  h.  eine  Collineation,  welche  im  übrigen  durchaus  die  Eigenschaften 
der  GoUineation  (7)  teilt,  nur  dass  sie  die  Kreispunkte  vertauscht. 
Fassen  wir  zusammen,  so  kommt:  Die  Gruppe  zweiter  Art  edler  Be- 
wegungen, symmetrisclien  Umformungen  u.  s.  w.  der  paraholisclien  Ebene 
in  sich  wird  geliefert  von  den  gesamteti  Collineationen,  icclclie  das  absolute 
Gebilde  der  Maassbestimmung  (das  Paar  der  imaginären  Kreispunkte)  in 
sieh  transformieren  und  die  Ausdrücke  E  und  W  zu  Invarianten  haben; 
der  Gruppe  erster  Art  speciell  entsprechen  diejenigen  unter  diesen  Colli- 
neationen, welclie  jeden  der  Kreispunkte  einzeln  in  sich  überführen.  — 

Die  so  entwickelten  Anschauungsweisen  sind  leicht  der  Verall- 
gemeinerung auf  die  Fälle  hyperbolischer  und  elliptischer  Maass- 
bestimmungen fähig.  Für  die  Veränderliche  g  muss  man  an  die  Para- 
meterdarstellung für  die  Punkte  und  Tangenten  des  Kegelschnitts  an- 
knüpfen; doch  verlangt  dies  eine  besondere  Betrachtung,  die  wir  gleich 
ausführen.    Ganz  unmittelbar  aber  ergeben  sich  folgende  Überlegungen: 

Die  zu  einer  projectiven  Maassbestimmung  gehörenden  „Be- 
wegungen" der  Ebene  in  sich  werden  sich  als  reelle  Collineationen 
dieser  Ebene  in  sich  darstellen;  denn  bei  den  „Bewegungen"  gehen 
nicht  nur  die  reellen  Punkte  sondern  auch  die  reellen  geraden  Linien 
immer  jeweils  wieder  in  ebensolche  über.  Bei  diesen  reellen  Colli- 
neationen wird  aber  der  absolute  Kegelschnitt  in  sicli  übergehen;  denn 
die  „unendlich  fernen  Elemente"  gehen  bei  den  „Bewegungen"  in 
sich  über. 

Nun  bilden  die  gesamten  reellen  Collineationen  des  absoluten 
Kegelschnitts  in  sich  eine  Gruppe  von  00^  Operationen;  denn  ein  Kegel- 
schnitt hat  5,  eine  reelle  Collineation  8  wesentliche  Constanten,  und 
alle  eigentlichen  Kegelschnitte  sind  collinear.  Gegenüber  allen  diesen 
cx>^  Operationen  sind  die  zur  Maassbestimmung  gehörenden  Ausdrücke 
E(x,  y)  und  W{u,  v)  Invarianten;  denn  dies  geht  aus  der  projectiven 
Definition  dieser  Ausdrücke  ohne  weiteres  hervor.  Die  Frage  aber, 
ob  diese  c»'  Collineationen  durchweg  „Bewegungen"  vorstellen  oder 
nicht,  werden  wir  im  folgenden  wichtigen  Satze  beantwortet  finden: 
Im  Falle  der  hyperbolischen  Maussbestimmung  ist  die  Gruppe  aller  oo^ 
reellen  Collineationen  des  absoluten  Kegelschnitts  in  sich  eine  Gruppe 
ztveiter  Art;  sie  besteht  aus  zwei  continuierlichen  Scliaaren  von  Opera- 
tionen, und  diejenigen  der  ersten  Art  coincidieren  gerade  mit  den  gesamten 
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,jBewegungen"j  während  der  Zusatz  der  symmetrischen  Umformungen  zur 
zuzeiten  Schaar  hinführt.    Im  elliptischen  Fälle  ist  hifigcgen  die  Gesamt- 
gruppe der  fraglichen  CoUineationen  direct  von  der  ersten  Art  und  liefert   ' 
genau  die  eine  continuierliche  Schaar  aller  „Bewegungen^^. 

Der  Nachweis  dieses  Satzes  soll  dadurch  geführt  werden,  dass  wir 
die  in  Rede  stehenden  CoUineationen  durch  teruäre  jer,- Substitutionen 
analytisch  darstellen.  Um  dies  aber  in  einfachster  Weise  auszuführen, 
müssen  wir  die  Veränderliche  g  im  Falle  der  hyperbolischen  und 
elliptischen  Maassbestimmung  näher  in  Discussion  ziehen,  was  im  fol- 
genden Paragraphen  geschehen  soll.  — 

Die  oben  entwickelte  projective  Auffassung  der  complexen  Varia- 
belen  g  und  damit  der  gewöhnlichen  Gauss'schen  Ebene  der  complexen 
Yariabelen  findet  sich  zuerst  bei  y.  Staudt;  man  sehe  darüber  die 
Staudt'schen  „Beiträge  zur  Geoinetrie  der  Lage"  Art.  410*). 

Die  Bewegungsgruppen,  zu  denen  wir  hier  geführt  wurden,  sind 
wichtige  Beispiele  für  die  allgemeine  Theorie  der  continuierlichen 
Transformationsgruppen,  die  im  Laufe  der  letzten  Jahrzehnte  durch 
Lie  und  seine  Schüler  entwickelt  wurde.  Neben  zahlreichen  Special- 
arbeiten Lie's  hat  diese  Theorie  vor  allem  in  dem  dreibändigen  Werke 
„Theorie  der  Transformatiofisgruppen"^*)  von  Lie  und  Engel,  ferner 
in  den  von  Scheffers  herausgegebenen  akademischen  Vorlesungen  Lie's 
über  Diflferentialgleichungen  sowie  über  continuierliche  Gruppen***) 
ausführliche  Darstellungen  gefunden.  Zu  Beginn  des  nächsten  Kapitels 
werden  wir  nochmals  Gelegenheit  haben,  auf  den  Begriflf  der  conti- 
nuierlichen Gruppen  zurückzukommen.  Übrigens  ist  dieser  Begriflf,  so- 
weit es  sich  um  Bewegungsgruppen  handelt,  nicht  erst  von  Lie  ein- 
geführt; so  z.  B.  wird  mit  continuierlichen  Gruppen  dieser  Art  in  der 
früheren  Arbeit  von  C.  Jordan  „Metnoire  sur  les  groupes  de  motive- 
ments^f)  in  ausgedehnter  Weise  gearbeitet. 

§  3.    Aufstellung  aller  CoUineationen  des  Eegelschnitts  Zi  z^  —  z^  =^  0 

in  sich.     Verhalten  des  zugehörigen  ^. 

Der  Kegelschnitt,  dessen  CoUineationen  in  sich  hier  aufgestellt 
werden  sollen,  möge  jetzt  durch  die  Gleichung: 

(1)  /;,  =  ^i^3  — V=Q 

gegeben  sein.     Hierdurch  ist  im  reellen  Coordinatensystem  der  Zi  ein 

*)  Nürnberg,  1856  bis  1860. 
**)  Leipzig  (1888  bis  1893). 
***)  Leipzig  (1891  und  1893). 
t)  Annali  di  matematica,  2*«  Folge,  Bd.  2  (1868). 
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einteiliger  Kegelschnitt  dargestellt;  doch  kann  man  durch  eine  gewisse 
imaginäre  Transformation  (die  wir  später  ausführen)  zu  der  einfachsten 
Gleichungsform  eines  nullteiligen  Kegelschnitts  gelangen.  Auch  lässt 
sich  im  speciellen  die  in  (8)  pg.  5  empfohlene  Gleichungsform  durch  eine 
einfache  Transformation  erreichen.  Um  hier  aber  beide  Fälle  (sowohl 
den  hyperbolischen  als  den  elliptischen)  vorzubereiten,  werden  wir  zu- 
vorderst alle  CoUineationen  des  Kegelschnitts  (1)  in  sich,  d.  h.  sowohl 
die  reellen  als  diejenigen  mit  complexen  Coefficienten,  ableiten  müssen. 
Es  werden  demnach  auch  die  e^,  s^y  %  ^^  vorliegenden  Paragraphen 
als  complexe  Variabele  angesehen. 

Um  die  vorgelegte  Aufgabe  in  einfachster  Weise  zu  lösen,  machen 
wir  Gebrauch  von  dem  veränderlichen  Parameter  g,  in  welchem  die 
Coordinaten  der  Punkte  des  Kegelschnitts  sich  rational  darstellen 
lassen.     Wir  definieren  g  für  die  Punkte  des  Kegelschnitts  durch: 

(2)  £?i  :  ^Tg  :  Tg  =  g2 :  g  :  1 

und  müssen  im  Sinne  der  gerade  getroflfenen  Verabredung  g  als  com- 
plexe  Variabele  ansehen.  Übrigens  wolle  man  schon  hier  bemerken, 
dass  die  Veränderliche  g  in  projectiver  Auffassung  genau  dieselbe 
Rolle  spielt,  wie  das  g  der  parabolischen  Maassbestimmung  im  vorigen 
Paragraphen.  Man  hat  nur  nötig,  den  Wert  g  nicht  nur  dem  einzelnen 
Punkte,  sondern  auch  der  ihm  zugehörigen  Tangente  zuzuweisen.  Degene- 
riert nun  der  Kegelschnitt  als  Liniengebilde  in  das  Paar  der  Kreispunkte, 
so  bleibt  nur  die  letztere  Interpretation  von  g  in  Kraft,  und  wir 
werden  direct  zum  Parameter  des  von  dem  einen  oder  anderen  Kreis- 
punkte auslaufenden  Geradenbüschels  zurückgeführt.  Auch  der  weitere 
Gebrauch  von  %  im  hyperbolischen  und  elliptischen  Falle  wird  dem- 
jenigen des  parabolischen  Falles  genau  analog  sein. 

Indem  wir  jetzt  kurz  von  einem  Punkte  t,  des  Kegelschnitts 
sprechen  können,  wird  die  Tangente  in  einem  solchen  durch: 

(3)  *,-25«,+  g*«,  =  0 

gegeben  sein,  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  t,  und  ^  aber  durch: 

(4)  «, -^,a+r)  +  «3er=o. 

Das  der  Gleichung  (1)  zu  Grunde  liegende  Coordinatensystem  besteht 
aus  zwei  Tangenten  des  Kegelschnitts  und  der  Verbindungslinie  ihrer 
Berührungspunkte.  Soll  demnach  der  Kegelschnitt  durch  eine  Colli- 
neation  in  sich  selbst  übergehen,  so  werden  die  erste  und  dritte  Seite 
des  neuen  Coordinatendreiecks  wieder  Tangenten,  die  zweite  aber  die 
Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  sein.  Sind  die  neuen  Berührungs- 
punkte durch  £  und  ^  gegeben,  so  wird  sich  die  fragliche  Collineation 
mit  Hülfe  von  Constanten  a,  6,  c  in  der  Gestalt: 
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(5)  ^2'=6(^i-(e  +  o^2  +  gr^3), 

darstellen  müssen.     Da  zufolge  dieses  Ansatzes: 

«  —  <^  =  (ac  —  62);8:i2  +  . . 

ist,  und  da  andrerseits  doch  {z^z^  —  z^^)  bis  auf  einen  Factor  gleich 
(^1^3  —  ^2)  sein  muss,  so  folgt  c  =  b^a'~\  Eine  weitere  Einschränkung 
findet  nicht  statt,  d.  h.  wir  haben  in  (5),  sobald  c  durch  seinen  Wert 
6*a~*  ersetzt  wird,  die  allgemeinste  CoUineation  des  Kegelschnitts  (1) 
in  sich;  in  der  That  bestätigt  man  leicht  durch  Rechnung  die  Relation: 

(G)  0,\'  -  0,"- = ft«(£  -  m^i^B  -  h')- 

Um  die  Gleichungsform  unserer  CoUineation  etwas  symmetrischer 
zu  gestalten,  führen  wir  neue  Coustanten  a,  /3,  y,  S  durch  die  Fest- 
setzungen ein: 

Daraufhin  entspringt  als  allgemeinste  reelle  oder  imaginäre  CoUineation 
des  Kegelschnitts  (1)  in  sich: 

(7)  z,'=  ayz,  +  {ad  +  ßy)z,  +  ßdz,, 

<=  y^^i  +  2yÄ^,  +  d^z^y 
und  Gleichung  (6)  geht  über  in 

(8)  e,'g,'  -  zP  =  (ad  -  ^y)«(;er,^3  -  s,% 

Die  oben  stillschweigend  gemachte  Annahme,  dass  g  und  g'  von  einander 
verschieden  sind,  und  dass  6  nicht  verschwindet,  kleiden  wir  nun  in 
die  ausdrücklich  zu  formulierende  Bedingung,  dass  {ad  —  ßy)  von  nuU 
verschieden  sein  mtiss: 

(9)  ad—  ßy^O] 

im  übrigen  aber  bedeuten  die  a,  ß,  y^  d  hier  beliebige  compkxe  Con- 
stante.  Einen  besonderen  Proportionalitätsfactor  brauchen  wir  in  die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  (7)  nicht  aufzunehmen,  da  es  oiBTenbar 
erlaubt  ist,  die  a,  ß^  yy  d  zugleich  mit  einem  beliebigen  Factor  zu 
versehen. 

Es  ist  wichtig,  sogleich  festzustellen,  wie  sich  der  Parameter  £ 
bei  Ausübung  der  CoUineation  (7)  verhält  Indem  man  die  beiden 
ersten  Formeln  (7)  durch  einander  dividiert  und  die  Quotienten  der 
Zi  und  z/  durch  den  ursprünglichen  und  transformierten  Parameter  g 
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und  ^  ausdrückt,  lässt  sich  auf  der  rechten  Seite  der  entspringenden 
Gleichung  im  Zähler  und  Nenner  der  Factor  («5  +  ß)  fortheben.  Es 
ergiebt  sich  alsdann  das  einfache,  aber  äusserst  folgenreiche  Resultat: 
Der  Parameter  g  erfahrt  der  CoUineation  (7)  entsprechend  seinerseits  die 
lineare  Stihstitution: 

d,  h.  die  allgemeinste  lineare  Stibstitntion  einer  von  mdl  verschiedenen 
Determinante  {ad  —  ßy). 

Auf  das  Bestehen  der  Relation  (10)  hätte  man  aus  der  eindeutigen 
und  algebraischen  Beziehung  der  Veränderlichen  g,  ^  auf  Grund  be- 
kannter functionentheoretischer  Sätze  auch  direct  schliessen  und  von 
da  rückwärts  die  Formeln  (7)  ableiten  können.  Doch  wurde  dieser 
der  gerade  vorliegenden  Untersuchungsraethode  fremdartige  Gedanken- 
gang mit  Absicht  vermieden. 

Das  Problem,  die  linearen  Transformationen  einer  ternären  quadra- 
tischen Form  in  sich  anzugeben,  ist  mit  Ausführlichkeit  zuerst  von 
Hermite  und  Cayley  behandelt.  Die  betreflfenden  Untersuchungen 
Hermite's  finden  sich  in  der  Abhandlung  „iSwr  la  theorie  des  fornies 
quadratiques^'  (premier  memoire)*),  diejenige  Cayley's  in  dem  Aufsatze 
„Stir  la  transformation  d'une  fonction  quadratiqtie  en  elle-meme  par  des 
substitutions  lineairesf'**).  Doch  bieten  diese  Abhandlungen  sowohl  mit 
Rücksicht  auf  die  grosse  Allgemeinheit  ihrer  Ansätze,  sowie  auch  in 
Ansehung  der  weiter  mit  ihnen  befolgten  Zwecke  zu  den  voraufgehen- 
den Entwicklungen  nur  wenig  Berührungspunkte.  Wir  beziehen  uns 
deshalb  auch  nicht  auf  die  ausgedehnte  weitere  hier  sich  anschliessende 
Litteratur.  Die  mit  unserem  Gegenstande  zusammenhängenden  Unter- 
suchungen von  Euler  sowie  eine  Notiz  von  Gauss  werden  passender 
im  nächsten  Paragraphen  genannt. 

§  4.  Die  Gmppe  der  »«Bewegungen  und  symmetrischen  Umformiingen'' 

für  die  hyperbolische  und  elliptische  Ebene. 

Aus  den  aufgestellten  Collineationen,  deren  Goefficienten  beliebig 
complex  sind,  haben  wir  nun  diejenigen  besonders  auszuschalten,  welche 
im  Sinne  der  projectiven  Maassbestimmung  entweder  direct  eine  Be- 
wegung oder  eine  Bewegung  combiniert  mit  einer  symmetrischen  Um- 
formung darstellen. 


*)  Crelle's  Journal  Bd.  47  pg.  307  (1853). 
**)  Crelle's  Journal  Bd.  50  j^^.  288  (1855). 
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Im  Falle  der  hyperbolischen  Maassbestimmung  ist  dies  sehr  einfach. 
Hier  ist  nämlich  die  den  reellen  Werten  g^  e^y  z^  entsprechende  Coor- 
dinatenebene  direct  diejenige  Ebene^  auf  welche  sich  die  projecüve 
Maassbestimmung  bezieht;  insofern  ja  die  Gleichung  z^z^  —  z^  =  0, 
nur  für  reelle  Werte  Zi  gedeutet,  einen  einteiligen  Kegelschnitt  liefert. 
Nach  §  2  besteht  nun  die  gewünschte  Gruppe  aus  allen  reellen  Colli- 
neationen  (7)  pg.  14.  Eine  solche  CoUineation  liegt  aber  vor,  wenn  die 
neun  Coefficienten  in  (7)pg.  14  reell  sind;  und  dies  wiederum  ist  stets 
und  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  vier  Zahlen  a,  ß,  y,  d  reelle  Quoti- 
enten besitzen.  Unter  diesen  Zahlen  dürfen  wir  aber  eine  (nicht-ver- 
sch  wind  ende)  willkürlich  wählen;  wir  werden  sie  selbst  reell  aussuchen 
und  haben  dann  den  Satz,  dass  die  gesuchte  Gruppe  aus  allen  temären 
Substitutionen  (7)  pg.  14  mit  vier  reellen  Zahlen  a,  ß,  y,  d  einer  von  null 
verschiedenen  Determinante  (ad  —  ßy)  besteht 

Die  so  gewonnene  Gruppe  ist  in  der  That,  wie  schon  oben  (pg.  11) 
bemerkt,  eine  Gruppe  der  zweiten  Art,  denn  sie  besteht  aus  zwei  con- 
tinuierlichen  Schaaren  von  Operationen,  welche  sich  durch  das  Vor- 
zeichen der  Determinanten  (aä  —  ßy)  von  einander  unterscheide^!.  Von 
der  „ersten  Art'^  sind  die  Substitutionen  mit  positiven  Determinanten 
(ad  —  ßy),  welche  für  sich  genommen  eine  Gruppe  bilden,  da  sich 
bei  Combination  zweier  Substitutionen  ihre  Determinanten  multi- 
plicieren.  Zugleich  aber  stellen  diese  Substitutionen  erster  Art  ein 
Continuum  dar,  dem  auch  die  identische  Substitution  angehört:  die 
Siibstitutionen  positiver  Determinante  bilden  für  sich  genommen  die  Gruppe 
der  Bewegungen  der  hyperbolischen  Ebene  Die  Gesamtgruppe  der  zweiten 
Art  werden  wir  von  hieraus  etwa  durch  Zusatz  der  einzelnen  Operation: 


(1)  '  ^i'=^l»  ^2'=  —  ^2>  V=^; 
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erzeugen,  welche  «=1,  d= —  1,  /}==y  =  0  und  also  negative 
Determinante  (ad  —  ßy)  hat,  und  welche  andrerseits  ersichtlich  die 
symmetrische  Umformung  der  hyperbolischen  Ebene  (des  Ellipsen- 
inneren) an  der  Geraden  jSfg  =  0  vorstellt.  Weitere  geometrische 
Erörterungen  über  unsere  Gruppe  folgen  unten.  Dass  wir  übrigens 
00*  Bewegungen  erhalten,  wie  schon  oben  auf  anderem  Wege  abgeleitet 
wurde,  ergiebt  sich  nun  dadurch,  dass  wir  dreifach  unendlich  viele 
Quotienten  a\  ß\y  \d  der  vier  reellen  Grössen  a,  /3,  y,  i  haben.  — 

Ein  wenig  umständlicher  ist  die  Einzeldiscussion  für  den  Fall  der 
eüiptisdien  Maassbestimmuog.  Indem  wir  der  Deutlichkeit  halber  die 
neue.  Bezeichnung  a:^,  x^,  x^  für  die  reellen  Coordinaten  der  elliptischen 
Ebene  anwenden,  stellen  wir  im  Anschluss  an  die  pg.  5  unter  (8) 
empfohlene  Gleichungsform  das  absolute  Gebilde  durch: 
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(2)  /"„  =.  X,*  +  X,*  +  JC3*  =  0 

dar,  womit  in  der  That  eine  nuUteilige  Curve  zweiten  Grades  gegeben 
ist.  Diese  Gleichung  geht  aus  Gleichung  (1)  pg.  12  durch  die 
imaginäre  Transformation: 

(3)  g^^  ^^^  ix^^         g^  =  ix^^         ^3  =  ^i  —  *'^8 

hervor.  Durch  Einführung  der  neuen  Variabelen  rr,  in  die  Substitution  (7) 
pg.  14  entspringt  als  allgemeinste,  d.  h.  reelle  oder  complexe  Gleichungs- 
form  der  Collineationen  der  Curve  (2)  in  sich: 

x;=^-'-{a^  +  ß'-f-ä')x,-\-{aß-Y8)x^  +  \{a'-ß'-Y^+d')x,. 

Es  gilt  nun,  die  a,  /J,  y,  8  in  der  allgemeinsten  Weise  so  zu  be- 
stimmen, dass  in  (4)  eine  reelle  CoUineation  vorliegt.  Es  müssen  zu 
diesem  Ende  die  Quotienten  der  neun  Coefficienten  in  (4)  reell  aus- 
fallen. Doch  dürfen  wir  auch  direct  die  Realität  der  neun  Coefficienten 
in  (4)  fordern,  da  solches  ja  andrenfalls  durch  Behaftung  aller  Coeffi- 
cienten mit  einem  gemeinsamen  Factor  stets  zu  erreichen  ist.  Man 
setze  nun  ausführlich: 

und  bezeichne  übrigens  für  die  nachfolgende  Discussion  die  Substitution 

(4)  abgekürzt  durch: 

Wir  bringen  nun  zuvörderst  die  Realität  der  Coefficienten  an, 
Ö53,  ttjg,  Ojji  zur  Verwendung;  es  ist  hierfür  hinreichend  und  notwendig, 
dass  a*  -1-  d*  und  ß^  +  y*  reelle,  a^  —  ö^  und  ß^  —  y^  aber  rein 
imaginäre  Grössen  sind.  Es  ergeben  sich  hieraus  für  die  beiden  Zahlen 
a  und  4  die  Gleichungen: 

g^  —  /r  =  a^  —  IP^        gh  =  —  ah. 

Durch  Auflösung  nach  g  und  Ä,  sowie  entsprechende  Behandlung  von 
ß  und  y  folgt: 

(5)  *  =  +  öt  +  i6,         y  =  i  c  +  i^h 

womit  zunächst  sechzehn  verschiedene  Fälle  gegeben  sind. 

Von  diesen  sechzehn  Möglichkeiten  kommt  schliesslich  nur  eine 
einzige  zur  Geltung,  nämlich: 

(6)  d  =  a  —  i6,         y  =  —  c  +  irf, 

wie    man    durch  Einzeldiscussion    der   sechzehn    Fälle   zu   zeigen  hat. 

Fricke-Kleiu,  Antomorphe  Fanc-tionen.  I.  "1 
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Nehmen  wir  z.  B.  a  =  d,  /S  ==  y,  so  benutze  man  die  Realität  von 
a^o  und  a^2''>  ^^^^  liefert: 

«6  +  crf  =  0,         ac  —  bd  ^=  0, 

Gleichungen,  die  mit  einander  combiniert  (c^  +  b')d  =  0  ergeben.  Es 
ist  also  entweder  6  =  c  =  0  oder  rZ  =  0  und  dann  auch  a  =  0.  Im 
ersten  Falle  ist: 

a  ^=  üy         ß  =  idy        y  =  irf,         d  =  a, 
im  zweiten  hingegen: 

a  =  ib,        ß  =  c,  y  =  Cf  ^  =  ^b. 

Das  erste  Wertsystem  subsumiert  sich  direct  unter  den  Ansatz  (6), 
das  zweite,  nachdem  wir  a,  |3,  y,  d  mit  dem  gemeinsamen  Factor  % 
versehen  haben;  der  Zusatz  des  Factors  i  aber  beeinträchtigt  die 
Realität  der  Coefficienten  in  (4)  nicht.  Ist  zweitens  etwa  d  =  a, 
y  =  c  —  id,  so  fordere  man  die  Realität  von  «jj,  welche  nur  mit 
einem  rein  imaginären  a  verträglich  ist.     Somit  ist  nun: 

worauf  die  Erweiterung  mit  i  wieder  zum  Ansatz  (6)  hinführt.  Ent- 
sprechend erledigen  sich  die  übrigen  Fälle. 

Es  ist  hiermit  das  folgende  Resultat  gewonnen:  Die  Substitution 
(4)  liefert  die  allgemeinste  reelle  Collineationy  wenn  ä  und  a  conjugiert 
complexe  Zahlen  sind  und  dasselbe  von  —  y  und  ß  gilt: 

(7)  a  =  a  +  i&,     d  =  a  —  ib,     /3  =  c  +  t  rf,     y  =  —  c  +  Ü7; 
jedoch  ist  im  Anschluss  an  die  Gleichung: 

(8)  ad  -  ßy  =  a^  +  b^  +  c^  +  (P 

noch  weiter  zu  fordern,  dass  die  vier  reellen  Zahlen  a,  i,  c,  d  nicht  zu- 
gleich verschivinden.  Dass  hier  alle  Determinanten  {ad  —  ßy)  positiv 
ausfallen,  ist  keine  Besonderheit;  versehen  wir,  was  ja  erlaubt  ist, 
die  a,  /J,  y,  d  durchgehends  mit  dem  gemeinsamen  Factor  i,  so  ent- 
springen lauter  negative  Determinanten. 

Die  Gruppe,  welche  wir  hiermit  gewonnen  haben,  ist  nun,  wie 
schon  oben  im  voraus  bemerkt  wurde,  in  der  That  eine  continuierlicJie, 
Denn  während  im  hyperbolischen  Falle  die  CoUineationen  mit 
ad  —  /3y  >  0  und  die  mit  ad  —  ßy  <C0  als  verschieden  neben  ein- 
ander betrachtet  werden  mussteu,  gewinnen  wir  gegenwärtig  bereits  für 
ad  —  /3y  >  0  sämtliche  CoUineationen;  zugleich  ist  aus  der  freien  Ver- 
änderlichkeit von  a,  b,  c,  d  evident,  dass  alle  Substitutionen  zu  einem 
Uontinuum  gehören.  Auf  den  geometrischen  Sinn,  welchen  diese  be- 
merkenswerte Verschiedenheit  zwischen  dem  elliptischen  und  hyper- 
bolischen Falle  hat,  wird  weiter  unten  eingegangen. 
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Die  Hauptformeln  des  vorliegenden  Paragraphen   sind   seit  lange 
bekannt  und  oft  zur  Verwendung  gebracht.     Einmal   nämlich   spielt 
das  Formelsystem  (7)  pg.  14,  welches  wir  hier  für  reelle  a,  /3,  y,  d  zu 
bilden  hatten,  in  der  arithmetischen  Theorie  der  binären  quadratischen 
Formen  eine  bekannte  wichtige  Rolle,  indem   es  den  Übergang  von 
einer  quadratischen  Form  zu  einer  mit   ihr    äquivalenten  Form    ver- 
mittelt.    Man  vergleiche  hierzu  etwa  die  „Disquisitiones   arithmeticae'^ 
von  Gauss,  z.  B.  den  Artikel  157  derselben.   Besonders  reichhaltig  aber 
ist  die  Geschichte  des  Formelsystems  (4)  pg.  17,  das  in  dieser  oder  doch 
in    einer   unwesentlich    davon    verschiedenen    Gestalt   von    zahlreichen 
Autoren  bei  Untersuchungen  über  orthogonale  Snhstüutionen  und  über 
die    Drehungen   eines  festen  Körpers   um  einen  Funkt   benutzt   wurde. 
Dass  die   Drehungen    eines   Körpers    um    einen    festen  Punkt   hier    in 
Beziehung  zur  elliptischen  Maassbestimmung  der  Ebene  treten,    wird 
nicht  überraschen;    in    der  That  ist  ja  die  Maassbestimmung,    welche 
die    Elementargeometrie    im    Strahlbündel    benutzt,    eine    elliptische, 
welcher    der   nullteilige  Kegel  vom  Centrum  des   Strahlbündels   nach 
dem    Kugelkreise    als    absolutes    Gebilde    zu    Grunde    liegt.      Diese 
Maassbestimmung  im  Strahlbündel  ist  geradezu  das  einfachste  Beispiel 
einer  elliptischen  Maassbestimmung.     Übrigens   sind  hier  zuerst  zwei 
Untersuchungen  von  Euler*)  zu  nennen,  in  deren  erster  die  gegen- 
wärtig als  orthogonal  bezeichneten   Substitutionen   betrachtet   werden; 
Euler  giebt  daselbst  die  ternäre  orthogonale  Substitution  im   wesent- 
lichen   in    der  Gestalt  (4)    pg.   17    an.      In    der    zweiten   Abhandlung 
beschäftigt    sich    Euler    mit    der    Drehung    eines    dreiaxigen    Coordi- 
natensystem's    um    seinen   Nullpunkt,    ein   Gegenstand,    auf    den    wir 
gleich  zurückkommen.     Aus  den  hierbei  entwickelten  Formeln  Euler*s 
leitete  späterhin   Rodrigues    in    einer  Abhandlung  „Des  lois  gcome- 
triques,    qui    regissent    les    deplacements    d'un    systvnie    solide^^^*)    das 
Coefficientenschema  (4)  wieder  ab.    Andrerseits  sehe  man  die  Arbeiten 
Cayley's    über   orthogonale    Substitutionen    zumal    in   dem    Aufsatze 
,ßur  quelques  proprietes  des  determinants  gauches^^***),  sowie  wegen  der 
Beziehung  zur  Quaternionentheorie  auch  die  frühere  Notiz  „On  certain 
results  relating  to  quatemions^^f).     Diesen  interessanten  Zusammenhang 
mit  Hamilton's  Quaternionen  können  wir  hier  leider  nicht  genauer 
verfolgen.  Dass  die  Bewegungen  und  Umlegungen  der  elliptischen  Ebene 
in  sich  eine  einzige  continuierliche  Gruppe  bilden,  ist  von  Study   im 

*)  Novae  Commentationea  Petropolitanae,  Bd.  15  pg.  75  und  Bd.  20  pg.  217. 
♦*)  Lioiiville's  Journal,  B^rle  I,  Bd.  5  pg.  405. 
♦**)  Crelle'a  Journal,  Bd.  32  pg.  119  (1846). 
t)  Philosophical  magazine,  Bd.  26  pg.  141  (1845). 
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Verlaufe  der  Arbeit:  ^jV(m  den  Bewegungen  und  Umlegungen'^*), 
nämlich  in  I  §  13,  klargestellt  worden;  wir  kommen  hierauf  noch 
wiederholt  zurück. 

§  5.    Allgemeine  Definition  der  g-Werte  für  die  Punkte  der 

projectiven  Ebene. 

Indem  wir  auf  die  Voraussetzungen  und  Resultate  des  §  3  hier 
aufs  neue  zurückgehen^  knüpfen  wir  insbesondere  an  den  Umstand, 
dass  der  dort  eingeführte  Parameter  g  die  lineare  Substitution  (10) 
erfahrt,  falls  die  projective  Ebene  der  durch  (7)  dargestellten  CoUi- 
neation  unterworfen  wird.  Dieses  Verhalten  von  g  wird  zum  Aus- 
gangspunkt neuer  Entwicklungen,  welche  das  geometrische  Verständnis 
der  soeben  studierten  Bewegungsgruppen  befördern  wird. 

Um  das  eben  zuletzt  gemeinte  Ziel  zu  erreichen,  werden  wir  der 
complexen  Variabelen  g  erst  noch  eine  allgemeinere  geometrische  Be- 
deutung geben,  und  zwar  in  demselben  SinnC;  wie  dies  in  §  2  bei 
Besprechung  der  parabolischen  Maassbestimmung  geschah.  Wir  knüpfen 
hierbei  vorab  erst  wieder  an  die  Vorstellung  beliebig  complex  ver- 
änderlicher Coordinaten  0^,  0^9  h  ^^;  sowie  an  den  schon  in  §  3 
eingeführten  Parameter  %  für  die  Punkte  und  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts ftg  =0. 

Um  zuvörderst  die  Verhältnisse  des  parabolischen  Falles  zu  re- 
capitulieren,  so  zerfiel  das  Büschel  der  Tangenten  in  die  beiden  Ge- 
radenbüschel durch  die  Ereispunkte.  Dem  einzelnen  Punkte  der  Ebene 
der  complexen  z^,  jeTj,  ss^  ordneten  wir  sodann  die  beiden  Werte  5,  5 
zUy  welche  als  Parameter  zu  den  durch  diesen  Punkt  hindurchlaufenden 
Geraden  der  Büschel  gehören. 

Genau  so  werden  wir  nuntnehr  im  Falle  eines  nicht  -  zerfallenden 
Kegelschnitts  jedem  Punkte  der  Ebene  beliebig  complexer  Zi  diejenigen 
beiden  Werte  5,  S  zuordnen,  tvelclie  als  Parameter  zu  den  beiden  durch 
jenen  Punkt  hindurchlaufenden  Tangenten  des  Kegelschnitts  gehören.  Da 
die  Gleichung  der  Tangente  vom  Parameter  J: 

(1)  ^1  -  n^^  +  s'^3  =  0 

ist,  so  findet  man  als  die  dem  einzelnen  Punkte  der  Coordinatenebene 
der  complexen  Zi  zugehörigen  Werte  5  und  \: 


Gleichungen,  die  sich  in  folgender  Weise  invertieren: 


^)  Mathem.  Annalen,  Bd.  39  pg.  513  (1891). 
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(3)  0,:ß,:z,  =  2ft:(t+l):2, 

Man  sieht,  dass  nicht  nur  jedem  Punkte  der  Ebene  complexer  z^,  j^27  ^3 
ein  Wertepaar  g,  5  eindeutig  zugehört,  sondern  auch  unigelc^hrt  ist 
jedem  Wertepaar  der  als  unabhängig  von  einander  zu  denkenden  com- 
plexe^i  Variahelen  g,  \  ein  Punkt  z^y  z^,  z^  der  Coordinatenebene  zu- 
geordnet. 

Die  volle  Tragweite  des  hiermit  gewonnenen  Ansatzes  werden  wir 
dadurch  gewinnen,  dass  wir  auf  Grund  der  Entwicklungen  des  vorigen 
Paragraphen  für  den  hyperbolischen  und  später  auch  für  den  elliptischen 
Fall  Realitatsdiscussionen  eintreten  lassen.  £)|abei  wird  die  im  vor- 
letzten Paragraphen  bereits  behandelte  Thatsache  im  Mittelpunkt 
stehen,  dass  gegenüber  der  auf  die  Coordinatenebene  ausgeübten  ColUneation 
(7)  pg.  14  die  den  einzelnen  Ptmkten  der  Ebene  nunmehr  zugeordneten  Werte 
g,  \  simultan  die  Substitutionen: 

erfahreti.  Wir  werden  dabei  inr  einzelnen  die  volle  Analogie  zu  den 
speciellen  Verhältnissen  der  parabolischen  Ebene  erkennen,  wenn  wir 
nur  die  letzteren,  wie  oben  befürwortet,  im  projectiven  Sinne,  d.  h. 
als  Beziehungen  zu  den  Kreispunkten,  auffassen. 

Die  in  Formel  (2)  dargestellte  Zuordnung  von  Werten  g,  g  zu 
den  Werten  z^,  z^f  h  ^^^  Coordinaten  ist  zuerst  von  Hesse  in  dem 
Aufsatze  „J5?iw  Übertragungsprincip^^  *)  aufgestellt  und  untersucht  wor- 
den. Inzwischen  ist  die  Interpretation  der  Formel  (2)  bei  Hesse  eine 
sehr  viel  beschränktere  wie  hier,  und  die  ganze  Vorstellungsweise  wird 
deshalb  eine  etwas  gekünstelte,  weil  g  nicht  wie  hier  als  Parameter 
des  Tangentenbüschels  gefasst  wird.  Es  ist  also  keine  Rede  von  der 
gleichmässigen  Einordnung  des  parabolischen  Falles.  Im  Sinne  der 
Entwicklungen  des  folgenden  Paragraphen  könnten  wir  sagen,  dass 
sich  die  Hesse'sche  Untersuchung  auf  die  reellen  Verhältnisse  des 
hyperbolischen  Falles  und  auch  da  nur  auf  den  ausserhalb  der  Ellipse 
gelegenen  Teil  der  Ebene  bezieht.  Des  Ferneren  sei  hier  auf  das 
Erlanger  Programm  von  Klein  verwiesen  {Vergleichende  Betrachtungen 
über  neuere  geometrische  Forsdiungen,  1872)**),  sowie  auf  dessen  Abhand- 
lung ,,Über  binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich*'***), 
wo  die  hier  in  Betracht  kommenden  Verhältnisse  zum  ersten  Male  im 
Zusammenhange  hervortreten;  wir  kommen  darauf  später  noch  zurück. 


*)  Crelle'8  Jornal,  Bd.  66  (1866). 
**)  Abgedruckt  in  Bd.  43  der  Mathem.  Annalen. 
*♦*)  Mathem.  Annalen,  Bd.  9  pg.  183  (1875). 
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§  6.   Die  g-Werte  in  der  hyperbolisohen  Ebene.     Die  g-Halbebene 

und  die  ^-Halbkugel. 

Die  Zuordnung  von  Werten  £  beziehe  sich  nunmehr  einzig  auf 
die  reellen  Punkte  der  hyperbolischen  Ebene,  so  dass  wir  hier,  gerade 
wie  auch  in  §  4,  die  Zi  auf  reelle  Werte  zu  beschränken  haben.  Die 
Curve  £f,  0^  —  z^  =  0  denken  wir  gleichfalls  in  der  früheren  Art  als 
Ellipse  gezeichnet,  und  es  wird  alsdann  ausserhalb  der  Ellipse 
{z^  —  ^i^a)  >0,  innerhalb  derselben  aber  {z^  —  z^z^  <0  sein.  Indem 
wir  unter  den  Punkten  der  hyperbolischen  Ebene  wieder  nur  die  reellen 
Punkte  dieser  Ebene  verstehen  wollen,  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (2) 
pg.20  der  Satz:  Detn  einzelnmi  Punkte  der  hyperbolischen  Ebene  ausserlwlb 
der  Ellipse  ist  ein  Paar  reeller  Werte  5>  5  zugeordnet^  die  insbesondere 
coincidieren,  sobald  der  Punkt  auf  die  Ellipse  selbst  rückt;  dein  einzelnen 
Punkte  des  Ellipseninnem  ist  ein  Paar  conjugiert  complexer  Zahlen  f,  g 
zugeordnet. 

Die  zu  (2)  inverse  Formel  (3)  pg.  21  wollen  wir  jetzt  unter  Wieder- 
heranziehung der  Schreibweise  %  =  g*+  iri  für  jeden  der  beiden  hier- 
mit unterschiedenen  Fälle  besonders  in  Ansatz  bringen.  Im  ersten 
Falle  haben  wir  für  l  und  \  insbesondere  zwei  beliebige  reelle  Werte 
g  und  I  einzutragen.     Die  Formel  (3)  pg.  21  liefert  nun: 

(1)  2Ü:{l  +  l):2  =  z,:z^xz^, 

wodurch  diesem  Wertepaar  S,  |  einen  Punkt  Zi  ausserhalb  der  Ellipse 
der  hyperbolischen  Ebene  zugeordnet  ist.  Sind  andrerseits  g  =  §  -{-  ^^ 
und  S  =  6  —  i^  irgend  zwei  conjugiert  coraplexe  Werte,  so  ergiebt 
Formel  (3)  pg.  21  nunmehr  die  Proportion: 

(2)  (r  +  )?=*)  :  1 :  1  =  ^i :  r, :  z,, 

und  wir  finden  für  das  Wertepaar  £;,  ^  einen  Punkt  des  Ellipseninnem 
als  zugehörig.  Der  Fall,  dass  der  Punkt  Zi  auf  der  Ellipse  selbst 
gelegen  ist,  stellt  dabei  den  Übergang  zwischen  diesen  beiden  Fällen 
dar;  in  Formel  (1)  Avürde  man  S  =  i,  in  (2)  aber  iy  =  0  einzusetzen 
haben. 

Indem  wir  nunmehr  die  gewöhnliche  g- Ebene  der  complexen  Ver- 
änderlichen g  in  die  Betrachtung  einführen,  hat  man  damit  folgendes 
Ergebnis:  Die  Punkte  des  Ellipsenäusseren  der  hyperbolischen  Ebaie 
entsprechen  tvechsehveise  eindeutig  den  Punktepaaren  der  reellen  ^-Äxe 
und  desgleichen  die  Ellipsenpunkte  selbst  den  Punkten  der  reellen  Axe; 
di^  Punkte  des  Ellipseninnem  entsprecliai  wechselweise  eindeutig  den 
Paaren  bezüglich  der  reellen  ^-Axe  symmetrisch  gelegener  Punkte,  Wenn 
wir,  der  Sprechweise  von  „M."  I  folgend,  die  g- Ebene  durch  die  reelle 
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Äxe  in  eine  positive  und  eine  negative  Halbebene  zerlegt  denken, 
so  können  wir  den  letzten  Teil  des  eben  formulierten  Satzes  auch  so 
aussprechen:  Das  Ellipseuinnere  ist  wechselweise  eindeutig  auf  die  einzelne 
der  beiden  i-Halbebenen  benagen,  wobei  die  Punkte  der  Ellipse  selbst  den 
Fnnitcn  der  reellen  t,-Äxe  eugekören. 

Man  wolle  sich  die  hier  vorliegende  Abbildung  etwa  der  positiven 
Halbebene  auf  das  Ellipseninnere  mit  Hülfe  von  Fig.  1  deutlich  machen. 
Zur  näheren  Orientie- 
roDg  sind  in  der  posi- 
tiven g-Halbebene  zwei 
Systeme  äquidis  tanter 
Geraden  gezogen,  unter 
denen  die  imaginäre 
Aie  besonders  hervor- 
gehoben wurde.  Im 
Ellipseninnem  liefert 
das  eine  Geradensystem 
wieder  ein  GeradenbQscbel  durch  den  Bildpunkt  von  £  =  oo;  das  andere 
Geradensystem  geht  in  ein  System  von  Ellipsen  Über,  welche  einzeln 
die  absolute  Ellipse  im  Punkte  £  >=  co  hyperosculteren.  Wir  kom- 
men auf  diese  Verhältnisse  weiter  unten  (in  §  9,  pg.  35)  noch  aus- 
ffihrlicher  znrUck. 

Um  Eindeutigkeit  der  Beziehung  fClr  die  ganze  S-Ebene  zu  er- 
zielen, könnte  man  das  Ellipseninnere  doppelt  aberdeckt  denken,  wobei 
die  beiden  Blätter  längs  der  Ellipse  selbst  mit  einander  zusammen- 
hängen mQssten.  Es  ist  dieses  die  Yorstelluugsweise,  welche  Klein 
bei  seinen  „projectiven"  Riemann'schen  Flächen  benutzt  (z.  B.  in  den 
Mathem.  Annalen,  Bd.  7,  1874).  Wir  können  indes  den  allgemeinen 
dort  gegebenen  Ideen  hier  nicht  nachgehen,  sondern  bleiben  bei  un- 
serem speciellen  Gegenstande. 

Bereits  in  §  1  wurde  übrigens  in  Aussicht  genommen,  nur  das 
EUipseninnere  als  „hyperbolische  Ebene"  anzusprechen.  Thuen  wir 
dies,  80  ist  das  hier  gewonnene  Resultat,  wie  wir  nochmals  consta- 
tieren,  dem  für  die  reelle  parabolische  Ebene  oben  (pg.  10)  abgelei- 
teten Ergebnisse  aufs  genaueste  analog.  Beide  Male  sind  es  zwei 
einander  conjugierte  Werte  £,  f,  welche  fUr  die  projective  Aulfassung 
in  der  gleichen  Weise  den  einzelnen  Punkten  der  Ebene  zugeordnet  sind 


Die  hier  vorliegende  1-2-deutige  Abbildung  des  Ellipseninnem  auf 
die  t;-Ebene  ist  nun  nach  der  geometrischen  Seite  hin  bereits  in 
,,M."  I  pg.  339  ausfahrlich  besprochen.  Es  sei  hier  kurz  daran  erinnert, 
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Fig.  2. 


dass  es  sich  um  Combination  einer  stereographischen  und  einer  ortho- 
graphischen Projection  handelt.  Einmal  nämlich  projiciere  man  die 
g- Ebene  stereographisch  auf  eine  Kugel,  wie  dies  in  Figur  2  ange- 
deutet ist;  dabei  soll  die  reelle  g-Axe  ein  grösst^r  Kugelkreis  werden 
(etwa  der  Schnittkreis  der  Kugeloberfläche  mit  der  Papierebene  in 
Fig.  2),  während  die  „positive  Halbkugel"  unterhalb  der  Papierebene 

liege.  Auf  letztere^  d.  i.  auf 
die  Papierebene,  projiciere 
man  nun  orthographisch, 
wobei  je  zwei  conjugiert 
complexe  g  offenbar  den- 
selben Bildpunkt  liefern.  Den 
entspringenden  Kreis  mit 
doppelt  überdecktem  Innern 
beziehe  man  endlich  colli- 
near  auf  die  Ellipse  der 
Figur  1  und  zwar  so,  dass 
sich  die  Bildpunkte  von  S  =  0,  1,  cx)  mit  den  diese  Werte  tragenden 
Ellipsenpunkten  decken. 

Haben  wir  hiermit  die  Überführung  der  g- Ebene  in  das  Ellipsen- 
innere unter  Einhaltung  des  in  ,,M.'^  I  1.  c.  befolgten  Gedankenganges 
reproduciert,  so  erscheint  es  für  das  Verständnis  der  hier  vorliegenden 
Verhältnisse  wünschenswert,  doch  auch  noch  umgekehrt  die  Umge- 
staltung des  Ellipseninnern  in  die  J- Halbebene  in  tjberleguug  zu  ziehen. 
Dieser  Überlegung  können  wir  dadurch  eine  besonders  elegante  Wen- 
dunjr  geben,  dass  wir  die  in  (2)  pg.  20  bereits  aufgetretene  Quadratwurzel 
V^ih  —  ^/  ^Is  Raumcoardinate  z^  in  die  Betrachtung  einführen  und 
dann  im  einzelnen  Punkte  des  Ellipseninnern  etwa  senkrecht  zur  Ebene 
der  Ellipse  ^4  =  +  V^i^^  —  z.f  und  z^  =  — V^^i^s  —  z^  als  Ordinaten 
auftragen.  So  gewinnen  wir  im  Räume  die  durch  z^ '\' z^  —  ^i^z^^^ 
dargestellte  Fläche,  welche  hei  zwechnässiger  Auswahl  des  Coofdinaten- 
Systems  direct  die  in  Fig.  2  bentäzte  Kugel  der  complexen  Variäbelen  5 
vorstellt.  Dieser  Auffassung  von  der  Beziehung  zwischen  der  projectiven 
Ebene  und  der  g- Ebene  werden  wir  entsprechend  auch  im  elliptischen 
Falle  begegnen. 

Wir  haben  nun  vor  allem  einige  Einzelausführungen  über  den 
Charakter  der  in  Rede  stehenden  Beziehungen  zu  bringen. 

Ein  Kreis  der  g- Ebene  projiciert  sich  stereographisch  in  einen  Kreis 
der  Kugeloberfläche  und  liefert  demnach  in  der  hyperbolischen  Ebene 
eine  Ellipse.  Letztere  wird  die  Ellipse  Z2^  —  ^i^s  =  0  iß  zweien  ihrer 
reellen   Punkte    berühren,    falls    der    anfänglich    gemeinte   Kreis   der 
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^- Ebene  die  reelle  Axe  sehneidet.  Liegt  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
im  speciellen  auf  der  reellen  ^-Axe^  so  artet  die  Ellipse  in  eine  doppelt 
zu  zählende  gerade  Linie  aus.  Auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes 
ist  gültig,  wie  man  aus  dem  obigen  Projectionsverfahren  leicht  schliesst; 
es  gilt  also  das  Resultat,  dass  die  gesamten  geradlinigen  Transversalen 
der  Ellipse  z^  -^  g^g^zs=zO  der  hyperbolischen  Ebene  und  das  System  der 
zur  reellen  i-Äxe  orthogonalen  Kreise  der  l- Ebene  einander  entsprechende 
geometrische  Gebilde  sind.  Dieser  Satz  ist  natürlich  sehr  leicht  auch 
eines  rechnerischen  Beweises  föhig.  In  der  That  findet  man  als 
Gegenbild  der  durch: 

(3)  w^z^  +  w^z^  +  iv^z^  =  0 

dargestellten  Geraden  vermittelst  der  Proportion  (2)  die  Gleichung: 

(4)  it'iCr  +  rf)  +  w^l  +  w,  =  0, 

die  einen  gegen  die  reelle  g-Axe  orthogonal  gerichteten  Kreis  dar- 
stellt. Die  an  die  Wi  zu  stellende  Forderung  aber,  dass  die  Gerade 
die  Ellipse  schneidet,  kommt  auf  die  Bedingung  zurück,  dass  der 
Kreis  (4)  reellen  Radius  hat. 

Die  so  festgesetzte  Beziehung  zwischen  dem  Ellipseninneren  und  der 
S- Ebene  wird  in  der  Folge  sehr  oft  benutzt  werden;  man  muss  sich 
dieselbe  auf  alle  W^ise  einüben.  Wir  betonen  insbesondere,  dass  diese 
Beziehung  eine  zweideutige  ist.  Doch  handelt  es  sich  in  der  Folge 
immer  um  Figuren,  die  das  Ellipseninnere  nur  einfach  überdecken,  und 
man  wird  in  der  ^-Ebene  die  Betrachtungen  dementsprechend  stets  auf 
eine  der  beiden  Halbebenen  einschränken  können,  da  wir  in  der  an- 
deren g-Halbebene  dieselben  Verhältnisse  in  einer  bezüglich  der  reellen 
5- Axe  symmetrischen  Lage  antreffen  würden;  wir  bevorzugen  in  diesem 
Sinne,  wie  in  „M."  I,  zumeist  die  positive  g- Halbebene. 

Wir  formulieren  hier  übrigens  nochmals  den  projectiven  Charakter 
der  zwischen  der  hyperbolischen  Ebene  und  der  g- Ebene  begründeten  Be- 
ziehung. In  §  2  pg.  9  u.  f.  wurde  die  projective  Auffassung  der  J-Ebene 
entwickelt,  nach  welcher  g  und  ^  als  die  Parameter  der  beiden  Geraden- 
büschel durch  die  Kreispunkte  eingeführt  wurden.  Die  im  vorliegenden 
Paragraphen  besprochene  BezieJiung  Jcönnen  wir  in  diesem  Sinne  als  eine 
Abbildung  des  Tangentenbüscl^ls  der  Ellipse  auf  das  eine  tvie  das  andere 
der  beiden  eben  genannten  Geradenbüscliel  durdi  die  Kreispunkte  der 
parabolisdicn  Ebene  auffassen.  Diese  Vorstellungsweise  soll  im  nächsten 
Paragraphen  noch  ausführlicher  zur  Geltung  kommen. 

Neben  die  hyperbolische  Ebene  und  die  gewöhnliche  g-Ebene 
stellen  wir  nun  übrigens  auch  die  in  Figur  2  benutzte  Kugeloberfläche 
als  durchaus  gleichberechtigtes  Gebilde;  sie  darf  bekanntlich  ebensowohl 
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wie  die  Ebene  als  Trägerin  der  complexen  Werte  g  angesehen  werden 
und  soll  kurz  als  g- Kugel  bezeichnet  werden.  Zugleich  liefert  die 
Kugel  mit  ihren  beiden  imaginären  Scliaren  geradliniger  Erzeugender 
ein  neues  und  wichtiges  Glied  der  projectiven  Betrachtung,  das  wir 
hier  zum  ersten  Male  nennen.  Nach  bekannten  Grundsätzen  der  pro- 
jectiven Raumgeometrie  ergeben  diese  imaginären  Erzeugenden  bei  der 
stereographischen  Projection  die  beiden  von  den  Kreispunkten  aus- 
laufenden Strahlenbüschel  und  bei  orthographischer  Projection  die  Tan- 
genten der  zugehörigen  ümrisscurve,  d,  h.  eben  unserer  absoluten  Ellipse. 

§  7.    Die  hyperbolische  Maassbestimmnng  in  der  g- Halbebene 

nnd  auf  der  ^-Halbkugel. 

Es  soll  nunmehr  die  früher  in  der  hyperbolischen  Ebene  begrün- 
dete Maassbestimmung  auf  die  einzelne  ^- Halbebene  und  damit  auch 
auf  die  einzelne  J- Halbkugel  übertragen  werden,  und  wir  sprechen 
daraufhin  schlechtweg  von  einer  hyperbolischen  Maassbestimmnng  in  der 
Ijositiven  ^-Halbebene  bez,  auf  der  t^-Halblcugel.  Die  dabei  zunächst 
hervortretenden  Sätze  wird  man  aus  den  Vorbereitungen  des  vorigen 
Paragraphen  ohne  weiteres  ablesen  können. 

Durch  zwei  Punkte  g  und  ^  der  positiven  Halbebene  ist,  im  Sinne 
der  Maassbestimmung  gesprochen,  eine  „Gerade"  festgelegt;  sie  ist  in 
der  Sprechweise  der  gewöhnlichen  Geometrie  der  durch  die  beiden 
Punkte  orthogonal  zur  reellen  ^-Äxe  ziehende  Halbkreis.  Diese  „Ge- 
rade" hat  zwei  „unendlich  ferne"  Punkte,  indem  ja  die  Punkte  der 
reellen  S'Axe  die  „unendlich  fernen"  Elemente  darstellen.  Es  folgt 
dies  unmittelbar  durch  Übertragung  der  bezüglichen  obigen  Angaben 
(pg.  4  u.  f.)  von  der  hyperbolischen  Ebeiie  auf  die  J- Ebene  bez.  g- Kugel. 

Die  Winkelmessung  führt  zu  einem  besonders  einfachen  Resultate, 
das  wir  zunächst  rechnerisch  ableiten.     Indem  wir  in  (7)  pg.  4  für  x 

den  Werth  —  -  wählen  und   W{u,v)  =  %'  setzen,  folgt  durch  Übergang 

vom  Logarithmus  zur  Function  arctg: 

(1)  0-  =  arctg' 

und  von  hieraus  berechnet  sich  leicht: 

(2)  co«d  =  +    .'''1'  _, 

WO  das  eine  oder  andere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  man  mit 
d'  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  zwischen  den  beiden  Geraden 
M,  V  meint.     Nun  ist  9?  =  ny  —  -iiv^w^y  und  also  folgt: 
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so  dass  sich  aus  (2)  ergiebt:' 

(3)  COS  ^  =  +  /         ~     -      • 

y  ^uu^vv 

Es  mögen  nun  auf  der  anderen  Seite  die  beiden  Geraden  w,  v  in 
der  f- Ebene  Kreise  der  Radien  r^,  r^  liefern,  deren  Mittelpunkte  den 
Abstand  e  haben.  Ist  alsdann  ^'  einer  der  beiden  Winkel,  unter  denen 
sich  diese  Kreise  schneiden,  wobei  übrigens  %''  im  elementaren  Sinne 
gemessen  sein  soll,  so  ist  bekanntlich: 

(4)  ,on^=+^-^^.. 

Nun   sind  die  Mittelpunktscoordinaten  und  der  Radius   des  durch  (4) 
pg.  25  gegebenen  Kreises  die  folgenden: 


3 

-   » 


woraus  sich  fast  unmittelbar  ergiebt: 


V'^uu  ^    y^« 


^2  _  ^  2  _  ,.  2  __  2M^r3  +  2U3V^  —  u,rj  _  Y'^uu  ^y  ^cr 

^         ^1  '^    ~  2^^!?^  '     ^1  "~    -JUi    '       '  2v, 

Die  Formel  (4)  geht  damit  über  in: 

(5)  cos  ^  =  +  ~      — 7  -4--    ^— '  • 

Der  Vergleich  der  Formeln  (3)  und  (5)  liefert  '9''=  0*,  ein  Re- 
sultat, welches  sich  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  stereogra- 
phischen Projection  ungeändert  auf  die  5- Kugel  überträgt.  Die  für 
die  hyperbolische  Maassbestimmung  berechneten  Maasszahlen  der  Winliel 
in  der  ^-Halbebene  bez.  auf  der  ^-Halbkugel  stimmen  dementsprechend  gefiau 
überein  mit  den  Maasszahlen  dieser  Winhel  im  elementaren  Sinne  gemessen, 
so  dass  in  Ansehung  der  Winkelmessmuj  unsere  neue  Maassbestimmung 
elejnentaren  Cliarakter  trägt. 

Das  hiermit  gewonnene  Ergebnis,  9^^=  d',  ist  für  die  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  (pg.  25)  erwähnte  projective  Auffassung  un- 
mittelbar ersichtlich.  Es  übertragen  sich  nämlich,  wie  daselbst  bemerkt, 
die  beiden  vom  Scheitelpunkt  des  zu  messenden  Winkels  an  die  Ellipse 
der  hyperbolischen  Ebene  zu  ziehenden  Tangenten  auf  die  beiden  Ge- 
raden vom  Bildpunkte  in  der  £;- Ebene  nach  den  beiden  imaginären 
Kreispunkten.  Andererseits  sind  die  von  einem  Punkte  der  hyper- 
bolischen Ebene  auslaufenden  Fortschreitungsrichtungen  auf  die  ent- 
sprechenden Fortschreitungsrichtungen  vom  Bildpunkte  in  der  g- Halb- 
ebene hier  (wie  bei  jeder  stetigen  Abbildung)  projectiv  bezogen.    Das 
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zur  WinkelmessuDg  in  der  hyperbolischen  Ebene  dienende  Doppelver- 
hältnis wird  daher  bei  dem  oben  geschilderten  Projectionsverfahren 
dieser  Ebene  auf  die  £;-Ebene  in  letzterer  direct  jenes  Doppelverhältnis, 
das  der  elementaren  Winkelmessung  nach  Laguerre  zu  Grunde  liegt. 
Der  entsprechende  Satz  aber  findet  auf  der  Kugelfläche  Geltung ,  weil 
dort  der  elementaren  Winkelbestimmung  im  Sinne  Laguerre's  gerade 
die  beiden  imaginären  Erzeugenden  der  Kugel  zu  Grunde  liegen,  welche 
durch  den  Scheitel  des  Winkel  hindurchlaufen. 

Zur  Vorbereitung  späterer  Anwendungen  berechnen  wir  für  unsere 
hyperbolische  Maassbestimmung  das  Bogenmaass  dö  für  ein  in  der 
positiven  £;-IIalbebene  gelegenes  Element.  Zwei  einander  unendlich 
nahe  Punkte  seien  t,  und  S'™  S  +  rf?  oder  explicite: 

Bestimmen  wir  nach  (6)  pg.  4  die  Entfernung  d6  dieser  beiden  Punkte, 
indem  wir  ^*  =  o  nehmen ,  so  kommt,  da  die  Quadratwurzel  unendlich 
klein  wird: 

1    /    Vf^~~f  f  y  Vf^~-  f~f 


'xy 


Aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  folgt  nun: 

2/x,  =  x,y,  +  x^y,  -  2x,y,  =  §*  +  ^*  +  |'«  +  n'^  -  2gr. 
sowie  femer  fxx  =  *;^  fyy  =  V^  so  dass  sich  fiir  d<S  findet: 


Drückt   man   nun    g'  und    1^'  auf  Grund   von   (6)  aus,  so   folgt  nach 

kurzer  Zwischenentwicklung  dö  =  -— -—    -  •    Führen  wir  neben  dem 

Bogenelemente  dö  nun  gleich  auch  das  Flächeuelement  dt  ein  und 
benutzen  den  Satz  über  den  elementaren  Charakter  der  Winkelmessung, 
so  folgt:  Im  Sinne  der  hyperboliselien  Maasshesiimmung  der  ^'Halb- 
ebene  stellen  sich  das  Bogenelenient  de  und  das  Flädienelement  dt  durch 
die  Gleichungen  dar: 

(7)  a^^Yäl+It    ar^^Aip. 

Ganz,  besonders    wichtig   ist   es,   die   zur   hyperbolischen  Maass- * 
bestimmung  gehörenden  Bewegungen  der  {;- Halbebene  in  sich  zu  be- 
trachten.   Die  Entwicklungen  von  pg.  15  und  16  geben  hier  unmittel- 
bar das  Resultat:    Die   Gruppe  aller  Beuuegungen  in  sieh,  welche   die 
positive  i'Ualbene  im  Sinne  der  hyperboliselien  Maassbestimmung  eulässt, 
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wird  analytisch  dargestellt  durch  die  Gesamtheit  aller  linearen  t- Sub- 
stitutionen: 

(8)  ^==^f-H'     «*-^J'>0 

mit  reellen  Coefficienten  einer  von  null  verschiedenen  positiven  Deter- 
minante. Im  gewöhnlichen  Sinne  stellen  diese  Substitutionen  Abbil- 
dungen durch  Kreisverwandtschaft  dar,  und  zwar  handelt  es  sich  hier 
um  diejenigen  directen  Kreisverwandtschaften,  welche  die  positive  g-Halb- 
ebene  in  sich  selbst  überführen*).  Die  directen  Kreisverwandtschaften 
vermitteln  nun  bekanntermaassen  confomie  Abbildungen;  und  es  stimmt 
dies  mit  dem  vorhin  gefundenen  Ergebnis  betreffs  der  Winkelmessuug 
überein,  insofern  die  im  gewöhnlichen  Sinne  gemessenen  Winkel  (zu- 
folge der  erwähnten  Conformität)  den  Charakter  der  Invarianz  gegen- 
über den  fraglichen  „Bewegungen"  besitzen. 

Für  die  in  §  6  pg.  25  entwickelte  projective  Auffassung  der  Para- 
meter tf  5  müssten  wir  neben  (8)  als  zweite  Gleichung: 

(9)  r=  4H 

stellen  und  würden  dann  zwei  projective  Umformungen  der  von  den 
beiden  imaginären  Kreispunkten  auslaufenden  Strahlbüschel  vor  uns 
haben. 

Die  Gesamtgruppe  (zweiter  Art)  des  §  4  entsprang  durch  Zusatz 
der  Operation  3^=^g^j  V=  —  ^2>  V=^s  zur  Gruppe  der  „Bewegungen". 
Diese  Operation  bedeutet  eine  symmetrische  Umformung  an  der  Axe 
2^  =  0  des  Coordinatendreiecks.  Beim  Übergang  zu  ^  machen  wir  nun 
an  dieser  Stelle  Gebrauch  von  der  Zweideutigkeit  der  Beziehung  der 
hyperbolischen  Ebene  zur  f-Ebene.  Zufolge  derselben  können  wir 
der  fraglichen  Operation  entweder  die  Substitution  g'='  —  S  oder 
^=^  —  5  entsprechen  lassen,  wo  die  letztere  Substitution  in  demselben 
Sinne,  wie  Substitution  (3)  pg.  9  zu  verstehen  ist.  Wir  dürfen  und 
wollen  der  obigen  £?,- Substitution  die  Operation  ^=  —  5  entsprechen 
lassen,  da  hierdurch  die  Spiegelung  an  der  imaginären  ^-Axe  darge- 
stellt ist  und  also  nicht  nur  der  ursprüngliche  Charakter  der  ;?,- Sub- 
stitution gewahrt  bleibt,  sondern  auch  die  positive  g- Halbebene  in  sich 
selbst  übergeht;  letzteres  würde  bei  Bevorzugung  der  Substitution 
^^=^  —  f  nicht  gelten.  Durch  Combination  von  5'  ==  —  5  mit  den 
Substitutionen  (8)  folgt  nun:  Die  hier  eintretende  Gesamtgruppe  zweiter 
Art  liefert  neben  der  Gruppe  aller  Bewegungen  (8)  noch  die  Scfuzr  der 
Substitutionen: 


♦)  Cf.  „M."Ipg.88ff. 
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(10)  ^="-^1'     '^S-ßy>0, 

wo  a,  ß,  y,  d  continuierlich  alle  Quadrupel  reeller  Zaiilen  einer  von  null 
verschiedenen  positiven  Determinante  durchlaufen.  Diese  Operationen 
stellen  indirecte  Kreisverwandtschaften  dar,  und  zwar  wieder  alle  die- 
jenigen, welche  die  positive  £;- Halbebene  in  sich  selbst  überführen. 
Wir  gebrauchen,  wie  in  „M."  I  pg.  19G  ff.,  für  die  Operationen  (10) 
die  Benennung  der  Substitutionen  zweiter  Art,  womit  wir  uns  der  oben 
(pg.  8  ff.)  eingeführten  Sprechweise  unmittelbar  anschliessen. 

Wir  haben  so  die  projective  Geometrie  des  Ellipseninnem  an  die 
Geometrie  der  Kreisverwandtschaften  geknüpft,  die  letztere  in  der  Art 
specialisiert,  dass  die  reelle  S-Axe  stets  sich  selbst  entspricht.  Je 
nach  dem  augenblicklichen  Bedürfnis  werden  wir  bald  von  der  einen, 
bald  von  der  andern  Vorstellungsweise  Gebrauch  machen;  für  die 
späteren  Zwecke  der  Functionentheorie  wird  freilich  zumeist  der  Ge- 
brauch der  g- Halbebene  vorherrschen.  Doch  geschieht  dies  weniger 
aus  sachlichen  Gründen,  als  um  der  Gewöhnung  der  Fuuctionentheoretiker 
entgegen  zu  kommen. 

Der  Connex  der  projectiven  Geometrie  mit  der  Geometrie  der  Kreis- 
verwandtschaften ist  in  noch  grösserer  Allgemeinheit  (worauf  wir 
später  zu  sprechen  kommen)  von  Klein  in  den  bereits  genannten  Ver- 
öffentlichungen entwickelt.  Seinen  prägnantesten  Ausdruck  findet 
derselbe,  wenn  wir  sagen,  dass  die  Kreisverwandtschaften  der  Ebene 
direct  projectiven  Transformationen  der  von  den  Kreispunkten  aus- 
laufenden Strahlbüschel  entsprechen.  Die  hyperbolische  Maassbestim- 
mung in  der  f- Halbebene,  wie  wir  sie  hier  entwickelten,  ist  von 
Poincar^  in  der  späterhin  noch  sehr  häufig  zu  nennenden  Arbeit 
,jTheorie  des  groupes  fucJisiens^' *)  zu  Grunde  gelegt.  Jedoch  wird  die 
Definition  der  Maassbestimmung  daselbst  unvermittelt  gegeben,  d.  h. 
ohne  Bezugnahme  auf  die  projective  Geometrie  und  auf  die  Unter- 
suchungen Cayley's. 

§  8.    Bemerkung  über  Flächen  von  oonstantem  negativen 

Krümmimgsniaass. 

Nebenher  soll  hier  in  Kürze  der  Beziehung  gedacht  werden,  in 
welcher  die  hyperbolische  Geometrie  zu  den  Flächen  von  constantem 
negativen  Krümmungsmaass  steht,  dieses  letztere  in  der  bekannten 
von  Gauss  eingeführten  Art  definiert.  Es  haben  diese  Flächen  eines 
Constanten    positiven    bez.    negativen    Krümniungsnuiasses    ihre    erste 


*)  Acta  mathematica,  Bd.  1  pg.  1  (1882). 


Entwicklutigen  über  projective  Maassbestimmungen.  31 

ausfCUirliche  Theorie  in  zwei  Arbeiten  von  Minding*)  gefunden,  und 
es  sind  zumal  in  der  zweiten  Arbeit  die  Rotationsflächen  von  con- 
stantem  Erümmungsmaass  behandelt  worden.  Für  positives  eonstantes 
Krümmungsmaass  giebt  es  drei  Gattungen  solcher  Rotationsflächen, 
von  denen  die  dritte  den  Grenzübergang  zwischen  den  beiden  andern 
Gattungen  vorstellt  und  in  eine  Reihe  sich  berührender  congruenter 
Kugeln  zerfallt.  Auch  für  negatives  Krümmungsmaass  fanden  sich 
drei  Gattungen  (übrigens  irreducibeler)  Rotationsflächen,  wobei  die 
dritte  Gattung  wieder  den  Übergang  zwischen  den  beiden  andern 
abgab.  Eine  Fläche  dieser  Ubergangsgattung,  die  man  durch  Ro- 
tation der  unter  dem  Namen  Tractrix  bekannten  Curve  um  ihre  Asym- 
ptote erhält,  nennt  man,  um  die  Analogie  zum  Falle  des  positiven 
Krümmungsmaasses  möglichst  zu  wahren,  nach  Beltrami  eine  Psetido- 
spliäre.  Auf  die  Gestalt  der  Pseudosphäre  näher  einzugehen,  kann  hier 
in  keiner  Weise  der  Ort  sein;  auch  werden  wir  weiterhin  nirgends 
Gelegenheit  finden,  auf  diese  hier  nur  der  Vollständigkeit  halber  ge- 
machten Andeutungen  zurückzugreifen.  Immerhin  seien  noch  folgende 
Bemerkungen  gestattet. 

Bezeichnet  man  die  geodätischen  Linien  einer  Fläche  von  con- 
stantem  Krümmungsmaass  als  deren  „gerade  Linien^'  und  misst  übrigens 
Bogenlänge  und  Winkelgrösse  auf  der  Fläche  im  Sinne  der  Elementar- 
geometrie, so  stimmen  die  auf  der  Fläche  zu  Tage  tretenden  geo- 
metrischen Verhältnisse  dem  Wortlaut  nach  genau  mit  den  Sätzen 
der  hyperbolischen  oder  Lobatschewski' sehen  Geometrie  überein.  Sätze, 
die  wir  späterhin  im  Sinne  der  hyperbolischen  Geometrie,  sei  es  im 
EUipseniunem,  sei  es  in  der  positiven  5- Halbebene  oder  auf  der  g- Halb- 
kugel aussprechen  werden,  würden  wir  demnach  bei  Zugrundelegung 
der  Pseudosphäre  im  Sinne  der  elementaren  Geometrie  formulieren 
können.  Allerdings  ist  es  hierbei  störend,  dass  die  Pseudosphäre 
einerseits  als  Rotationsfläche  in  sich  zurückläuft,  andererseits  dem 
Rückkehrpunkte  des  Tractrix  entsprechend  durch  eine  Rückkehrcurve 
begrenzt  ist 

Die  Beziehung  zwischen  der  nicht -euklidischen  Geometrie  und 
den  Flächen  von  constantem  Krümmungsmaass  ist  übrigens  erst  ver- 
hältnismässig spät  bemerkt  worden.  In  der  That  waren  in  dieser 
Beziehung  grundlegend  erst  die  Gedanken  Riemann's,  welche  der- 
selbe in  seinem  Habilitationsvortrage  y,Über  die  Hypothesen,  welche 
'der  Geometrie  zu  Grunde  liegen"*"^)  entwickelte;  an  dieselben  schliessen 

*)  Crelle's  Journal,  Bd.  29  pg.  370  (1839)  und  Bd.  40  pg.  171  (1840). 
**)  Vorgelesen  am  10.  Juni  1864,  späterhin   gedruckt  im   dreizehnten  Bande 
der  Abbandlangen  der  Gesellsch.  d.  Wiss.  zu  Göttingen,  1866. 
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sich  die  Entwicklungen  Beltrami's  in  dessen  bekannter  Abhandlung: 
jßaggio  di  interpretazione  della  geometria  non-euclidea^^*). 

Sehr  viel  näher  steht  unseren  hier  gegebenen  Entwicklungen  die 
andere  grundlegende  Arbeit  Beltrami's:  ^^Teoria  fondamentale  degli 
spazii  di  curvatura  costante^^  **).  Hier  wird  gleich  anfangs  das  nicht- 
euklidische Bogenelement  durch  folgende  Formel  definirt: 

ds  =  R' ,     wo  ic-  +  ^1  +  •  •  •  +  ^2  =  ö  • 

Nehmen  wir  n  =  2  und  ü  =  a  =  1 ,  so  haben  wir  geradezu  das  hyper- 
bolische Bogenelement  auf  unserer  {;- Kugel,  wie  wir  hier  nicht  weiter 
ausführen.  Des  Weiteren  gelangt  Beltrami  durch  eine  stereogra- 
phische Projection  zu  der  Formel: 


ydji'  +  dril  +  ...dril_. 


ds 

n 

was  direct  unserer  Formel  (7)  pg.  28  entspricht. 

§  9.    Figürliche  Erläutening  der  Bewegungen  der  projeotiven 

Ebene  in  sich. 

Die  linear-gebrochenen  Substitutionen  einer  complexen  Veränder- 
lichen %  mit  beliebigen  complexen  SubstitutionscoefBcienten  haben 
bereits  in  „M."  I  pg.  165  fiF.  eine  ausführliche  geometrische  Theorie 
gefunden.  Dieselben  wurden  dort  durch  coutinuierliche  „Bewegungen" 
der  g-Ebene  in  sich  versinnlicht  und  des  näheren  durch  die  zugehörigen 
Bahticurvm  und  Niveaulinien  figürlich  dargestellt;  doch  war  daselbst 
die  Bezeichnung  „Bewegung*'  nur  abkürzend  für  coutinuierliche  De- 
formation gesetzt. 

Denken  wir  diese  Theorie  für  die  g- Substitutionen  reeller  Coeffi- 
cienten  von  positiver  Determinante  und  damit  etwa  für  die  positive 
g-üalbebene  ausgeführt,  so  werden  nunmehr  die  vorhin  im  übertragenen 
Sinne  als  „Bewegungen"  bezeichneten  Deformationen  direct  mit  den 
Bewegungen  der  g-Halbebene  im  Sinne  der  hyperbolischen  Maass- 
bestimmung identisch. 

Die  gesamten  ^-Substitutionen  erster  Art  wurden  in  „M."  I  pg.  164 
in  die  vier  Unterarten  der  hyperholiscJien,  elliptiscJien,  parabolischen  und 
loxodromisdhen  geteilt.  Indem  wir  diese  Benennungen  hier  wieder 
aufnehmen;  gilt  vor  allem  der  Satz:  Unter  den  ^-Substitutionen,  welcJie 
yjBewegungen^^  der  positiven  ^-Halbebene  in  sich  liefern,  Icommen  nnrhyper- 


*)  Giornale  di  maiematiche ,  Bd.  6  (1868). 
**)  Annali  di  matematica,  Folge  2,  Bd.  2  (1868). 
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holische,  parabolische  und  elliptisdie  vor,  dagegen  fehlen  die  loxodromiscfien. 
Man  folgert  dies  aus  den  I.  c^  entwickelten  Formeln  am  einfachsten 
aus  dem  Umstände,  dass  die  fraglichen  ^Substitutionen  reelle  Coeffi- 
eienten  einer  positiven  Determinante  haben.  Doch  würde  man  auch 
auf  die  Thatsache  zurückgehen  können,  dass  die  reelle  ^-Äxe  stets 
Bahncurve  für  eine  Substitution  unserer  Art  ist,  und  dass  kreisförmige 
(oder  im  besonderen  Falle  geradlinige)  Bahncurven  nur  bei  den  nicht- 
loxodromischen  Substitutionen  eintreten. 

Indem  wir  jetzt  die  geometrischen  Vorstellungen  aus  der  5-Ebene 
in  die  projective  Ebene  übertragen,  werden  die  dort  eintretenden  Ver- 
hältnisse in  gewisser  Hinsicht  reichhaltiger.  Die  beiden  g-Halbebeneu 
gehen  in  das  doppelt-bedeckte  Ellipseninnere  über;  der  ausserJuilb  der 
Ellipse  gelegene  Teil  de?'  projectivefii  Ebene,  der  doch  atich  an  den  Colli- 
neaiionen  teilnimmt,  "kommt  hier  hinm,  und  also  gewinnt  das  geometriscJie 
Bild  der  Bewegung  eijie  entsprechende  Erweiterung.  Es  ist  für  die  spä- 
teren Untersuchungen  nötig,  auch  in  der  projectiven  Ebene  den  Verlauf 
der  Bahncurven  und  Niveaulinien  für  die  Substitutionen  stets  anschaulich 
vor  Augen  zu  haben;  es  sollen  demnach  die  dreierlei  Arten  der  gegen- 
wärtig in  Betracht  kommenden  Substitutionen  in  diesem  Sinne  hier 
behandelt  werden.  Dabei  werden  die  entsprechenden  auf  die  Ebene 
der  Kreisverwandtschaften  bezüglichen  Entwicklungen  aus  „M."  I 
pg.  165  ff.  als  bekannt  angesehen.  In  der  That  gehen  die  dort  mit- 
geteilten Figuren  40  u.  s.  w.  durch  das  vorhin  pg.  24  angedeutete  Pro- 
jectionsverfahren  in  die  sogleich  zu  besprechenden  Figuren  3  u.  s.  w. 
über.  Freilich  gewinnt  man  dabei  direct  nur  erst  eine  Anschauung 
der  im  Ellipseninneru  eintretenden  Verhältnisse;  indes  liefert  die  pro- 
jective Auffassung  der  im  Einzelfall  vorliegenden  Collineationen  jedes- 
mal das  allgemeine  Bild. 

1)  Eine  hyperbolische  Substitution  hat  in  der  projectiven  Ebene 
ausserhalb  des  absoluten  Kegelschnitts  /i,  =  0  einen  Fixpunkt  P.  Zwei 
weitere  Fixpunkte  werden  vom  Schnitt  der  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  ft,  =  0  mit  diesem  Kegelschnitt  geliefert.  Nur  diese  beiden  letz- 
teren Fixpunkte,  die  auf  der  Ellipse  /*,,  =  0  selbst  gelegen  sind, 
kommen  in  der  g-Ebene  zur  Geltung  und  liegen  dort,  wie  es  sein  muss, 
auf  der  reellen  Axe.  Die  Niveaulinien  werden  durch  das  Büschel  der 
Geraden  durch  P  geliefert,  wie  in  Figur  3  (pg.  34)  angedeutet  ist. 
Wollte  man  im  Sinne  der  Maassbestimmung  äquidistante  Niveaulinien 
zeichnen,  so  würden  sich  dieselben  für  das  Auge  gegen  die  beiden 
Eilipsentangenten  von  P  beiderseits  mehr  und  mehr  zusammendrängen, 
wie  die  Figur  veranschaulicht.  Die  Bahncurven  werden  von  den  Kegel- 
schnitten geliefert,  welche  die  absolute  Ellipse  /*,,  =  0  in  den  beiden 

Fricke-KIein,  Aatomorpho  Functioueu.    I.  3 
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auf  ihr  gelegenen  Fixpunkten  berQlireu;  aach  dies  ist  in  Figur  3  ange- 
deutet.    Unter  ihnen  findet  sich  doppeltzählend  die  Polare  von  P. 

2)  Eine  eüiptisdte 
t        i        /v~"-^  Substitution  hat   einen 

~         '  im   Innern   der  Ellipse 

gelegeneu  Fixpuukt  P, 
welcher    sich    in    der 
g-Ebene   in  die  beiden 
GODJugiert      complexen 
Fizpunkte  der  zngehö- 
r^en       f  -  Substitution 
trennt.     Das   Geraden- 
bOschel  durch  den  Fix- 
punkt P  bildet  die  Ni- 
veaulinien, wie  Figur  4 
zeigt.    Die  Bahucarven 
bestehen,    wie    gleich- 
falls in  Figur  4  zu  sehen 
ist,  teilweise  aus  Ellipsen  (zu  denen  auch  die  absolute  Ellipse  gehört), 
teilweise  aus  Hyperbeln,   zwischen  welcheu   sich  eine  Parabel  einfOgt. 
Als  Grenzfall   der  Hyper- 
beln tritt  (doppeltzäblend) 
eine  Gerade  ein,  nämlich 
die  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  die   absolute   Ellipse. 
Im  Sinne  der  mit  imagt- 
näreu  Werten  der  Coordi- 
naten     rechnenden  allge- 
meinen Geometrie  würden 
wir  s^en,  dass  ausser  P 
zwei  weitere  Fixpnnkte  von 
den    imaginären    Schnitt- 
punkten der  absoluten  El- 
lipse mit  der  Polare   von 
P  geliefert   werden.     Da 
würden   dann    die    Bahn- 
curven    diejenigen    Kegel- 
schnitte sein,    welche  die 
Ellipse  f::  ^  0  in   den  beiden   fraglichen  imaginären  Fixpunkten  be- 
rühren.    Man   siebt,   dass  sich   solcher  Weise  der   hyperbolische   und 
elliptische  Fall  einer  gemeinsamen  Auffassung  unterordnen. 
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3)  Eine  pareAolische  Substitution  stellt  den  Übergang  zwischen 
den  beiden  eben  besprocbenen  Fällen  vor.  Es  existiert  nur  eiu  auf 
der  absoluten  Ellipse  f.,^0 
gelegener  Fixpunkt  P.  Die 
Nireaulinien  werden  wieder 
Tom  Geradenbüschel  durch  P 
geliefert;  die  Bahncurven  sind 
jetzt  die  Kegelschnitte,  welche 
die  absolute  Ellipse  im  Punkte 
P  hyperosculieren,  TJuter  den 
Bahncurven  sind  alle  drei  Gat- 
tungen von  Kegelschnitten  ver- 
treten, wie  Figur  5  zeigt.  Die 
Polare  von  P  ist  in  die  Tan- 
gente des  Berührungspunktes 
P  Qbei^egangen.  Hier  liegt 
nun  übrigens  die  Figur  vor, 
von  welcher  wir  schon  oben 
(pg.  33)  in  anderem  Zusammenhalt  Gebrauch  machten. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  sind  zunächst  an  die  Besprechung 
der  hyperbolischen  Maassbestimmung  angeschlossen;  sie  übertragen  sich 
indes  mit  Leichtigkeit  auf  den  eUiptischen  Fall.  Es  werden  hier  einzig 
elliptische  Substitutionen  vorkommen  und  es  kommt  demnach  allein 
Figur  4  zur  Anwendung.  Die  in  dieser  Figur  stärker  markierte  Ellipse 
verliert  dabei  ihre  ausgezeichnete  Rolle,  welche  sie  in  der  hyper- 
bolischen Maassbestimmung  als  absolutes  Gebilde  spielte;  doch  ist  dies 
der  einzige  Unterschied.  Endlich  ziehen  wir  als  parabolische  Ebene  auf 
Grund  der  Entwicklungen  von  pg.  8  immer  direct  die  ^-Ebene  heran; 
hier  bleiben   dann  die  Figuren  aus  „M."  I  1.  c.  unmittelbar  bestehen. 

Den  Begriff  der  Periode  einer  elliptischen  Substitution  werden  wir 
in  dem  bekannten  Sinne  gebrauchen  (cf.  „M."  I  pg.  190)  und  haben 
hier  vor  allem  näher  auf  die  Substitutionen  der  Periode  gwei  einzu- 
geben. Dieselben  stellen  nach  „M."  I  pg.  709  sogen.  JtarmoniscM  Per- 
Spectwüäten  dar.  Der  einzelnen  solchen  PerspectivitUt  gehört  ein  Pol 
oder  Centrum  P  und  eine  Axe  A  zu,  die  im  hyperbolischen  Falle 
die  Polare  von  P  ist,  und  es  erscheint  nicht  nur  P,  sondern  auch  jeder 
Punkt  auf  j1  durch  die  Substitution  sich  selbst  zugeordnet.  Alle  übrigen 
Punkte  vertauschen  sich  zu  Paaren,  wobei  die  Verbindungsgerade 
zweier  zugeordneten  Punkte  durch  P  hindurchzieht,  und  wobei  diese 
beiden  Punkte  durch  P  und  durch  den  Schnittpunkt  ihrer  Verbindungs- 
linie mit  A  harmonisch  getrennt  sind. 
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Obwohl  es  nur  diese  eine  Classe  von  Substitutionen  der  Periode 
zwei  giebt,  ist  doch  der  Effect  derselben  ein  gänzlich  verschiedener, 
je  nachdem  die  hyperbolische  oder  elliptische  Ebene  vorliegt.  Um 
zuvörderst  bei  der  ersteren  zu  verweilen,  so  müssen  wir  hier  die  har- 
monischen Perspectivitäten  in  zwei  Glassen  trennen,  je  nachdem  das 
Centrum  P  innerhalb  oder  ausserhalb  der  absoluten  Ellipse  gelegen 
ist.  Da  wir  nur  das  Ellipseninnere  als  hyperbolische  Ebene  ansehen, 
so  wird  eine  Perspectivitat  erster  Classe  (mit  einem  Pol  P  innerhalb 
der  Ellipse)  den  Charakter  einer  DreJmng  um  P  und  damit  einer  Sub- 
stitution erster  Art  haben.  Eine  Perspectivitat  der  zweiten  Classe, 
deren  Axe  A  durch  das  Ellipseninnere  zieht,  hat  dagegen  den  Cha- 
rakter einer  symmetrischen  Umformung  oder  Spiegelung  an  A  und  damit 
einer  Substitution  zweiter  Art.  Für  die  hyperbolische  Ebene,  d.  i.  für 
das  Ellipseninnere,  liegt  also  eine  scharfe  Sonderung  der  Substitu- 
tionen in  zwei  Arten  vor,  die  wir  ja  früher  (pg.  16)  auch  analy- 
tischerseits  zu  constatieren  hatten. 

Die  elliptische  Ebene  wird  erst  von  der  unbegrenzten  reellen  Co- 
ordinatenebene  geliefert.  Eine  Imrmonische  Perspectivitat  wird  demnadi 
nunmehr  den  Charakter  einer  Drehung  (nämlicJi  um  P)  und  den  einer 
symmetriscJien  Umformung  (nämlich  an  A)  in  sich  vereinigen*).  Infolge- 
dessen fallt  bei  der  elliptischen  Ebene  die  Einteilung  der  Substi- 
tutionen in  zwei  Arten  von  selber  fort,  und  es  ist  damit  der  geome- 
trische Grund  aufgedeckt,  warum  wir  oben  (pg.  16  und  18)  für  die 
hyperbolische  Ebene  eine  Gruppe  der  zweiten  Art,  für  die  elliptische 
aber  nur  eine  solche  der  ersten  Art  erhalten  haben. 

§  10.    Die  elliptisohe  Ebene  und  die  ^-Ebene  bez.  g- Kugel. 

Bei  der  Behandlung  der  elliptisclien  Maassbestimmung,  die  weit 
einfacher  ausfällt  als  die  der  hyperbolischen,  können  wir  mehrfach  an 
Entwicklungen  aus  „Ikos."  anknüpfen.  Für  das  absolute  Gebilde  der 
Maassbestimmung  halten  wir  an  der  schon  in  (2)  pg.  17  gebrauchten 
Gleichungsform  fest  und  haben  demnach  die  Ausdrücke  (2)  pg.  20  für 
5  und  ^  vermöge  der  Formeln  (3)  pg.  17  zu  transformieren;  dabei 
ergiebt  sich: 


e  — 

x^+yx,^'  +  x^*  +  x^*                     .Tg  -  ix, 

^3  +  i^i                    x^  —  Vx^  '^  +  a;.*  -f  x./ 

e  =  - 

^2  —  V^i*  +  Ärs*-f X,*  _               x^-    ix^ 

*)  Dies  wird  anders,   wenn  wir   die  elliptische  Ebene  als  Doppelebene  auf- 
fassen, wie  sogleich  geschehen  soll. 
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Man  wolle  hier  zuvörderst ,  gerade  wie  oben  beim  allgemeinen 
Ansätze  sowie  anch  bei  der  Discussion  der  hyperbolischen  Ebene^  ^ 
und  f  als  unabhängige  complexe  Veränderliche  betrachten.  Die  Tan- 
genten des  absoluten  Kegelschnitts  sind  dann  wieder  auf  jedes  der 
beiden  Geradenbüschel  durch  die  Kreispunkte  der  parabolischen  g-Ebene 
bezogen,  wie  wir  entsprechend  pg.  25  für  den  hyperbolischen  Fall  aus- 
führten. Es  hat  dies  wie  damals  für  die  Übertragung  der  Winkelmessung 
von  der  elliptischen  Ebene  auf  die  gewöhnliche  g- Ebene  und  damit 
auch  auf  die  ^- Kugel  seine  charakteristischen  einfachen  Folgen^  worauf 
wir  weiter  unten  zurückkommen. 

Vorab  wollen  wir  die  Frage  beantworten,  in  welcher  Beziehung 
g  und  ^  zu  einander  stehen  müssen,  wenn  es  sich  um  reelle  Punkte  der 
elliptischen  Ebene  handeln  soll.  Eine  leichte  Zwischenrechnung  zeigt, 
dass  man  stets  und  nur  dann  zu  reellen  Funkten  der  elliptisclien  Ebene 

geführt  wird,  falls  \  und  — ^  conjugiert  complexe  Zahlen   shid.    Indem 

wir  weiterhin  nur  noch  von  diesen  reellen  Punkten  der  elliptischen  Ebene 
handeln,  wollen  wir  die  beiden  dem  einzelnen  solchen  Punkte  zuge- 
ordneten Werte  g,  ^  in  den  einen  Ausdruck  zusammenfassen: 


/j\  ?=   —  ^«  ±V^i'  +  ^»'  +  ^a'   _  ^8— *^i 


und   es   gilt   nunmehr   die   hierdurch   gegebene   Beziehung   der   ellip- 
tischen Ebene  auf  die  g-Ebene  in  Discussion  zu  ziehen. 

Zu  diesem  Ende  führen  wir  rechtwinklige  Cartesische  Coordinaten 
x^=^  X,  ar^  =  —  y,  rrj  =  1  ein  und  haben  dann  an  Stelle  von  (1)  die 
Gleichung: 
(2)  g  =  |  +  /^=  ^  +  *y 


i±y^'  +  y'  +  i 

Die  Inversion  dieser  Gleichungen  führt  auf: 

(3)  ^  =  -,--#-^i'      y=      '' 


Wie  man  sieht,  liegt  hier  eine  ein-jstveideutige  Beziehung  der  ^-Ebene 
auf  die  elliptisclie  Ebene  vor.  Wir  können  dieselbe  als  Combination 
einer  gewissen  stereographischen  Prqjection  und  einer  Centralprojection  be- 
trachten. Man  führe  nämlich  zunächst  neben  der  g- Ebene  explicite 
die  g- Kugel  ein,  indem  man  jedoch  nun  die  stereographische  Projection 
so  anordnet,  wie  Figur  6  (pg.  38)  zeigt.  Hier  ist  C  das  Centrum  der 
stereographischen  Projection,  und  es  schneidet  die  Papierebene  aus  der 
g- Ebene  deren  reelle  Axe  aus.  Die  Kugel  soll  nunmehr  im  Punkte  C 
von  der  elliptischen   Ebene  berührt   werden,   und  man   wolle  alsdann 
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die  Kugeloberfläche  durch  Centralprojection  vom  Mittelpunkt  der  Kugel 
auf  die  elliptische  Ebene  übertragen.     Entspricht  nun  ein  Punkt  der 

elliptischen    Ebene    mit 
der  Entfernung 


elliptische 

/      /  ;  / 

Khenc 

..    ..^     ... 

t.-Kbtne 

/ 

— ' 

1 

y 

^c, 

i'ig.  6. 

K 


r  =  Yx^  4"  y* 

vom  Nullpunkt  zwei 
Werten  g  und  f  mit 
den  absoluten  Beträgen 
Q  und  q\  so  ergiebt 
Figur  6  durch  elemen- 
tare Betrachtung  die  Re- 
lationen: 


Von  hieraus  gewinnt  man  die  Relation  (2)  fast  unmittelbar  wieder 
und  hat  damit  durch  directe  Rechnung  den  behaupteten  geometrischen 
Charakter  dieser  Relation  bestätigt. 

Die  Bedingung  für  die  reellen  Punkte  der  elliptischen  Ebene  hatten 
wir  vorhin  in  die  Form  gekleidet,   dass  für   diese  Punkte    die  Werte 

g  und  —  -r  conjugiert  complex  sein  müssen.   Dies  spricht  sich  jetzt  mit 

Hilfe  der  g- Kugel  dahin  aus,  dass  auf  ihr  die  beiden  Punkte  g  und  g 
diametral  sein  müsse)i.  Das  eben  dargestellte  Projectionsverfahren  giebt 
eine  geometrische  Bestätigung  dieses  Satzes. 

Übrigens  stellt  sich  gerade  wie  im  hyperbolischen  Falle  so  auch 
hier  die  g- Kugel  als  gleichberechtigt  neben  die  elliptische  Ebene  und 
die  5"  Ebene,  und  wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  noch  ausführ- 
licher die  Eigenart  der  elliptischen  Maassbestimmung  auf  der  g-Kugel 
(welche  direct  die  elementare  Maassbestimmung  auf  der  g-Kugel  ist) 
zu  verfolgen  hjben.  Mit  Rücksicht  darauf  constatieren  wir  gleich 
hier,  dass  der  vom  Mittelpunkte  an  die  Kugel  gehende  imaginäre 
ümhüUungskegel  X^  +  Y^  +  Z^  =  0  (wenn  hierbei  X  =  x,  Y^y 
und  Z  rechtwinklige  Coordinaten  durch  den  Kugelmittelpunkt  bedeuten) 
aus  der  elliptischen  Ebene  gerade  deren  absoluten  Kegelschnitt  aus- 
schneidet. Hieraus  folgt  dann  insbesondere,  dass  wieder  die  beiden 
durch  den  einzelnen  Kugelpunkt  hindurch  laufenden  imaginären  Er- 
zeugenden bei  der  Centralprojection  auf  die  elliptische  Ebene  dortselbst 
die  beiden  vom  projicierten  Punkte  an  den  nuUteiligen  absoluten  Kegel- 
schnitt zu  legenden  Tangenten  liefern.  Dieses  Sach Verhältnis  ist  für 
die  Auffassung  der  elliptischen  Winkelmessung  auf  der  g-Kugel  grund- 
legend.    Endlich   bemerken   wir,   dass   wir   die  Kugeloberfläche   auch 
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hier  auf  Grund  einer  analytischen  Maassnahme  hätten  einführen  kön- 
nen, welche  der  oben  im  hyperbolischen  Falle  befolgten  (cf.  pg.  24) 
genau  entspricht;  doch  verfolgen  wir  dies  nicht  weiter. 

Betreffs  der  Beziehung  der  elliptischen  Ebene  zur  5- Kugel  und 
^- Ebene,  wie  wir  dieselbe  durch  Figur  6  festlegten,  gelten  folgende 
Sätze.  Die  geraden  Linien  der  elliptischen  Ebene  gehen  auf  der 
g>  Kugel  in  grösste  Kreise  derselben  über,  und  die  letzteren  liefern 
ihrerseits  Kreise  der  g-Ebene,  die  leicht  näher  zu  beschreiben  sind. 
Vor  allem  gehört  zu  ihnen  der  Einheitskreis  der  g-Ebene,  d.  h.  der 
Kreis  mit  dem  Radius  1  um  5  =  0.  Im  übrigen  gehen  die  grössten 
Kreise  der  Kugel  in  diejenigen  Kreise  der  g- Ebene  über,  welche  den 
Einheitskreis  in  zwei  diametralen  Punkten  schneiden;  und  das  Systetn 
dieser  Kreise  ist  es  also,  welches  dem  System  der  Geraden  der  elliptischen 
Ebene  correspondiert.  In  der  elliptischen  Ebene  giebt  es  keine  reellen 
unendlich  fernen  Punkte.  Daher  fehlen  die  letzteren  im  Sinne  der  zu 
übertragenden  elliptiscJien  Maassbestimmung  auch  atif  der  ^^  Kugel  und  in 
der  ^- Ebene, 

Die  Zweideutigkeit  der  Beziehung  der  g- Ebene  zur  elliptischen 
Ebene  giebt  hier  zu  einer  eigenartigen  Auffassung  der  letzteren  Anlass. 
Wir  tcerden  gemäss  der  in  Figur  7  angedeuteten  Projectionsiveise  die 
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eüiptische  Ebene  mit  einer  zweiseitigen  Bedeckung  von  Zahlwerten  g  ver- 
sehen*). Dabei  wird  die  obere  Halbkugel  in  die  untere  Belegung  über- 
gehen, die  untere  Halbkugel  in  die  obere. 

Ganz  dasselbe  hätte,  wie  wir  hier  nebenher  bemerken,  bereits  beim 
Ellipseninnern  der  hyperbolischen  Ebene  stattfinden  können.    Indessen 

*)  Man  verwechsele  diese  Maassnabme  nicht  mit  der  in  der  Functionentheorie 
sonst  üblichen  Bedeckung  der  S'^hene  durch  zwei  oder  mehrere  Blätter  einer 
gewöhnlichen  Riemann^schen  Fläche.  Letztere  liegen  alle  auf  derselben  Seite  der 
zu  überdeckenden  Ebene. 
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wird  erst  hier  im  elliptischen  Falle  die  zweiseitige  Bedeckung  besonders 
folgenreich;  vermöge  dieser  Vorstellungs weise  werden  wir  nämlich  die 
jyBewegtmgm"  der  elliptischefi  Ebene  in  sich  in  gewissem  Sinne  y ollstän- 
diger auffassen  können.  Diese  Bewegungen  entsprechen  einfach,  wie 
wir  noch  ausführlicher  im  nächsten  Paragraphen  nachweisen,  den 
Drehungen  der  g-Kugel  um  ihren  Mittelpunkt.  Das  dabei  eintretende 
Verhalten  der  elliptischen  Ebene  veranschauliche  man  sich  mit  Hülfe 
von  Figur  7,  indem  man  sich  die  Kugel  um  irgend  einen  ihrer  Durch- 
messer langsam  gedreht  denke.  Beide  Seiten  der  Ebene  bleiben  fest 
mit  einander  in  Verbindung;  aber  das  Bemerkenswerte  ist,  cUxss  beide 
Seiten  dabei  fortivährend  in  einatider  übergehen.  Man  hat  sich  somit  die 
Vorstellung  zu  bilden,  dass  beide  Seiten  der  elliptisehen  Ebene  wie  bei 
einer  sogenannten  Doppelfläche  continuierlich  in  einander  übergehen  und 
vermöge  dieses  Überganges  ein  einziges  durcJiaus  ssusammenhängendes  Ge- 
bilde abgeben. 

Die  Entdeckung  solcher  Flächen,  deren  beide  Seiten  continuierlich 
in  einander  übergehen,  und  die  sonach  nicht  als  Grenzen  von  Körpern 
aufgefasst  werden  können,  verdankt  man  Moebius,  worüber  man 
dessen  letzte  Abhandlung  „Über  Polyeder^'*)  vergleichen  wolle.  Die 
einfachsten  Doppelflächen  sind  übrigens  berandete  Flächen,  und  es  ist 
in  Figur  8  zum  besseren  Verständnis  eine  Fläche  dieser  Art  abgebildet, 

welche,  wie  man  sich  überzeugen 
wolle,  eine  einzige  in  sich  zurück- 
laufende Randcurve  besitzt.  Anschau- 
lich völlig  zugängliche  Doppelflächen, 
die  geschlossen  sein  sollen,  kann 
man  nur  dadurch  herstellen,  dass  mau 
pjg  g  Selbstdurchdringungen  der  Fläche  zu- 

lässt.  Die  elliptische  Ebene  und  über- 
haupt die  Ebene  der  projectiven  Geometrie  ist  nur  in  dem  Sinne  eine 
sich  selbst  nicht  durchdringende  geschlossene  Doppelfläche,  dass  der 
Zusammenhang  durch  diejenigen  Elemente  der  Ebene  hergestellt  ist, 
welche  im  Sinne  unserer  gewöhnlichen  Raumauffassung  (jedoch  nicht 
im  Sinne  der  elliptischen  Maassbestimmung)  unendlich  fern  sind.  Die 
Auffassung  der  Ebene  als  Doppelfläche,  welche  für  das  Gesamtgebiet 
der  projectiven  Geometrie  sehr  wesentlich  ist,  wurde  zum  ersten  Male 
von  Schläfli  und  Klein  in  den  Mathem.  Annalen  Bd.  7  pg.  550  (1874) 
entwickelt. 


*)  Berichte  der  Leipziger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  von  1866  oder 
Band  2  der  gesammelten  Werke.  Wegen  der  allgemeinen  Auffassung  vergl.  mau 
auch  Dyck  in  den  Mathem.  Annalen  Bd.  32,  pg.  473  u.  f.  (1888). 
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§  11.    Übertragung  der  elliptisohen  Maassbestimmung  auf  die 

g-Ebene  und  g- Kugel. 

Wie  vorhin  im  hyperbolischen  Falle  werden  wir  auch  jetzt  die 
elliptische  Maassbestimmung  ans  der  projectiven  Coordinatenebene  der 
Xi  auf  die  f- Ebene  und  die  g- Kugel  übertragen  und  sprechen  dann 
von  einer  elliptuichen  Maassbestimmung  in  der  t,- Ebene  bez.  auf  der 
t' Kugel.  Wir  sagten  bereits,  dass  die  elliptische  Maassbestimmung,  auf 
die  l' Kugel  übertragen,  genau  identisch  mit  der  elementarm  Maassbestim- 
mung der  sphärischen  Geometrie  mrd. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  brauchen  wir  nur  auf  die  Ausdrücke 
für  Entfernung  E{x,y)  und  Winkel  W{u,v)  in  der  elliptischen  Ebene 
unter  Zugrundelegung  der  Gleichungsformen: 

fxx  =  ^1^  +  X^^  -f  ^Tg*  =  0 ,      (Puu  =  Ui^  +  w«^  +  t'3^  =  0 

zurückzugehen.     Die  Constanten  k  und  x  identificieren  wir  mit  —  - 

und  benutzen  übrigens  in  den  Formeln  für  E  und  W  an  Stelle  des 
Logarithmus  cyclometrische  Functionen.  Dann  ist,  wie  man  aus  (6) 
und  (7)  pg.  4  auf  Grund  bekannter  elementarer  Formeln  schliefst: 

(1)  E(x,y)  =  arccos    --_.^M^*^^±Mi 


(2)  yViu,  t-)  =  arccos  -  -^tttt.:— *  -    '  *_---— =  • 

Hierbei  werden  die  Quadratwurzeln  überall  eindeutig  bestimmt  sein, 
wenn  wir  noch  festsetzen,  auf  welcher  Seite  der  elliptischen  Ebene 
die  Punkte  bez.  geraden  Linien  gelegen  sein  sollen. 

Nunmehr  bemerke  man,  dass  wir  für  das  Strahlenbündel,  dessen 
Centrum  der  Kugelmittelpunkt  ist,  gemäss  den  durch  Figur  6  darge- 
legten Verhältnissen  in  den  Xi  rechtwinklige  Strahlencoordinaten  und 
in  den  w,-  zugehörige  Ebenencoordinaten  besitzen.  Da  liefern  nun  die 
Formeln  (1)  und  (2)  direct  die  Maasszahlen  für  die  Winkel  zwischen 
zwei  Strahlen  bez.  zwischen  zwei  Ebenen  im  Sinne  der  Elementar- 
geometrie. Der  tiefere  Grund  hierfür  liegt  natürlich  in  der  bereits 
hervorgehobenen  Thatsache,  dass  der  vom  Kugelmittelpunkte  auslau- 
fende von  der  elementaren  Maassbestimmung  benutzte  Kegel: 

X*  +  r^  -f  Z^  =  0 

aus  der  elliptischen  Ebene  der  Figur  6  gerade  deren  absoluten  Kegel- 
schnitt ausschneidet.  Nun  ist  aber  die  Maassbestimmung  im  Strahlen- 
bündel geradezu  identisch  mit  der  Maassbestimmung  der  sphärischen 
Geometrie  auf  der  Oberfläche  derg  -Kugel.  Die  aufgestellte  Behauptung 
erscheint  von  hieraus  selbstverständlich. 
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Wollen  wir  dies  für  die  Winkelmessung  noch  etwas  weiter  ausführen, 
so  benutze  man  wie  oben,  dass  die  Doppelverhältnisse  von  irgend  vier 
von  einem  Punkte  auslaufenden  Fortschreitungsrichtungen  gegenüber 
irgend  welchen  Projectionen  den  Charakter  der  Invarianz  besitzen.  Die 
Tangenten  vom  Scheitelpunkte  eines  Winkels  der  elliptischen  Ebene  an 
den  absoluten  Kegelschnitt,  welche  mit  den  beiden  Schenkeln  das  zum 
Winkelmaass  führende  Doppelverhältnis  liefern,  übertragen  sich  aber, 
wie  wir  schon  bemerkten,  auf  der  g-Kugel  in  die  beiden  geradlinigen 
Erzeugenden  durch  den  betreflfenden  Punkt.  Diese  wiederum  liefern 
in  der  g- Ebene  die  beiden  Strahlen  vom  Scheitelpunkt  des  Winkels 
nach  den  Kreispunkten.  Daher  müssen  die  Winkel  der  elliptischen 
Maassbestimmung  auf  der  g-Kngel  und  der  ^-Ebene  mit  den  elementaren 
Winkeln  daselbst  direct  übereinstimmen. 

Weiter  folgern  wir,  dass  die  j,Beivegungen^^  der  elliptischen  Ebene 
in  sich  heim  Übergang  zur  Kugd  den  elementareit  Cliardkter  der  Drdmngen 
der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  annehmen.  In  der  That  drücken  sich 
in  l  nach  pg.  17  u.  f.  die  „Bewegungen"  der  elliptischen  Ebene  durch 
die  dortigen  Substitutionen  (4)  aus,  in  welchen  wir  «,  /3,  y,  8  in  der 
Gestalt  (7)  pg.  18  anzusetzen  haben,  d.  h.  durch  die  Substitutionen: 

..jx  ^.  ^    (a  +  ih)  i  +  (c  +  id)_ 

^^  ^         (r-'c  +  id)  f+  (a  -  ib) ' 

wobei  a,  6,  c,  d  irgend  vier  reelle  nicht  durchgängig  verschwin- 
dende Zahlen  sind.  Diese  widUigen  Substitutionen,  an  die  wir  später 
noch  oft  anknüpfen  werden,  stellen  nun  in  der  That  die  Gruppe  der 
Drehungen  der  l-Kugel  um  ihren  Mittelpunlct  dar,  wie  mit  aller  Aus- 
führlichkeit in  „Ikos."  pg.  32  ff.  abgeleitet  ist. 

Eine  grosse  Beschränktheit,  welche  der  elliptischen  Maassbestim- 
mung im  Gegensatz  zur  hyperbolischen  anhaftet,  besteht  darin,  dass 
icir  hier  nur  zu  elliptischen  t' Substitutionen  geführt  werden,  wie 
schon  gelegentlich  angedeutet  wurde.  Man  kann  dies  entweder  aus 
der  geometrischen  Natur  einer  Kugeldrehung  um  den  Mittelpunkt 
ohne  weiteres  einsehen  oder  auch  analytisch  aus  der  Gestalt  der 
Substitution  (3)  nachweisen,  wobei  man  „M."  I  pg.  164  heranziehen 
wolle. 

Die  Continuität  der  Gruppe  aller  pg.  17  n.  f.  bestimmten  reellen 
Collineationen  und  damit  aller  g- Substitutionen  (3)  ist  hier  aus  der 
geometrischen  Bedeutung  dieser  Gruppe  aufs  neue  evident  geworden. 
Gleichwohl  bietet  sich  jetzt,  wo  wir  über  die  £- Ebene  und  g-Kugel 
verfügen,  die  Möglichkeit  der  Erweiterung  unserer  continuierlichen 
Gruppe  auf  eine  &ruppe  der  zweitoi  Art  Die  Transformation  der 
g-Kugel  vermöge  der  sogenannten  Diametralsymmetrie,  wobei  immer  zwei 
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diametrale  Punkte  ausgetauscht  erscheinen,  wird  durch  die  g- Substi- 
tution zweiter  Art  g'  =  ^^  dargestellt,  wobei  g  der  zu  g  conju gierte 

Wert  ist  und  wie  immer  der  Übergang  von  g  zu  g'  gemeint  ist.  Für 
die  elliptische  Ebene  entspricht  dieser  Substitution,  so  lange  wir  jene 
Ebene  wie  anfanglich  als  einfache  Coordinatenebene  der  Xi  denken,  die 
identische  Transformation,  die  im  besonderen  eine  Veränderung  der  o;,, 
d.  h.  ihrer  Verhältnisse,  nicht  im  Gefolge  hat.  Benutzen  wir  hingegen 
die  oben  entwickelte  Vorstellung  der  doppelseitigen  elliptischen  Ebene, 
so  bedeutet  die  Diametralsymmetrie  der  g- Kugel  den  Austausch  der 
beiden  Seiten  der  elliptischen  Ebene.    Analytisch  entspricht  dem,  dass 

man  neben  den  Coordinaten  x^^x^y  2:3  die  Quadratwurzel  Yx^^  +  x^  +  ^s^ 
in  Betracht  zieht,  die  dann  beliebig  im  Vorzeichen  geändert  werden 
kann.  Durch  die  hiermit  gegebene  Erweiterung  entspringt  aus  der 
bisher  continuierlichen  Gruppe  der  Bewegungen  eine  Gmppe  zweiter 
Art  von  t' Substitutionen ,  welche  neben  den  Substitutionen  (3)  noch  die- 
jenigen der  zweiten  Art  entMlt: 


w  r  == 


(a+ih)i+(c  +  id) 


(— c  +  id)i  +  {a  —  ib) 

Statt  übrigens  die  eben  genannte  Transformation  der  Diametral- 
symmetrie zu  benutzen,  kommen  wir  zu  derselben  Gruppe  zweiter  Art, 
wenn  wir  die  Operationen  (3)  mit  der  Spiegelung  an  irgend  einer 
Diametralebene  combinieren;  man  vergleiche  hiermit  auch  die  Erörte- 
rungen in  „Ikos."  pg.  23  flf. 

Die  Substitutionen  vom  Typus  (3)  sind  in  dieser  Gestalt  zuerst 
von  Riemann  in  der  Minimalflächentheorie  benutzt;  man  vergl.  hierzu 
den  Artikel  8  von  Riemann's  Abhandlung  .,Über  die  FläcJie  vom  klein- 
sten Inhalt  bei  gegebener  Begretizufig"*).  Im  übrigen  hängen  die  frag- 
lichen Substitutionen  enge  mit  der  Mehrzahl  der  Untersuchungen  zu- 
sammen, die  wir  oben  (pg.  19)  bei  Besprechung  der  Bewegungen  der 
elliptischen  Ebene  zu  nennen  hatten.  Man  sehe  hierüber  und  nament- 
lich auch  über  die  Beziehungen  zur  Quatemionentheorie  die  Entwick- 
lungen und  litterarischen  Nachweise  in  „Ikos.*'  pg.  35  S.  nach. 

Die  Beziehung  der  sphärischen  Geometrie  zur  elliptischen  ist  in 
der  hier  in  Betracht  kommenden  Weise  von  Klein  in  seinen  ersten 
Arbeiten  „[76er  die  sogenannte  nicht-euklidische  Geometrie''**)  entwickelt 


*)  Abhandlungen  der  Göttinger  Gesellsch.  d.  Wies.  Bd.  13  (1867)  oder  Werke 
p.  291. 

**)  Mathem.  Annalen  Bd.  4  und  6  (1872  und  73). 
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worden.  Späterhin  sind  Newcomb*),  Killing**)  und  Klein***) 
wiederholt  auf  diesen  Gegenstand  zurückgekommen.  Übrigens  beziehen 
sich  diese  letzteren  Untersuchungen  zumeist  gleich  auf  sphärische  bez. 
elliptische  Räume  von  drei  und  mehr  Dimensionen,  welche  als  solche 
der  unmittelbaren  Anschauung  nicht  mehr  zugänglich  sind. 

§  12.    Die  byperbolisohe  Maassbestimmung  im  Baume  xmd  die 

zugehörigen  „Bewegungen**. 

Die  Begründung  der  projectiven  Maassbestimmung  im  Räume  ge- 
schieht analog  wie  in  §  1,  pg.  3  u.  f.,  in  der  Ebene.  Es  wird  eine  Fläche 
zweiten  Grades  /*,,  =  0  als  absolutes  Gebilde  zu  Grunde  gelegt,  worauf 
die  Definition  der  Entfernungen  und  Winkel  durch  Logarithmen  von 
Doppel  Verhältnissen  gerade  so  wie  oben  zu  geben  sind:  um  die  Ent- 
fernung zweier  Punkte  anzugeben,  muss  man  die  beiden  Schnittpunkte 
der  durch  sie  bestimmten  Geraden  mit  der  Fläche  fz»  =  0  aufsuchen 
und  das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Punkte  berechnen  etc. 

Je  nach  der  Natur  der  absoluten  Fläche  zweiten  Grades  haben 
wir  eine  grössere  Reihe  von  Fallunterscheidungen;  doch  werden  wir 
aus  Gründen,  die  im  nächsten  Paragraphen  zu  entwickeln  sind,  später- 
hin nur  diejenige  hyperbolische  Maassbestimmung  gebrauchen,  welche 
sich  auf  eine  einteilige,  nicht  geradlinige  Fläche  zweiten  Grades  als 
absolutes  Gebilde  bezieht.  Es  ist  zweckmässig,  diese  Fläche  zweiten 
Grades  sogleich  als  Kugel  anzunehmen,  und  wir  wollen  die  letztere 
gegeben  denken  durch  die  Gleichung: 

(1)  /;,  =  ir,*  +  v  +  'V-v  =  o. 

Gerade  wie  oben  werden  wir  zumeist  nur  das  Kugelinnere  als  „hyper- 
bolischen'' Raum  bezeichnen.  Übrigens  wird  es  hier  nach  den  Vor- 
übungen der  vorangegangeneu  Paragraphen  gestattet  sein,  die  Schluss- 
weise fortan  etwas  mehr  im  Sinne  der  allgemeinen  projectiven  Geo- 
metrie durchzuführen.  Speciell  werden  sogleich  die  geradlinigen  Er- 
zeugenden der  Kugel,  welche  wir  schon  wiederholt  nannten,  explicit 
zur  Verwendung  kommen. 

Um  die  „Bewegungen"  des  hyperbolischen  Raumes  in  sich  zu  ge- 


*)  y^ElemetUary  theoreins  relating  to  tlie  gcometry  of  a  space  of  three  dimen- 
sions  and  of  uniform  positive  curvature  in  tlve  fourth  dimension'^ ,  Crelle'ß  Joum. 
Bd.  83  (1877). 

♦*)  ^^Zfvei  Raumformen  mit  constanter  positiver  Krümmung'*,  Crelle's  Joum. 
Bd.  86  (1879)  and  „t''6er  die  Clifford- Klein' sehen  Baum  formen**,  Mathem.  Azmalen 
Bd.  39  (1891). 

*♦♦)  „Zur  nicht-euMidischen  Geometrie''^  Mathem.  Annalen  Bd.  37  (1890). 
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winnen,  werden  wir  die  Gruppe  aller  reellen  Raumcollineationen  auf- 
snchen^  bei  denen  das  absolute  Gebilde  (1)  in  sich  transformiert  wird. 
Was  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Gruppe  angeht^  bemerke  man,  dass 
eine  RaumcoUineation  15  wesentliche  Gonstanten  hat,  eine  Fläche  zwei- 
ten Grades  aber  9.  Wir  schliessen,  cUiss  eine  Fläcf^  zweiten  Grades 
oo^  Coüineationen  in  sich  eulässt;  es  handelt  sich  hierbei  im  vorliegen- 
den Falle  ausschliesslich  um  reeüe  Constante,  und  es  gilt  der  Wert- 
vorrat einer  reellen  Variabelen,  wie  auch  bisher,  als  einfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit. 

Um  die  analytische  Ausdrucksform  der  fraglichen  CoUineationen 
ZQ  gewinnen,  machen  wir  ähnlich  wie  früher  von  einer  Parameter- 
darstellung  für  die  Punkte  der  Fläche  (1)  Gebrauch.  Wir  werden  da- 
durch zu  zwei  complexen  Grössen  g  und  g  geführt  werden,  welche  hin- 
fort für  die  hyperbolische  Maassbestimmung  im  Raum  in  gleicher 
Weise  grundlegend  werden,  wie  vorhin  bei  den  Betrachtungen  in  der 
Ebene  der  Parameter  £;  der  Tangentenschar  des  absoluten  Kegelschnitts. 
Zu  dem  Zwecke  nun  ziehen  wir  die  beiden  Scharen  geradliniger  Er- 
zeugender der  Fläche  (1)  heran.  Diese  Geraden  sind  auf  der  Fläche  (1) 
imaginär,  und  wir  müssen  hier,  gerade  wie  in  §  3,  vorab  die  Coordi- 
naten  Zi  als  beliebige  complexe  Variabele  ansehen  und  dem  entspre- 
chend denn  auch  erstlich  die  Gesamtheit  aller  reellen  und  imaginären 
CoUineationen  der  Fläche  (1)  in  sich  aufsuchen;  hernach  ist  aus  dieser 
Gesamtgruppe  dann  wieder  die  Untergruppe  der  reellen  Substitutionen 
aaszuschalten. 

Um  nun  die  in  Rede  stehenden  Geradenscharen  zugänglicli  zu 
machen,  schreiben  wir  die  Gleichung  (1)  um  in: 

(2)  (js^  +  z;){e^  —  e^)  —  {z^  +  iz,){z,  -  iz^)  =  0 

und  führen  ein  neues  Coordinatensystem  durch  die  Formeln  ein: 

Die  Gleichung  der  absoluten  Fläche  ist  dann  y^y^  —  y^y^  «=  0,  und 
wir  können  unsere  Fläche  dementsprechend  auf  zwei  Arten  als  Schnitt- 
gebilde projectiver  Ebenenbüschel  erzeugen,  indem  wir  entweder: 

W    yi  — Ey8  =  0,    y%  —  iyi  =  0    oder    y^  —  ly^^O,    y^  —  ly^  =  0 

setzen.  Hierbei  sind  %  und  g  Parameter  der  Ebenenbüschel  und  damit 
zugleich  Farameter  der  beiden  Geradenscharen;  zu  jedem  Werte  g  ge- 
hört vermöge  (4)  eine  Gerade  der  einen  Schar,  zu  jedem  Werte  g 
eine  solche  der  anderen  Schar.  Dabei  sind  t,  und  g  ztinädist  von 
einander    unabliängige    complexe    veränderlidie   Grössen;    erst    späterhin 
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werden  wir  wieder  5  und  ^  im  früheren  Sinne  conjugiert  complexer 
Zahlwerte  benutzen. 

Im  einzelnen  Punkte  der  Fläche  schneidet  sich  nun  stets  eine 
Gerade  der  einen  Schar  mit  einer  der  zweiten.  Beiden  Geraden  ge- 
hören wechselweise  eindeutig  zwei  (im  allgemeinen  complexe)  Werte 
^  und  g  zu.  Wir  werden  nun  die  in  AtiSsicJit  genommene  Parameter- 
darstellung  dadurch  begründen,  dass  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  un- 
serer Fläclie  durch  die  zugehörigen  Wertepaare  g,  f  in  der  Gestalt: 

(r>)  2/1  '.ya^ys- J/4  =  SL-S:£:  1 

ausdrücken.  Die  Proportion  (5)  wollen  wir  noch  so  umschreiben,  dass 
wir  homogene  Veränderliche  5  =  5i :  5^  und  S  =  61 :  ^  einführen;  es  ist 
dann: 

(6)  yi :  y« :  ys  •  2/4  =  tili  -  Sjs  •  tili :  t^li • 

Benutzt  man  die  zweite  und  vierte  Gleichung  (4),  so  folgt  auf 
Grund  von  (3)  als  Beziehung  zwischen  den  ursprünglichen  Coordinaten 
iSi  der  Flächenpunkte  und  den  Parametern  f  und  f  dieser  Punkte 
einerseits: 

+    •  • 

sowie  andererseits: 

(8)       z,:g,:z,:e,^(X  +  S) :  -  i  (S  -  f) :  (5  5  -  1)  :  (5S  +  1)  • 

Wir  lesen  aus  (7)  und  (8)  insbesondere  den  folgenden  wichtigen 
Satz  ab:  Den  reellen  Punkten  der  Kugel  (1)  gehören  conjugiert  complexe 
Werte  der  Parameter  t,j\m  und  umgekelirt. 

Die  Raumcollineationen^  durch  welche  die  absolute  Fläche  in  sich 
selbst  übergeführt  wird,  zerfallen  nun  in  ewei  Arten:  bei  einer  CoUi- 
neation  erster  Art  erscheint  jede  Gradenschar  in  sich  selbst  trans- 
formiert, bei  einer  solchen  der  zweiten  Art  tritt  eine  Permutation 
beider  Scharen  ein. 

Handeln  wir  zuvörderst  von  den  Collineationen  erster  Art,  so  ist 
bei  einer  einzelnen  solchen  jede  Geradenschar  auf  sich  selbst  collinear 
bezogen.  Die  allgemeinste  Beziehung  dieser  Art  stellt  sich  aber  aus 
functionentheoretischen  Gründen  notwendig  durch  eine  beliebige  lineare 
Substitution  des  Parameters  der  Scliar  dar.  Wir  werden  also  zu  der  all- 
gemeinsten CoUineation  erster  Art  geführt,  wenn  tvir  auf  t,  und  \  simuUan 
die  Substitutionen: 

ausüben,  wo  «,  /5, ..  y,  d  acht  complexe  Coeffieicnten  sind,  nur  so  gewählt, 
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dass  die  Determinanten  {aS  —  ßy)  und  {aö  —  ßy)  von  ntdl  verschie- 
den sind. 

Durch  (9)  ist  die  Collineation  nur  erst  für  die  Punkte  der  Ober- 
fläche selbst  dargestellt.  Um  sie  als  Collineation  des  gesamten  Raumes 
zu  schreiben^  haben  wir  vermöge  (5)  oder  (6)  auf  die  y  zurückzugehen. 
Man  hat  hier  etwa  in  homogener  Schreibweise  zu  setzen: 

yi  =  tiV  =  («gl  +  ^£2)  («Si  +  ß'Q  =  ««yi  +  ccßy,  +  ßäy,  +  ßßy, , 

wo  rechter  Hand  die  Producte  der  J^,  gj,  g^,  f^  wieder  auf  Grund  von 
(6)  durch  die  y^,  y^y  y^,  y^  ausgedrückt  sind.  Als  allgemeinste  Gestalt 
einer  (reellen  oder  complexen)  Eaumcollineation  erster  Art  der  absoluten 
Fläche  in  sich  Juit  man  somit: 


(10) 


yi'=  a«yi  +  «^y«  +  /»«ys  +  ßßy^y 

y%  =  «yyi  +  ^^y%  +  ßm  +  ß^y^y 

yz  =  y«yi  +  YßVi  +  ^ays  +  ^hi, 

ly*  =  yyyi  +  yh^  +  ^yy»  +  **y4- 

Des  näheren  ergiebt  sich,  wie  man  leicht  feststellt: 

(11)      yiyi  —  yiyz  =  («*  -  ßy) («^  —  ß'y)  {y^Vi,  —  y^y^)- 

Die  Gesamtheit  aller  Collineationen  zweiter  Art  der  absoluten 
Fläche  in  sich  ergiebt  sich  nun  sofort,  indem  wir  die  Vertauschung 
von  5  uiid  i  hinzunehmen.  Wir  werden  zunächst  sagen:  Die  gesamten 
Collineationen  zweiter  Art  der  absoluten  Flädw  in  sidi  tccrden  geliefert 
von  den  simultanen  linearen  Substitutionen: 

(12)  ^=-f7.i  s^=>il- 

Im  Übrigen  aber  beachte  man    dass  der  Vertauschung  von  g  und  t,  die 
folgende  Substitution  der  y  entspricht: 

y'i  =  yi>     y%  =  y^y    y\  =  y%y    y\  =  yi' 

Diese  also  müssen  wir  mit  den  Formeln  (10)  combinieren,  um  die  ge- 
samten Collineationen  zweiter  Art  der  Fläclie  in  sich  zu  gewinnen. 

Wann  werden  wir  nun  mit  einer  reellen  Collineation  des  ursprüng- 
lichen hyperbolischen  Raumes  der  Zi  zu  thun  haben?  Man  kann,  um 
hierüber  zu  entscheiden,  entweder  die  Collineation  (10)  auf  die  Zi  um- 
rechnen und  die  Realität  der  neuen  Coefiicienten  discutieren,  oder 
man  kann,  was  noch  directer  ist,  an  die  Substitutionen  (9)  und  (12) 
anknüpfen  und  den  Satz  benutzen,  dass  reellen  Punkten  der  Kugel 
conjugiert  complexe  S?  5  zugehören.  Beides  führt  zum  Resultat:  Man 
lud  stets  und  nur   dann  mit  einer  reellen  Collineation  des  anfangs  zu 
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Grunde  gelegten  hyperholiscJien  Raumes  zu  thun,  wenn  in  (9)  beg.  (12) 
die  vier  Coefficienten  «,  ß,  y,  d  die  zu  a,  ß,  y,  S  conjugiert  eomplexen 
Zahlwerte  darstellen.  In  diesem  Falle^  der  für  uns  hinfort  einzig  in 
Betracht  kommen  wird,  ist  die  zweite  Substitution  (9)  bez.  (12)  immer 
bereits  durch  die  erste  mitgegeben. 

Was  nun  hier  endlich  noch  über  die  „Bewegungen''  des  hyper- 
bolischen Baumes  zu  sagen  ist,  liegt  nach  Analogie  mit  der  hyper- 
bolischen Ebene  fast  unmittelbar  auf  der  Hand.  Die  Gesamtgruppe 
aller  reellen  Collineationen  der  Fläche  (1)  in  sich  ist  eine  Gruppe 
zweiter  Art  und  besteht  aus  zwei  continuierlichen  Scharen  von  Ope- 
rationen. Die  in  ihr  enthaltene  Untergruppe  erster  Art,  aus  allen  Sub- 
stitutionen  (9)  bestellend,  liefert  die  gesamten  y,Bewegungen^  des  hyper- 
loliscJien  Raumes  in  sich;  die  zweite  continuicrliche  Schar  der  Suhstitutimien 
(12)  entspringt  durch  Conibination  der  Bewegungsgruppe  mit  eiyier  ein- 
zelnen yjSymmetriscfien  Umformun^^  des  hyperbolisclmi  Raumes  an  einer 
Ebene.  Da  die  a,  /3,  y,  d  gegenwärtig  beliebige  complexe  Zahlen 
sind,  die  indes  nur  in  ihren  Quotienten  zur  Wirkung  kommen,  fio  ent- 
hält die  in  Rede  stehende  Gruppe  oo^  Operationen;  es  stimmt  dies 
mit  der  schon  oben  vollzogenen  vorläufigen  Abzahlung  überein. 

Es  erübrigt  noch,  dass  wir  die  jetzige  Parameterdarstellung  S,  ^ 
mit  den  früheren  in  Beziehung  setzen.  Wir  bezeichneten  früher  mit 
S,  t,  die  Parameter  der  beiden  von  einem  Punkte  der  Ebene  an  den 
absoluten  Kegelschnitt  laufenden  Tangenten,  insbesondere  der  beiden 
von  dem  Punkte  nach  den  Kreispunkten  der  g-Ebene  hingehenden 
Geraden.  Nun  waren  die  verschiedenen  Übertragungen  der  Ebene  auf 
die  Kugel  durch  irgend  welche  Projectionen  von  uns  immer  so  einge- 
richtet worden,  dass  die  genannten  Tangenten  resp.  Ver bindungsgeraden 
sich  direct  in  die  geradlinigen  Erzeugenden  der  Kugel  verwandelten. 
Deshalb  sind  die  früheren  g,  £  genau  wie  die  jetzigen  Parameter, 
tvelche  die  Erzeugenden  der  beiden  Scharen  auf  der  Kugel  eindeutig  fest- 
legen y  und  in  der  That  erweisen  sie  sich,  von  kleinen  Änderungen  in 
der  Bezeichnung  abgesehen,  die  wir  hier  nicht  ausführlich  discutieren 
wollen,  mit  den  jetzigen  J,  g  geradezu  als  identisch.  Die  conjugierten 
Werte  S>  tj  welche  wir  jetzt  einem  reellen  Kugelpunkte  beilegen,  sind 
dann  auch  mit  denjenigen  g- Werten  identisch,  welche  man  ihnen  in 
der  Functionentheorie  erteilt,  wenn  man  die  Kugel  als  Riemann'sche 
Kugelfläche  benutzt;  wir  kommen  sofort  darauf  zurück. 

Die  hier  gebrauchte  Parameterdarstellung  für  die  Punkte  einer 
Fläche   zweiten  Grades    ist  von  Plücker*)    eingeführt    und   seither 


*)  In  Crelle's  Journal,  Bd.  36  (1847). 
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äusserst  häufig  in  Benutzung  genommen  worden;  man  vergl.  dazu  auch 
„Ikos/^  pg.  179  ffi  Im  übrigen  ist  hier  vor  allem  wieder  Cayley  zu 
nennen,  der  die  Aufgabe,  die  CoUineationen  einer  Fläche  zweiten  Grades 
in  sich  aufzustellen,  wiederholt  behandelt  hat;  speciell  die  quaternäre 
Substitution  (10)  findet  sich  in  der  Abhandlung  „On  fhe  homographic 
transfonnation  of  a  surface  of  ilie  second  order  into  itself"*)  abgeleitet. 
Die  Deutung  des  g  auf  der  gewöhnlichen  Riemann'schen  g-Kugel  durch 
die  geradlinigen  Erzeugenden  sowie  die  im  nächsten  Paragraphen  zu 
gebende  specielle  Schilderung  der  einzelnen  „Bewegungen^^  ist  zuerst 
von  Klein  im  Bde.  9  der  Mathem.  Annalen  entwickelt  (j^Vber  binäre 
Formen  mit  linearen  Substitutionen  in  sich  selbst*^,  1875). 

§  13.    Zusammenhang  der  Ejreisverwandtsohaften  mit  der 
hyperboli&ohen  Geometrie.       Die  Botationsuntergmppen  im  hyper- 

bolisohen  Baume. 

Wie  eben  zuletzt,  so  beziehen  sich  auch  weiterhin  unsere  Be- 
trachtungen einzig  auf  den  reellen  Raum  der  sSi,  so  dass  g  und  g  wieder 
conjugiert  complexe  Grossen  sind.  Von  den  Substitutionen  (9)  und 
(12)  §  12  dürfen  wir  also  jedesmal  die  zweite  sparen,  da  sie  ja  mit 
der  ersten  (als  zu  ihr  conjugiert)  sogleich  mitgegeben  ist. 

Wir  sagten  bereits,  doss  wir  die  cd^  absolutes  Gebilde  der  hyper- 
bolischen Maassbestimmung  zu  Grunde  gelegte  Kugel  direct  als  i- Kugel 
im  früheren  Sinne,  d,  h.  als  Trägerin  der  complexen  Werte  f  im  gewöhn- 
lichen Riemann'sdien  Sinne  anzusehen  haben.  Um  diesen  Satz  hier  noch- 
mals in  besonders  elementarer  Weise  darzulegen,  gestalten  wir  das  Co- 
ordinatensystem  der  Zi  des  vorigen  Paragraphen  in  ein  rechtwinkliges 
Cartesisches  System  um,  indem  wir  setzen: 

(1)  z^:  z^iz^:  z^  =  X:  Y:  Z:\\ 

es  ergiebt  sich  so  aus  den  Formeln  (7)  pg.  46  und  (1)  pg.  44: 

(2)  £  =  ^^'^-y      X*  +  r^  +  Z^  =  1, 

und  eben  hierdurch  stellt  sich  in  bekannter  Weise  die  stereographische 
Projection  der  g- Ebene  auf  die  Kugeloberfläche  dar  (cf.  „Ikos."  pg.  32). 
Nun  stellen  aber  in  der  Punctionentheorie  die  linearen  Substitu- 
tionen der  g,  \  bekanntlich  die  allgemeinsten  Ereisverwandtschaften 
in  der  g-Ebene  bez.  auf  der  f- Kugel  dar  G;M."  I  pg.  163  flf.).  Die- 
selben Substitutionen  erhielten  in  den  Formeln  (9),  (10)  des  vorigen 
Paragraphen  ihre  einfache  Bedeutung  für  den  hyperbolischen  Raum. 

*)  Philosopbical  magazine,  Bd.  7  pg.  208  (1854). 

Fricke-Kleln,  Automorphe  Fnnctionen.  I.  4 
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Es  gilt  also  der  Satz:  Führt  man  eine  beliebige  ,yBewegung^^  des  hyper- 
bolisctien  Raumes  in  sich  aus,  so  erfährt  dabei  die  ^' Kugel  eine  Kreis- 
vertvandf schaß,  und  die  Gesamtgruppe  der  Bewegungen  liefert  gerade  die 
gesamten  directen  Kreisverwandtschaften;  die  Sdiar  der  reellen  CoUi- 
neationen  zweiter  Art  aber  liefert  entsprechend  die  gesamten  indirecten 
Kreisverwandtschaften,  Dieses  Resultat  kann  nicht  überraschen;  denn 
bei  einer  CoUineation  der  f- Kugel  in  sich  geht  jede  Ebene  des  hyper- 
bolischen Raumes  wieder  in  eine  solche  über,  und  also  der  ebene 
Schnitt  mit  der  g- Kugel  gleichfalls  in  einen  solchen.  Die  g- Kugel 
erfahrt  also  eine  Transformation,  bei  welcher  Kreise  in  der  That  stets 
in  Kreise  übergehen,  d.  i.  eine  Kreis  Verwandtschaft.  Es  folgt  aber  aus 
dem  vorigen  Paragraphen,  wie  wir  sahen,  noch  mehr,  nämlich  dass 
auch  jede  directe  Kreisverwandtschaft  der  g-Kugel  sich  durch  eine  „Be- 
wegung" des  hyperbolischen  Raumes  in  sich  ausführen  lässt. 

Zum  Zwecke  späterer  Entwicklungen  ist  es  wünschenswert,  die 
Coincidenz  der  linearen  5- Substitutionen  erster  Art  mit  den  „Be- 
wegungen" des  hyperbolischen  Raumes  noch  weiter  zu  verfolgen.  Wir 
kommen  hier  zu  Vorstellungen,  welche  die  Verallgemeinerung  der  in 
§  9  pg.  32  für  die  Ebene  entwickelten  Anschauungen  abgeben.  Übri- 
gens sind  die  Einzelheiten  der  im  hyperbolischen  Räume  vorliegenden 
Verhältnisse  für  später  nicht  von  der  gleichen  Wichtigkeit,  wie  die- 
jenigen der  projectiven  Ebene,  und  werden  zumal  bei  den  Unter- 
suchungen des  zweiten  Abschnittes  völlig  in  den  Hintergrund  treten. 
Bei  dieser  Sachlage  dürfen  wir  uns  hier  entsprechend  kürzer   fassen. 

Man  mache  sich  vor  allem  die  Lage  der  BaJincurven  und  Niveau- 
fluchen  klar,  die  im  hyperbolischen  Räume  einer  einzelnen  elliptischen, 
parabolischen,  hyperbolischen  oder  endlich  loxodromischen  g-Substitution 
entsprechen. 

Für  die  einzelne  Substitution  lege  man  zu  dem  Zwecke  die 
geradlinige  Kugeltransversale  zwischen  den  beiden  Fixpunkten  und 
die  dieser  Transversale  zugehörige  ausserhalb  der  Kugel  gelegene 
Polare  fest. 

Hat  man  alsdann  eine  nidit-loxodromische  Substitution,  so  ist  die 
Sachlage  sehr  einfach:  Die  beiden  Ebenenbüschel  durch  die  soeben 
genannten  Geraden  schneiden  auf  der  Kugel  das  System  der  Bahn- 
und  Niveaulinien  aus  (man  vergl.  hierzu  die  Entwicklungen  in  „M." 
I  pg.  169).  Die  eine  der  beiden  Geraden  bleibt  bei  Ausführung  der 
Bewegung  Punkt  für  Punkt  fest,  und  das  ihr  zugehörige  Ebenenbüschel 
wird  mau  als  das  System  der  Niveauebenen  bezeichnen  können.  Die  zu 
diesem  Ebenensystem  im  Sinne  der  Maassbestimmung  gehörenden  ortho- 
gonalen Trajectorien  sind  die  Bahncurven;  im  gewöhnlichen  Sinne  sind 
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die  letzteren  Kegelschnitte,  welche  die  J;- Kugel,  allgemein  zu  reden, 
in  zwei  Punkten  berühren,  nämlich  in  denjenigen  beiden  Punkten,  in 
welchen  die  Kugel  von  der  anderen  Geraden  geschnitten  wird. 

Etwas  complicierter  liegen  die  Verhältnisse  bei  einer  loxodromiscJien 
g- Substitution.  Hier  winden  sich,  um  nur  auf  das  Innere  der  g- Kugel 
zu  achten,  die  Bahncurven  unendlich  oft  spiralförmig  um  die  Ver- 
bindungsgerade der  beiden  Fixpunkte,  welche  letztere  Anfangs-  und 
Endpunkt  der  einzelnen  Spirale  abgeben.  Für  den  Fall,  dass  die  beiden 
Fixpunkte  Endpunkte  eines  Kugeldurchmessers  sind,  wurden  die  auf  der 
Kugeloberfläche  selbst  in  Betracht  kommenden  Verhältnisse  bereits  in 
„M."  I  pg.  170  untersucht,  wo  denn  auch  der  Ursprung  des  Namens 
„loxodromische*'  Substitution  bereits  hervorgehoben  wurde;  die  gegen- 
wärtige Entwicklung  stellt  die  projective  Verallgemeinerung  der  da- 
maligen vor. 

Unter  den  S- Substitutionen  zweiter  A.rt  spielen  die  sogen.  Spiege- 
lungen oder  symmetrischen  Umformungen  an  Kreisen  eine  bevorzugte 
Rolle  (cf.  „M."  I  pg.  197).  Im  hyperbolischen  Räume  der  Zi  sind  die 
ihnen  correspondierenden  Collineationen  zweiter  Art  sogen,  harmonische 
Perspedivitäten.  Bei  der  einzelnen  solchen  Transformation  bleibt  ein 
Punkt  ausserhalb  der  Kugel  und  die  diesem  Punkte  bezüglich  der 
Kugel  zugehörige  Polarebene  Punkt  für  Punkt  fest.  Die  übrigen  Punkte 
permutieren  sich  zu  Paaren  in  der  Weise,  dass  die  Verbindungsgerade 
zweier  zusammengehörenden  Punkte  durch  den  äusseren  Fixpunkt 
zieht,  während  zugleich  diese  drei  Punkte  samt  dem  Schnittpunkte 
ihrer  Geraden  mit  der  schon  genannten  Polarebene  ein  harmonisches 
Quadrupel  bilden.  Im  Anschluss  hieran  erwähnen  wir  noch,  dass  eine 
harmonische  Perspectivität  mit  Centrum  im  Kugelinnern  auf  den  gleich- 
falls in  „M."  I  pg.  198  betrachteten  Fall  einer  Inversion  an  einem 
imaginären  Symmetriekreis  führt.  — 

Ein  bemerkenswertes  und  späterhin  oft  zur  Verwendung  kommen- 
des Princip,  aus  der  für  den  hyperbolischen  Raum  gewonnenen  6e- 
samtgmppe  Untergruppen  auszuschalten,  gründet  sich  auf  folgende 
Maassnahme.  Wir  sammeln  die  gesamten  reellen  Collineationen  unserer 
GruppCj  welche  einen  vorgeschriebenen  Punkt  des  hyperbolischen  Baumes 
zum  Fixpunkte  haben.  Es  ist  klar,  dass  diese  Collineationen  für  sieh 
eine  Untergruppe  bilden^  Die  hierbei  zur  Geltung  kommenden  Colli- 
neationen erster  Art  wird  man  als  „Rotationen'^  um  den  gewählten 
Punkt  bezeichnen  können-,  es  sei  dieserhalb  erlaubt,  die  hier  gemeinten 
üntei^uppen  als  Rotationsg)'uppen  und  den  fest  gewählten  Punkt  als 
zugehöriges  Centrum  zu  bezeichnen. 

Die  Rotationsgruppen  ordnen  sich  ersichtlich  in  drei  Classen  an^  je 
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nachdem  das  Centrum  aiisset^halb,  innerJidlb  oder  auf  der  absoluten  Kugel 
der  hyperbolischen  Maassbestimmung  gelegen  ist. 

Eine  Gruppe  der  ersten  Classe  lag  bereits  oben  in  §  6,  pg.  23  u.  f. 
vor,  als  wir  die  hyperbolische  Ebene  durch  orthographische  Projection 
auf  die  Kugel  übertrugen.  Es  handelt  sich  dort  um  diejenigen  Be- 
wegungen des  hyperbolischen  Raumes,  welche  einen  im  Sinne  der 
gewöhnlichen  Raumanschauung  unendlich  weit  gelegenen  Punkt  fest- 
lassen, und  es  ergiebt  sich,  dass  dieselben  mit  den  Bewegungen  der 
hyperbolischen  Ebene  in  sich  direct  identisch  sind.  Analog  treffen  wir 
eine  Gruppe  2*®'  Classe  in  §  10,  pg.  38,  bei  Übertragung  der  elliptischen 
Ebene  auf  die  Kugel.  Die  Übertragung  geschah  durch  Centralprojection 
vom  Kugelmittelpunkt  aus  und  die  Bewegungen  der  elliptischen  Ebene 
verwandelten  sich  in  Übereinstimmung  hiermit  in  diejenigen  Bewegungen 
des  hyperbolischen  Raumes,  welche  den  Kugelmittelpunkt  festlassen. 
Nun  bemerke  man,  dass  eine  aiialoge  Beziehung  notwendigerweise  immer 
auftrittj  wenn  wir  das  Centrum  einer  Eotationsgruppe  ausserhalb  oder 
innerhalb  der  Kugel  annehmen. 

Zum  Beweise  benutze  man  den  Umstand,  dass  die  Polarebene  des 
Centrums  bezüglich  der  Kugel  durch  die  Operationen  der  Untergruppe 
in  sich  transformiert  wird,  und  dass  innerhalb  dieser  Polarebene  der 
Schnittkreis  derselben  mit  der  Kugel  insbesondere  wieder  collinear  auf 
pich  selbst  bezogen  erscheint.  Dieser  Schnittkreis  ist  einteilig  oder 
nullteilig,  je  nachdem  das  Centrum  ausserhalb  oder  innerhalb  der 
Kugel  liegt.  Hiermit  haben  wir  aber  für  die  projective  Auffassung 
genau  den  Ansatz  wiedergewonnen,  der  in  §  4,  pg.  15  ff.,  zu  den 
Gruppen  der  hyperbolischen,  bez.  der  elliptischen  Ebene  hinführte. 

Liegt  das  Centrum  auf  der  Kiigel  selbst,  so  wird  das  Resultat 
etwas  anders.  Es  ist  zweckmässig,  die  Überlegung  in  folgender  Weise 
direct  an  g  anzuschliessen.  Man  denke  g  so  gewählt,  dass  im  Cen- 
trum der  Gruppe  der  Wert  g  =  c»  vorliegt,  was  nötigenfalls  durch 
lineare  Transformation  von  f  erreichbar  ist.  Alle  Substitutionen  erster 
Art  der  Untergruppe,  um  nur  von  diesen  zu  sprechen,  werden  dann 
in  der  Gestalt: 

(3)  r=ag+^ 

erscheinen;  denn  dies  sind  die  Substitutionen,  welche  g  =  oo  zum 
Fixpunkte  haben.  Der  Vergleich  mit  (2)  und  (3)  pg.  8  u.  f.  liefert 
den  Satz:  Eine  Eotationsgruppe  mit  Centrum  auf  der  Kugel  ist  nicht  direct 
identisch  mit  der  in  §  2  aus  der  parabolischen  Maassbestimmung  abgeleiteten 
Gruppe;  sie  umfasst  jedodi  die  letztere  und  entspringt  aug  ihr  durdi  Zu- 
satz da'  Gruppe  aller  Ahnliclikeitstransformationeyt: 

(4)  r=«g. 
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Auf  die  so  erweiterte  Gruppe  hätten  wir  bereits  oben  (pg.  10)  bei 
Besprechung  der  parabolischen  Maassbestimmung  eingehen  können. 
Gegenüber  der  erweiterten  Gruppe  würde  alsdann  zwar  der  damalige 
Ausdruck  TF(t«,  v),  nicht  aber  E(Xj  y)  den  Charakter  der  Invarianz 
besessen  haben;  in  der  That  stellt  ja  die  Ahnlichkeitstransformation 
eine  zwar  conforme,  aber  nicht  congruente  Abbildung  dar. 

Mit  diesen  Erörterungen  sind  die  Gruppen  der  Ebene,  die  wir 
früher  nur  beiläufig  auf  die  g- Engel  übertragen  haben  ^  allgemein  und 
systematisch  in  die  Betrachtung  des  auf  die  Kugel  als  absolute  Fläche 
zu  gründenden  hyperbolischen  Raumes  eingeordnet. 

Wir  verweisen  zum  Schluss  noch  auf  die  Untersuchung  von 
Schilling  im  44*****  Bande  der  Mathematischen  Annalen*),  es  wird 
dort  die  geometrische  Betrachtung  der  Bewegungen  des  hyperbolischen 
Baumes  nach  verschiedenen  Seiten  weiter  entwickelt. 

§  14.    BeEiehnng  des  hyperbolischen  Baumes  auf  den  ^- Halbraum. 

Man  wird  bemerkt  haben ^  dass  die  Entwicklungen  über  den 
hyperbolischen  Raum  zahlreiche  Analogieen  zu  den  bei  der  hyper- 
bolischen Ebene  besprochenen  Verhältnissen  darbieten.  Es  gilt  hier 
zum  Schluss  diese  Analogieen  noch  weiter  auszudehnen  ^  indem^wir  der 
pg.  22  u.  f.  entwickelten  Beziehung  zwischen  der  hyperbolischen  Ebene 
und  der  g-Halbebene  eine  entsprechende  Beziehung  für  den  hyper- 
bolischen Raum  an  die  Seite  stellen.  Den  Punkten  der  Ellipse  der 
hyperbolischen  Ebene  entsprach  seinerzeit  die  reelle  g-Axe,  während 
einem  einzelnen  Punkte  im  Ellipseninnern  ein  bezüglich  der  reellen 
{;-Axe  symmetrisch  gelegenes  Punktepaar  zugehörte.  Gerade  so  lassen 
wir  gegenwärtig  der  Kugel  des  hyperboliscJien  Rannte  die  t,- Ebene  ent- 
spredien;  einem  einzelnen  Funkte  des  Kugelinnern  aber  weisen  wir  zwei 
Punkte  des  „i- Baumes*^  zu,  die  zur  ^^ Ebene  symmetrisch  liege^i.  Unter 
{-Raum  soll  dabei  ein  gewöhnlicher  dreidimensionaler  Raum  gemeint 
sein,  in  welchem  die  g-Ebene  gelegen  gedacht  wird. 

Wie  diese  Zuordnung  nun  des  näheren  beschaffen  sein  soll,  werden 
wir  am  einfachsten  gleich  analytisch  festlegen.  Wir  knüpfen  an  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  g,  rj  der  5«=(§ -j- iiy)-Ebene  an  und  führen, 
um  die  Punkte  des  {- Raumes  bezeichnen  zu  können,  die  zur  ^- Ebene 
senkrechten  Ordinaten  &•  ein.  Indem  wir  X,  Y,  Z  wie  im  vorigen 
Paragraphen  (pg.  49)  als  rechtwinkh'ge  Coordinaten  im  hyperbolischen 


*)  Beiträge  zur  geometrischen  Theorie  der  Schwarz' sehen  8 -Function  (1894). 
Yergl.  iasbes.  §  7  daselbst. 
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Räume   brauchen,    soll    die   in    Rede   stehende  Beziehung    des   hyper- 
bolischen Raumes  auf  den  ^-Raum  festgelegt  sein  durch: 


(1)      5  =  nrz'     ^^r-Z'     '^  =  ± T^r^   — 

Für  die  Punkte  der  Kugel  kommen  wir,  wie  es  sein  muss,  auf 
die  Formel  (2)  pg.  49  zurück.  Ein  Punkt  ausserhalb  der  Kugel  des 
hyperbolischen  Raumes  liefert  imaginäres  0";  ein  Punkt  des  Kugel- 
innern  liefert,  wie  es  sein  sollte,  zwei  bezüglich  der  f-Ebene  sym- 
metrische Punkte.  Will  man  Eindeutigkeit  der  Beziehung  erzielen,  so 
wird  man  den  g-Raum  durch  die  g-Ebene,  die  wir  etwa  horizontal 
denken,  in  zwei  Hdlhräume  zerlegen;  der  obere  Halbfaum  möge  posi- 
tiven Werten  d  zugehören  und  soll  fortan  als  positiver  Eälbraum  be- 
zeichnet werden;  auf  das  Kugelinnere  des  hyperbolischen  Raumes  ist 
letzterer  dann  eindeutig  bezogen. 

Man  hat  nun  für  die  so  begründete  Beziehung  folgende  Sätze,  die 
sich  wiederum  entsprechenden  Sätzen  über  die  hyperbolische  Ebene 
und  £- Halbebene  genau  anschliessen:  Den  Ebenen  inul  Geraden  des 
hyperbolische^i  Raumes  efiisprechen  im  t^-HaTbraum  Halbkugeln  bez.  Halb' 
"kreise j  die  gegen  die  i- Ebene  orthogonal  gerichtet  sind.  Die  Gleichung 
einer  Ebene  des  hyperbolischen  Raumes: 

(2)  ^\X+  ««^2  ^  +  ^z^+  w^  =  0 
transformiert  sich  nämlich  vermöge  (1)  auf  die  Gestalt: 

(3)  (w,  +  «;,)  iV  +  n'  +  ^)  +  2tf  J  +  2w,n  +  (w,  -  w,)  =  0, 

und  hierdurch  ist  in  der  That  eine  Kugel  dargestellt,  deren  Mittel- 
punkt der  g- Ebene  angehört.  Eine  Gerade  des  hyperbolischen  Raumes 
als  Schnitt  zweier  Ebenen  liefert  dann  weiter  den  Schnitt  zweier 
solchen  Kugeln,  d.  i.  einen  auf  der  g- Ebene  senkrecht  stehenden 
Kreis. 

Indem  wir  die  hyperbolische  Maassbestimmung  aus  dem  projec- 
tiven  Raum  in  den  g- Halbraum  übertragen,  ist  die  Definition  der 
Entfernung  zweier  Punkte  unmittelbar  zu  geben.  Man  wird  den  durch 
die  beiden  Punkte  hindurchziehenden,  zur  g-Ebene  orthogonalen  Halb- 
kreis zeichnen,  das  Doppel  Verhältnis  der  beiden  Punkte  und  der  Fuss- 
punkte  dieses  Halbkreises  nach  Maassgabe  der  bezüglichen  anfanglichen 
Festsetzungen  (von  pg.  4)  berechnen  u.  s.  w.  Vor  allem  wichtig  ist 
der  Satz:  Die  hyperbolische  Winkelmessung  des  t- Halbraumes  stimmt 
überein  mit  der  Winkelmessung  der  elementaren  Raumgeometrie.  Man 
beweist  dies  wohl  am  kürzesten  durch  Benutzung  des  entsprechenden 
Satzes  in  §  7,  pg.  27.  Um  nämlich  z.  B.  den  Neigungswinkel  zweier  „Ehe- 
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nen",  d.  i.  zweier  auf  der  g- Ebene  orthogonalen  Halbkugeln  zu  messen, 
errichte  man  eine  Halbebene  E  senkrecht  zur  5- Ebene  durch  die  beiden 
Mittelpunkte  jener  Halbkugeln,  wobei  nun  der  fragliche  Neigungs- 
winkel als  Winkel  zwischen  den  beiden  Schnittkreisen  in  E  vorliegt. 
Der  Ebene  E  gehört  im  hyperbolischen  Räume  eine  Ebene  E'  zu, 
welche  durch  den  g  =  cx>  tragenden  Punkt  der  absoluten  Kugel  hin- 
durchzieht. Die  Beziehung  zwischen  der  Ebene  E'  und  der  Halbebene 
E  ist  alsdann  geni^u  diejenige^  welche  wir  in  §§  6  und  1,  pg.  22  ff. 
ausführlich  besprachen.  Der  gegenwärtige  Satz  über  die  Winkel- 
messung ist  hiermit  eine  unmittelbare  Folge  des  damaligen. 

Die  eben  eingeführte  Halbebene  E  wollen  wir  noch  einmal  be- 
nutzen, um  Formeln  für  die  Differentiale  von  Bogen,  Fläche  und  Vo- 
lumen aus  den  auf  die  g- Halbebene  bezüglichen  Formeln  (7)  pg.  28 
abzulesen.  Offenbar  ergiebt  sich  der  Satz  (der  übrigens  weiterhin 
kaum  Anwendung  findet):  Sind  ds,  dt,  du  Maasszahlm  von  Bogen-  hez, 
Flädien-  und  Raumelenienten  des  i- Raumes,  im  elementaren  Sinne  ge- 
messen, so  gelten  für  die  in  der  hyperbolischen  Maassbestimmung  ausge- 
drückten Maasszahlen  dö,  dt,  dv  dieser  Elemente  die  Formeln: 

/A\  j  ds  j  dt  7  du 

KV  ^^  =  -^^        ^^  =  F«'        ^^  =  ^s^' 

unter  %'  jedesmal  den  senkrechten  Abstand  des  Elementes  von  der  ^- Ebene 
verstanden.  Für  -ö*  =  0  werden  diese  Formeln  illusorisch,  dem  Um- 
stände entsprechend,  dass  im  Sinne  unserer  hyperbolischen  Maass- 
bestimmung die  Punkte  der  g- Ebene  die  unendlich  fernen  Elemente 
des  Halbraumes  sind. 

Bei  der  analytischen  Darstellung  der  „Bewegungen"  des  g-Halb- 
raumes  in  sich  ist  es  zweckmässig,  statt  S,  17,  d"  eine  etwas  andere 
Coordinatenbestimmung  einzuführen.  Zuvörderst  ersetzen  wir  5  und  rj 
durch  t  =  i  -{•  irj  und  S  =  S  —  ^^5  andererseits  wollen  wir  als  Ersatz 
von  d"  das  Quadrat  der  Entfernung  r  des  Punktes  (5,  ly,  ^)  vom  Null- 
punkte t=0,  d"  =  0  einführen,  wobei  im  Anschlüsse  an  (1)  die  For- 
mel gilt: 

(5)  r*  =  I»  +  1,«  +  ^»  =  i^^. 

Man  hat  hiernach  unter  Wiedereinführung  des  in  §  12  pg.  45  benutzten 
Coordinatensystems  der  y  die  Beziehungen: 

<^)       i-'--  t-S'  't-i- 

Das  Gleichungssystem  (10)  pg.  47  liefert  hiernach  als  Ausdrucksform  der 
,yBewegung'^  des  t'^umes  in  sich: 


56  Einleitang. 


(7) 


^,j,  ^  aar*  +_« ß f  +  (?«£  +  ßß  ^ 
yyr*  +  ydi  +  dyt  +  dd' 

yvr* 


yyr«  +  y^f  +  dyf  +  ^^ 

«;o&ei  a,  ß, ,.  die  in  §  12,  jig.  46  angegebene  Bedeutung  haben.  Die  Ope- 
ratioDen  zweiter  Art  wird  man  durch  Combination  dieser  Substitutionen 
(7)  mit  der  Substitution  ^=^\,  f  =  5,  /*  =  r^  erzeugen.  Für  Punkte 
der  g- Ebene  selbst  müssen  wir  dabei  auf  die  gewöhnlichen  g- Substi- 
tutionen zurückkommen.  Hier  ist  in  der  That  0*  =  0  und  r*  =  gg: 
dann  aber  liefert  die  zweite  Formel  (7): 

__(«S+(3)(7£+d)_  ai+ß 


wie  es  sem  muss. 

Dass  wir  die  einzelne  g- Substitution  erster  Art  auch  im  g-Halb- 
raum  durch  ein  System  von  Bahncurven  und  Niveaufläcimi  veranschau- 
lichen können^  braucht  kaum  gesagt  zu  werden.  Hierbei  bieten  wieder 
die  nicht- loxodromischen  Substitutionen  keinerlei  Schwierigkeit.  Bei- 
spielsweise sind  bei  einer  hyperbolischen  Substitution  die  gesamten 
den  Raum  erfüllenden  Kreise  durch  die  beiden  in  der  g- Ebene  gelege- 
nen Fixpunkte  die  Bahncurven,  die  dazu  orthogonal  verlaufenden  Kugeln 
aber  die  Niveauflächen.  Bei  einer  elliptischen  Substitution  bleibt  der 
durch  die  beiden  Fixpunkte  der  g-Ebene  hindurchlaufende  zu  dieser  Ebene 
orthogonale  Halbkreis  Punkt  für  Punkt  fest,  und  die  Bewegung  hat 
den  Charakter  einer  Wälzung  oder  Wirbelbewegung  um  diesen  Kreis. 
Bei  einer  loxodromischen  Substitution  endlich  wird  der  die  beiden 
Fixpunkte  verbindende  zur  g- Ebene  orthogonale  Halbkreis  wie  bei 
einer  hyperbolischen  Substitution  in  sich  selbst  transformiert.  Im 
übrigen  windet  sich  bei  Ausführung  der  Bewegung  der  g- Halbraum 
um  diesen  Halbkreis  spiralförmig  von  einem  Fixpunkt  zum  andern 
hin,  wobei  in  der  g-Ebene  selbst  die  bereits  in  „M."  I  pg.  172  be- 
sprochenen  Doppelspiraleu   auftreten. 

Unter  den  Substitutionen  zweiter  Art  sind  natürlich  wieder  die- 
jenigen besonders  zu  nennen,  welche  symmetrische  Umformungen  oder 
Spiegelungen  darstellen.  Dieselben  werden  nun  im  g- Räume  Trans- 
formationen durch  reciproke  Radien  an  Kugeln,  die  zur  g-Ebene  senk- 
recht verlaufen. 

Die  Beziehung  des  g- Raumes  auf  sich  selbst,  wie  sie  durch  eine 
einzelne  f- Substitution  dargestellt  ist,  werden  wir  nach  Analogie  einer 


Entwicklungen  über  projective  Maassbcstimmungen.  57 

früheren  Benennung  als  eine  Kugelverwandtschaft  bezeichnen  und 
sprechen  von  einer  directen  oder  indireden  Kugelverwandtschaft.,  je 
nachdem  eine  f- Substitution  erster  oder  zv^eiter  Art  vorliegt.  Das 
Wesentliche  an  dieser  Beziehung  ist,  dass  sie  ein  toechselweise  eindeu- 
tiges Entsprechen  für  die  Punkte  des  i- Baumes  festlegt y  wobei  Kugeln 
immer  wieder  in  Kugeln  übergehen.  Die  Ebenen  sind  dabei  besondere 
Falle  von  Kugeln.  Im  übrigen  muss  betont  werden,  dass  wir  hier 
doch  nur  mit  solchen  Kugelverwandtschaften  zu  thun  haben,  bei  denen 
die  l'Ebene  stets  sidi  selbst  entspricht  Dies  ist  ganz  analog  der  oben 
bei  der  hyperbolischen  Maassbestimmung  in  der  Ebene  hervorgehobenen 
Sachlage^  dass  wir  dort  nur  mit  Kreisverwaudtschaften  der  g-Ebene 
zu  thun  hatten,  bei  denen  die  reelle  S- Axe  stets  in  sich  selbst  übergeht. 
Die  hyperbolische  Maassbestimmung  eines  Halbraumes  in  der 
hier  besprochenen  Gestalt  findet  sich  in  Poincare's  „Memoire  sur 
le$  groupes  Kleineens"*)  ausführlich  entwickelt;  doch  werden  dort 
die  g- Substitutionen  direct,  d.  h.  ohne  Vermittlung  der  Maassbestim- 
mung im  projediven  Räume,  als  Transformationen  des  ^-Raumes 
untersucht;  und  es  wird  nur  am  Schlüsse  der  Analogie  der  sich  er- 
gebenden Maassbestimmung  zur  Lobatschewski' sehen  Geometrie  gedacht. 
Infolgedessen  bleibt  auch  die  eigentliche  Quelle  des  Formelsystems  (7) 
pg.  56^  d.  i.  die  Collineationsgruppe  des  projectiven  Raumes,  unerwähnt. 
Unter  allen  Transformationen  des  ^-Ealbraumes  in  steh  greift  Poincar^ 
die  Inversionen  durch  reciproke  Radien  an  Kugeln  als  einfachste  auf, 
deren  geometrischer  Sinn  sofort  evident  ist.  Die  übrigen  g- Substitu- 
tionen werden  dann  dadurch  zugänglich  gemacht,  dass  sie  durch  eine 
Folge  mit  einander  combinierter  Spiegelungen  ersetzt  werden.  In- 
zwischen werden  sowohl  die  Anzahl  als  die  Auswahl  der  im  einzelneu 
Falle  anzuwendenden  Spiegelungen  1.  c.  noch  sehr  willkürlich  gelassen. 
Es  sei  hierzu  die  Bemerkung  gestattet,  dass  eine  nicht- loxodromische 
Substitution  stets  aus  sswei,  eine  loxodromische  Substitution  stets  aus 
vier  Spiegelungen  hergestellt  werden  kann,  sofern  man  mit  der  klein- 
sten Anzahl  von  Spiegelungen  reichen  will;  die  Symmetriekreise  sind 
Niveaulinien  der  nicht-loxodromischen  Substitution  bez.  der  beiden 
nicht-loxodromischen  Substitutionen,  aus  denen  sich  die  loxodromische 
erzeugen  läset  (vergl.  auch  die  pg.  53  genannte  Arbeit  von  Schilling). 

§  15.    SohluBsbemerkiingen  zur  Einleitung. 

Für   die  Abgrenzung   der   in  der  Einleitung  vorgetragenen  Ent- 
wicklungen  in    sachlicher  und  methodischer  Hinsicht  war  einzig  die 

*)  Acta  mathematica,  Bd.  3  pg.  49  (1883). 
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Absicht  maassgeblich;  diese  Entwicklungen  als  Einleitung  zu  den  nun 
folgenden  Untersuchungen  gelten  zu  lassen.  Aus  diesem  Grunde  ist 
von  den  projectiven  Maassbestimmungen  im  Räume  allein  die  hyper- 
bolische zur  Sprache  gekommen,  die  sich  auf  eine  einteilige,  nicht- 
geradlinige Fläche  zweiten  Grades  als  absolutes  Gebilde  bezieht.  Es 
sind  natürlich  die  gruppentheoretischen  Erörterungen  in  gleicher  Weise 
auch  auf  den  parabolischen  und  elliptischen  Raum  anwendbar.  Auch 
kann  man  im  elliptischen  Falle  wieder  durch  Vermittlung  der  beiden 
Geradenscharen  die  Bewegungen  durch  Paare  linearer  Substitutionen 
der  beiden  Parameter  darstellen,  wie  dies  u.  a.  von  Klein  in  der 
mehrfach  citierten  Arbeit  „Zwr  nicht  -  euklidischen  Geometrief'*)  (im 
Artikel  I)  entwickelt  wird.  Die  Bedingung  einer  reellen  Collineation 
ist  hier  die,  dass  jede  der  beide  Substitutionen  unabhängig  von  der 
andern  den  Typus  (3)  pg.  42  besitzen  muss;  im  Gegensatz  hierzu  war 
im  hyperbolischen  Falle  die  zweite  Substitution  mit  der  ersten  als 
zu  ihr  conjugiert  ohne  weiteres  mitgegeben.  Während  wir  also  hier 
mit  einer  Substitution  reichen,  ist  man  im  elliptischen  Falle  durchaus 
genötigt,  Substitutionspaare  zu  betrachten;  deshalb  aber  fällt  der 
elliptische  Raum  aus  unserem  Programm,  Substitutionsgruppen  einer 
Veränderlichen  zu  betrachten,  hinaus. 

Betre£fs  der  Methode  der  vorangehenden  Entwicklungen  sind  fol- 
gende Bemerkungen  nachzutragen.  Zu  jeder  Art  geometrischer  Be- 
trachtungen hat  man  nach  bekannten  modernen  Grundsätzen**)  eine 
Gruppe  von  Transformationen  als  zugehörig  zu  betrachten.  Geo- 
metrische Gebilde,  die  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  aus  einander 
hervorgehen,  heissen  alsdann  äquivalent  und  gelten  als  nicht  wesent- 
lich verschieden;  man  soll  dann,  vom  principiellen  Standpunkte  aus, 
die  Darstellung  so  einrichten,  dass  bei  der  Formulierung  der  Sätze 
äquivalente  Gebilde  immer  zugleich  einbegriffen  sind. 

Dieser  Forderung  „invarianter  Darstellung"  entspricht  die  bisherige 
Entwicklung  nur  zum  Teil.  Bezüglich  der  Gesamtgruppe  aller  Kreis- 
verwandtschaften hat  die  reelle  ^-Axe  nichts  vor  irgend  einem  Kreise 
der  J;- Ebene  voraus.  Wir  könnten  in  §§  6  und  7  die  reelle  Axe  in 
diesem  Sinne  durch  einen  beliebigen  anderen  Kreis  der  g-Ebene  er- 
setzen, den  wir  dann  Hauptkreis  nennen,  und  durch  den  wir  die  J;-Ebene 
in  das  Hauptkreis-Innere  und  -Äussere  (an  Stelle  der  beiden  Halbebenen) 
teilen.  In  ähnlicher  Weise  könnten  wir  die  Kugel  des  hyperbolischen 
Raumes  durch  irgend  eine  mit  ihr  coUineare  Fläche  ersetzen  u.  s.  w. 


*)  Mathem.  Annalen,  Bd.  37  pg.  648  flF. 
*)  Cf.  Klein,  Erlanger  Programm,  1872. 
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Wenn  wir  nun  diese  Allgemeinheit  der  Denkweise  oben  vielfach 
gemieden  und  sodann  meist  an  partieuläre  geometrische  Vorstellungen 
anknüpften,  so  geschah  dies  wesentlich  aus  praktischen  Gründen.  Der 
Leser  wird  leichter  die  allgemeine  Auffassung  erwerben,  wenn  man 
ihn  allmählich  zu  derselben  hinanführt,  als  wenn  man  gleich  anfangs 
von  ihm  eine  volle  Beherrschung  derselben  verlangt.  Auch  der  gereifte 
Mathematiker  wird  immer  gern  auf  solche  Formeln  zurückgehen,  bei 
denen  alle  vorkommenden  Grössen  eine  unmittelbare  elementar- geo- 
metrische Bedeutung  haben. 

Diese  Sachlage  soll  uns  nicht  hindern,  in  der  Folge^  so  oft  es 
angezeigt  erscheint,  Jcreisverwandte  oder  Tcugelverwandie  Figuren  als  nicht 
wesentlich  verschieden  zu  behandeln.  So  werden  wir  gelegentlich  die 
^- Ebene  mit  den  beiden  Halbräumen  durch  eine  Kugel  und  das  Kugel- 
Innere  und  -Äussere  ersetzen.  Es  wird  ferner  z.  B.  die  an  die  ele- 
mentare Maassbestimmung  in  der  Ebene  geknüpfte  Bewegungsgruppe 
aus  allen  elliptischen  und  parabolischen  Substitutionen  bestehen,  welche 
einen  beliebig  fixierten  Punkt  der  g -Ebene  zum  gemeinsamen  Fixpunkte 
haben  u.  s.  w. 


Erster  Abschnitt. 

Grundlagen  für  die  Theorie  der  dlscontlnnlerllctaen 
Gruppen  linearer  Substitutionen  einer  Varlabelen. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Discontinuität  der  Gruppen  mit  Erläaterangen  an  einfachen 

Beispielen. 

Unter  Vorbehalt  der  sogleich  zu  entwickelnden  Definition  der 
,,eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen'^  ist  es  möglich,  das  gemeinsame 
Thema  aller  weiteren  Untersuchungen  dieses  Werkes  in  dem  nach- 
folgenden Satze  zu  formulieren:  Es  sollen  am  der  continnierlkJien  hess. 
getnischten  Gesamtgruppe  aller  oo^  linearen  ^'Substitutionen  diejenigen 
Untergruppen  ausgesondert  wenden,  welche  eigentlich  discontinuierlidi  sind; 
und  V  ^  soll  die  Bedeutung  dieser  Untergruppen  für  Geometrie,  Arith- 
metik und  FunctionenÜieorie  dargestellt  werden.  Eine  Anzahl  dieser 
Gruppen  ist  bereits  in  der  Theorie  der  Modulfunctionen  zur  Sprache 
gekommen;  wir  werden  dieselben  hier  in  die  Gedankenentwicklung  der 
Einleitung  einzuordnen  haben.  Doch  wird  es  zuvörderst  nötig  sein, 
vom  Begriffe  der  Discontinuität  der  Gruppen  zu  handeln. 

§  1.    Untersoheidung  oontintLierlioher  und  disoontinuierlioher 

Substitutionegruppen. 

Mit  den  continuierlichen  Gruppen  sowie  den  aus  mehreren  con- 
tinuierlichen  Scharen  bestehenden  gemischten  Gruppen  oder  Gruppen 
zweiter  Art  hatten  wir  bereits  in  der  Einleitung  zu  thun.  Das  wesent- 
liche und  definierende  Merkmal  dieser  Gruppen  ist,  dass  ihre  Substi- 
tutionscoefficienten  einen  oder  mehrere  continuierlich  veränderlidie  Para- 
meter enthalten,  die  entweder  begrenet  oder  unbegrenzt  variabel  sind.  So 
wurde  die  Gruppe  aller  Drehungen  der  Kugel  um  den  Mittelpunkt  durch 
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die  Substitutionen  (3)  pg.  42  dargestellt,  und  hierbei  waren  a,  6,  c,  d 
(die  freilich  nur  ihren  Verhältnissen  nach  in  Betracht  kommen)  vier 
reelle  yariabele  Parameter,  welche  nur  an  die  Bedingung  gebunden 
waren,  nicht  unendlich  zu  werden  oder  zugleich  zu  verschwinden. 

Es  ist  nun  zweckmässig,  das  Bisherige  sogleich  mit  dem  Begriffe 
der  Ptinktäqtiivalenz  in  Connex  zu  setzen,  die  wir  bezüglich  einer 
einzelnen  Substitution  oder  einer  Gruppe  von  Substitutionen  je  nach- 
dem in  der  f-Ebene,  dem  g-Raume  oder  der  projectiven  Ebene  bez. 
dem  projectiven  Räume  in  bekannter  Weise*)  begründen.  Bei  einer 
Gruppe  der  in  Bede  stehenden  Art  bilden  alsdann  die  Systeme  einander 
äqtnvalenter  Punkte  ganze  Bunktcontinua,  die  je  nach  der  Mächtigkeit 
der  Gruppe  Volumina  j  OberfläcJien  oder  Curven  vollständig  auffüllen.  So 
hat  man  im  hyperbolischen  Räume  (pg.  48)  bezüglich  der  Gruppe  aller 
oo^  Bewegungen  als  System  äquivalenter  Punkte  das  im  Innern  der 
Engel  gelegene  Volumen.  Für  eine  Rotationsgruppe  mit  Centrum 
ausserhalb  der  Kugel  bilden  die  äquivalenten  Punkte  Oberflächen 
zweiten  Grades,  welche  die  Kugel  längs  eines  gemeinsamen  Kreises 
berühren  u.  s.  w. 

Den  bisherigen  Gruppen  stehen  nun  die  discontinuierlichen  gegen- 
über, welche  wir  in  folgender  Weise  zu  definieren  haben:  Eine  Sub- 
stiiutionsgruppe  soll  stets  dann  discontinuierlich  Jieissen,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  der  Substitutionen  keine  continuierlich  variabelen  Barameter  ent- 
halten, wenn  also  der  Übergang  von  irgend  einer  Substitution  der  Gruppe 
zu  einer  anderen  stets  nur  discontinuierlich  voUBogen  tcerden  kann,  voraus- 
gesetetj  dass  fnan  keine  Zwischenglieder  einschaltet,  ivelche  der  Gruppe 
nicht  angehören.  Wir  wenden  diesen  Begriff  der  Discontinuität  nur 
auf  Gruppen  aus  linearen  g- Substitutionen  an,  die  also  letzten  Endes 
alle  in  der  Gesamtgruppe  aller  oo*  g- Substitutionen  oder  auch  in  der 
Gesamtgruppe  aller  oo^  Bewegungen  des  hyperbolischen  Raumes  als 
Untergruppen  enthalten  sind. 

Gruppen  von  endlicher  Ordnung,  diejenigen  also,  welche  aus  der 
Theorie  der  regulären  Korper  entspringen,  sind  selbstverständlich  dis- 
continuierlich. Unter  den  Gruppen  von  der  Ordnung  cx>  möge  etwa 
die  Modulgruppe,  d.  h.  die  Gruppe  aller  ganzzahligen  Substitutionen 
der  Determinante  1,  als  erstes  Beispiel  einer  discontinuierlichen  Gruppe 
gelten.  Auch  die  gesamten  ganzzahligen  Substitutionen  etwa  von 
positiver  Determinante  werden   eine  discontinuierliche  Gruppe  bilden, 


*)  Sieh^z.  B.  „M.**  I  pg.  183 ff.  Es  sei  daran  erinnert,  dass  der  Äquivalcnz- 
begriff  nur  dann  seine  volle  Tragweite  hat,  wenn  die  Gruppe  mit  jeder  Substitution 
auch  deren  inverse  enthält,  was  wir  in  der  Folge  immer,  voraussetzen. 
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welche  die  Modulgruppe  oflfenbar  als  Untergruppe  in  sich  enthalt. 
Ein  weiteres  naheliegendes  Beispiel  einer  discontinuierlichen  Gruppe 
liefert  die  Gesamtheit  derjenigen  g- Substitutionen,  deren  Coefficienten 
ganze  complexe  Zahlen  der  Gestalt  (a  +  ib)  sind.  Setzen  wir  die 
'  einschränkende  Bestimmung  hinzu,  dass  die  Determinante  gleich  1 
sein  soll,  so  entspringt  eine  neue  discontinuierliche  Gruppe,  mit  der 
wir  uns  bald  zu  beschäftigen  haben.  Überall  ist  hier  die  Gruppen- 
discontinuität  begründet  in  der  Eigenschaft  der  Systeme  gmizer  Zahlen^ 
discontinuierliche  oder  discrete  Mannigfaltigkeiten  zu  sein. 

Die  Systeme  äquivalenter  Punkte  bezüglich  einer  discontinuierlichen 
Gruppe  bilden  discrete  PunJctmannigfaltigkeiten.  Aber  es  kann  dabei 
sehr  wohl  seiu,  dass  ein  einzelnes  solches  Punktsystem  eine  Curve 
oder  eine  Oberfläche  oder  selbst  ein  Volumen  überall  dicht  bedeckt 
bez.  erfüllt.  Bezüglich  der  schon  genannten  Modulgruppe  bilden  z.  B. 
die  gesamten  rationalen  Punkte  der  reellen  ^"Axe  ein  System  äqui- 
valenter Punkte,  welches  die  reelle  g-Axe  zwar  überall  dicht ^  aber 
nicht  continuierlich  bedeckt.  Andererseits  bilden  bei  der  Modulgruppe 
z.  B.  die  mit  t  =  i  äquivalenten  Punkte  ein  System,  dessen  Disconti- 
nuität  unmittelbar  anschaulich  ist*). 

Der  Gruppenbegriff  hat  sich  historisch  an  Gruppen  endlicher 
Ordnung  und  also  an  discontinuierlichen  Gruppen  entwickelt;  es  waren 
dies  bekanntlich  die  Gruppen  der  Permutationen  der  n  Wurzeln  einer 
Gleichung  n^^  Grades.  Im  Gegensatz  zur  Theorie  der  continuierlichen 
Gruppen,  betreffs  deren  Ausbildung  wir  bereits  in  der  Einleitung  (pg.  12) 
einige  Nachweise  gegeben  haben,  zeichnen  sich  die  discontinuierlichen 
Gruppen  durch  innere  Verwandtschaft  zur  Zahlentheorie  aus.  Neben 
den  eben  vorangegangenen  Erörterungen  vergl.  man  in  letzterer  Hin- 
sicht „M.''  I  pg.  243  ff.  sowie  vor  allem  die  Entwicklungen  des  unten 
folgenden  dritten  Abschnitts. 

§  2.   Untersoheidting  eigentlich  und  nneigentlioh  disoontinuierliolier 

Substitutionsgrappen. 

Für  die  discontinuierlichen  Gruppen  haben  wir  nunmehr  die  er- 
neute Fallunterscheidung  in  eigentlich  und  uneigentlich  discontinuierliche 
Gruppen  zu  treffen.  Wir  werden  unter  Vorbehalt  einer  späteren 
analytischen  Begriffsdefinition  die  fragliche  Arteinteilung  der  Gruppen 
an  die  Vorstellung  zugehöriger  Fundamentalbereiche  oder  (wie  wir 
fortan  sagen  wollen)  Discontinuitätsbereiche**)  knüpfen.     Die  Begriffs- 

♦)  Vergl.  hierzu  „M."  I  pg.  211  ff.  • 

**)  Die  hiermit  befürwortete  Bezeichnung  ist  für  die  vorliegenden  Verhältnisse 
charakteristischer. 
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bestimmung  dieser  Bereiche  für  die  Punktaquiv alenz  in  der  g- Ebene 
wurde  in  „M/'  I  pg.  185  des  ausführlichen  entwickelt.  Wenn  wir  hier 
Punktäquiyalenzen  auch  in  der  projectiven  Ebene  oder  vielleicht 
gelegentlich  auf  einer  Geraden  derselben  oder  auch  im  hyperbolischen 
Räume  u.  s.  w.  betrachten,  so  bedarf  es  kaum  der  besonderen  Er- 
klärung, dass  wir  auch  dem  Begriff  des  Discontinuitätsbereiches  einen 
dementsprechend  grösseren  Umfang  verleihen.  Wesen  und  Bedeutung 
dieses  Bereiches  erfahren  bei  dieser  Ausdehnung  keinerlei  Modification, 
80  dass  es  überflüssig  erscheint,  hier  bei  erneuten  Begriffserklähingen 
zu  verweilen. 

Wir  stellen  nun  die  folgende  Definition  auf:  Eine  discontinuier- 
liehe  Gruppe  linearer  ^-Stibstitutionen  soll  innerhalb  eines  Gebietes ^  auf 
dessen  Funkte  wir  die  Äquivalenz  bezüglich  der  Gruppe  anwetiden,  stets 
und  nur  dann  eigentlidi  discontinuierlich  Jieissen,  wenn  der  Discontinuitäts- 
bereich  der  Gruppe  in  diesem  Gebiete  ein  geometrisches  Gebilde  von  der 
gleichen  Dimensionenamahl  vorstellt,  wie  das  Gesamtgebiet  selbst.  Der 
Charakter  einer  Gruppe  als  einer  eigentlich  discontinuierlichen  ist 
solchergestalt  nur  bedingungsweise  angegeben,  nämlich  mit  Rücksicht 
auf  das  Gebiet,  dessen  Punkte  bezüglich  der  Gruppe  als  äquivalent 
angesehen  werden.  So  z.  B.  nennen  wir  eine  Gruppe  innerhalb  der 
Ellipse  der  hyperbolischen  Ebene  eigentlich  discontinuierlich,  wenn  sie 
daselbst  einen  Discontinuitätsbereich  von  endlicher  FlächensLUsdehnung 
besitzt  Eine  und  dieselbe  Gruppe  kann  in  einem  Gebiete  uneigentlich, 
in  einem  anderen  eigentlich  discontinuierlich  sein.  Wenn  wir  z.  B. 
bei  der  Modulgruppe  die  Punktäquivalenz  einzig  auf  die  reelle  ^-Axe 
beziehen,  so  würde  die  Modulgruppe  nur  erst  uneigentlich  disconti- 
nuierlich sein;  dahingegen  erweist  sich  dieselbe  innerhalb  der  positiven 
S- Halbebene  bekanntlich  als  eigentlich  discontinuierlich  (cf.  „M.''  I 
pg.  210).  Andere  Gruppen  werden  wir  bald  kennen  lernen,  welche 
zwar  noch  nicht  innerhalb  der  ^-Ebene,  wohl  aber  im  g-Halbraum 
eigentlich  discontinuierlich  «ind. 

Nebenher  sei  hier  folgende  Bemerkung  erlaubt:  Die  getroffene 
Fallunterscheidung  der  Gruppen  in  eigentlich  und  uneigentlich  dis- 
continuierliche,  so  folgenreich  sie  sich  auch  weiterhin  gestaltet,  greift 
keineswegs  in  dem  Grade  in  das  Wesen  der  Gruppen  selbst  ein,  wie 
die  vorhergehende  Einteilung  in  continuierliche  und  discontinuierliche 
Gruppen.  Man  ist  bei  vielen  Untersuchungen  gewöhnt,  einzig  in  der 
Structur  einer  Gruppe  deren  eigentliches  Wesen  zu  sehen.  Demgegen- 
über sei  hier  ohne  Beweis  angegeben,  dass  es  nicht  allein  von  der 
Structur,  sondern  auch  von  der  speciellen  Darstellungsform  einer  Gruppe 
von  ^-Substitutionen  abhängt,  ob  eigentliche  Discontinuität  vorliegt  oder 
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nicht.  Man  kann  in  der  That  Gruppen  von  verschiedener  Ausdrucks- 
form  angeben,  die  genau  isomorph  sind;  und  von  denen  doch  die  eine 
innerhalb  der  g- Ebene  einen  Discontinuitätsbereich  von  endlicher 
Flächeuausdehnung  besitzt,  während  sich  die  andere  unter  allen  um- 
ständen nur  als  uueigentlich  discontinuierlich  erweist.  Es  hängt  dies 
damit  zusammen,  dass  nach  den  von  6.  Cantor  gegebenen  Entwick- 
lungen Punktmengen,  die  überall  dicht  liegen,  doch  abzählbar  sein 
können.  Indessen  treten  derartige  tiefer  liegende  Gegenstande  im 
grossteu  Teile  der  nachfolgenden  Entwicklungen  in  den  Hintergrund. 

Dass  die  gegebene  Definition  der  eigentlichen  Discontinuität  einer 
Gruppe  sachgemäss  ist  und  keine  Widersprüche  einschliesst^  kann 
ausführlich  nur  erst  durch  die  späteren  Untersuchungen  selber  bewiesen 
werden.  Es  ist  denn  auch  in  der  historischen  Entwicklung  durchaus 
nicht  leicht  gewesen,  die  Tragweite  des  fraglichen  BegrifiFes  klar  zu 
erfassen.  Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  die  Erörterungen  von 
Klein  in  seiner  Arbeit  jyNeue  Beiträge  zur  Riemann'scJien  Functionen- 
tiieorie^'*),  Abschnitt  HI  §  5.  Es  werden  dort  „brauchbare"  Gestalten 
von  Discontinuitätsbereichen  direct  zum  Ausgangspunkt  der  Unter- 
suchung gewählt,  da  die  Anknüpfung  an  eine  nicht  näher  specificierte 
Gruppe  aus  5- Substitutionen  eben  wegen  der  Schwierigkeit  der  hier 
in  Frage  stehenden  Discontinuitätsbegriffe  einstweilen  nicht  opportun 
erschien.  In  der  That  bedurften  die  anfänglichen  Angaben  Poincare's 
in  dieser  Hinsicht  der  Ergänzung,  die  dann  in  principieller  Weise  von 
Poincare  selbst  durch  Hereinnahme  des  g-Halbraumes  gegeben  worden 
ist.  Poincare  hat  hierüber  in  einer  Reihe  von  Noten  in  den  Comptes 
Rendus  von  1892  und  1893  sowie  im  Zusammenhang  in  der  Arbeit 
jjMemoire  mr  les  groupes  Kleineens*'**),  §  2,  berichtet,  und  wir  kommen 
hierauf  unten  ausführlich  zurück. 

Die  Bezeichnungsweise,  welche  wir  oben  brauchten,  stimmt  übrigens 
mit  der  von  Poincar€  ursprünglich  eingeführten  nicht  überein.  Die 
letztere  unterliegt  in  der  That  der  Kritik:  Ein  System  discreter 
Pimkte,  welches  eine  Curve  oder  Fläche  überall  dicht  bedeckt^ 
heisst  darum  noch  keineswegs  continuierlich.  Entsprechend  darf 
eine  Gruppe,  welche  Substitutionen  enthält,  die  unendlich  wenig  von 
einander  verschieden  sind,  aus  diesem  Grunde  allein  noch  nicht 
continuierlich  heissen.  Dies  ist  vielmehr  erst  statthaft,  wenn  der- 
artige Substitutionen  der  Gruppe  nicht  als  discrete  Elemente  ange- 
boren, sondern  vielmehr  in  einander  überführbar  sind  durch  contiuuier- 


*)  Mathem.  Annalen,  Bd.  21  pg.  141  (1882). 
**)  Acta  mathematica,  Bd.  3  pg.  49  (1883). 
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liehe  Veränderung  von  variabelen  Parametern,  die  in  den  Coefficienten 
der  Gruppe  enthalten  sind.  Die  von  Poincare  a.a.  0.  §2  gegebene 
Definition  der  Continuität  einer  Gruppe  ist  in  diesem  Sinne  unzuläng- 
lich, und  es  sei  hier  die  Zwischenbemerkung  gestattet,  dass  die  Dar- 
stellung von  Lie  und  Engel  in  Bd.I  pg.3  ihres  oben  (pg.  12)  genannten 
Werkes  denselben  Mangel  aufweist.  Indem  der  Begriff  der  continuier- 
lichen  Gruppen  oben  richtiger  gefasst  wurde,  konnte  die  Benennung 
„eigentlich"  und  „uneigentlich  discontinuierlich"  nicht  im  Sinne  Poin- 
care's  beibehalten  werden;  wir  sagen  dafür  vielmehr  „eigentlich  dis- 
continuierlich in  der  ^-Ebene  bez.  im  f-Raume",  eine  Benennung,  die 
freilich  etwas  länger,  aber  dafür  sachgemäss  und  bezeichnend  ist. 

Nach  den  an  die  Spitze  dieses  Kapitels  gestellten  Bemerkungen 
sollen  sich  die  ferneren  Untersuchungen  einzig  auf  solche  Gruppen 
beziehen,  welche,  sei  es  im  f-Raume,  sei  es  in  der  J-Ebene,  eigent- 
lich discontinuierlich  sind.  Wir  beginnen  damit,  einige  besonders 
bekannte  Beispiele  solcher  Gruppen  zur  Erläuterung  der  vorangehen- 
den allgemeinen  Erörterungen  zu  betrachten. 

§  3.    Beoapitulation  und  Ergänzung  betreffend  die  Disoontinuitäts- 

bereiohe  cyclisoher  Gruppen. 

Die  Discontinuitätsbereiche  cyclischer  Gruppen,  d.  h.  derjenigen 
Gruppen,  welche  durch  Wiederholung  einer  einzigen  Substitution  ent- 
springen, sind  in  „M.''  I  pg.  186  ff.  untersucht.  Eine  ausführliche 
Betrachtung  finden  dortselbst  die  aus  einer  nicht-loxodromischen  Sub- 
stitution entstehenden  Gruppen,  jedoch  lassen  sich  die  Gruppen  mit 
loxodromischen  Erzeugenden  ebenso  leicht  erledigen. 

Die  citierten  Untersuchungen  beziehen  sich  einzig  auf  die  Dis- 
continuitätsbereiche innerhalb  der  g-Ebene.  In  den  nicht-loxodromi- 
schen  Fällen  ist  es  hier  am  einfachsten,  den  Discontinuitätsbereich 
durch  zwei  Niveaukreise  einzugrenzen.  Der  fragliche  Bereich  hat  als- 
dann die  Gestalt  eines  Kreisringes  im  hyperbolischen  Falle,  einer 
Sichel  mit  den  Fixpunkten  als  Spitzen  im  elliptischen  Falle,  während 
der  parabolische  Fall,  wie  es  sein  muss,  den  Übergang  zwischen  jenen 
beiden  darstellt;  man  vergl.  hierzu  die  Figuren  44  bis  47  in  „M."  I 
pg.  187  ff.  Auch  im  Falle  einer  loxodromischen  Erzeugenden  würde 
man  den  Discontinuitätsbereich  durch  zwei  Niveaucurven  eingrenzen 
können.  Indessen  würde  dies  den  Nachtheil  im  Gefolge  haben,  dass 
sich  der  so  gewählte  Discontinuitätsbereich  um  jeden  der  beiden  Fix- 
punkte unendlich  oft  herumwindeu  würde  (cf.  Figur  41  in  „M."  I 
pg.  172).     Wir  ziehen  demnach  vor,  nach  Art  von  Figur  9  den  Dis- 

Frioke-Klain,  Automorphe  Fonctionen.   I.  5 
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Fig.  9. 


continuitätsbereich  auch  hier  durch  zwei  Kreise  einzugrenzen,  von 
denen  der  eine  aus  dem  anderen  durch  einmalige  Ausübung  der  er- 
zeugenden loxodromischen  Substitu- 
tion entsteht. 

Die  cydischen  Gruppen  sind,  ab- 
gesellen  von  einein  einzigen  Ausnahme' 
falle,  innerhalb  der  ^' Ebene,  aber  auch 
bereits  auf  einer  einzelnen  Bahncurve, 
eigentlidi  discontinuierlich.     Der  Aus- 
nahmefall ist  bereits  in  „M  "  I  pg.  191 
besprochen;    er   tritt  ein,   wenn   die 
erzeugende    Substitution  der  Gruppe 
elliptisch   und    als    solche   aperiodisch 
ist,  d.  h.  wenn  der  1.  c.  mit  ^  bezeichnete   Winkel,    um   welchen  die 
elliptische  Substitution  dreht,   zu  2;r  in  einem  irrationalen  Verhältnis 
steht. 

Zwei  Eigenschaften,  welche  jedem  Discoutinuitätsbereich  einer 
Gruppe  erster  Art,  d.  h.  einer  nur  aus  Substitutionen  erster  Art  be- 
stehenden Gruppe,  zukommen,  sollen  hier  mit  Bezugnahme  auf  die 
ebenen  Discontinuitätsbereiche  der  cyclischen  Gruppen  in  Erinnerung 
gebracht  werden.  Einmal  sind  die  Randcurven  eines  Discontinuitäts- 
bereiches  bei  einer  Gruppe  erster  Art  paarweise  einander  durch  die 
Erzeugenden  der  Gruppe  zugeordnet.  Unter  zwei  solchen  Randcurven 
gilt  alsdann  nur  die  eine  als  dem  Bereiche  zugehörig,  wie  dies  an 
den  vorhin  genannten  Figuren  und  auch  vorstehend  in  Figur  9  stets 
zum  Ausdruck  gebracht  ist.  Andrerseits  muss  hier  erneut  auf  die 
grosse  Willkür  in  der  Gestalt  des  Discontinuitätsbereichs  einer  Gruppe 
erster  Art  hingewiesen  werden.  Diese  Willkür  ist  für  die  cyclischen 
Gruppen  in  „M.*'  I  pg.  191  besprochen  und  führte  im  Verfolg  der 
Untersuchungen  von  „M.*'  I  zum  Begriff  der  „erlaubten  Abänderung" 
eines  Discontinuitätsbereichs.  Es  ist  dieser  Begriff  in  „M."  I  pg.  280 
und  313  erläutert;  derselbe  wird  hier  aufgenommen  und  fernerhin  oft 
zur  Anwendung  gebracht*). 


*)  Es  liegt  keineswegs  im  Sinne  der  weiteren  Untersuchungen  des  Textes, 
die  grosse  Willkür  in  der  Gestaltung  der  fraglichen  Discontinuitätsbereiche  hier 
noch  weiter  im  einzelnen  zu  verfolgeu.  Indes  sei  doch  auf  die  bezüglichen  Unter- 
suchungen von  Schilling  in  seiner  oben  (pg.  53)  genannten  Abhandlung  pg.  180 ff. 
aufmerksam  gemacht.  Insbesondere  im  loxodromischen  Falle  wählt  Schilling  den 
DiscoutinuitTitsbereich  einmal  als  Kreissichel,  sodann  nach  Art  von  Figur  9  des 
Textes  als  Kreisband  und  zeigt  durch  ein  1.  c.  näher  erläutertes  „Princip  der 
Meridian-  und  Breitencurven**  die  Gleichberechtigung  beider  Gestalten. 
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Die  letzten  Sätze  verlieren  ihre  Gültigkeit  bei  den  „Discontinuitats- 
bereichen  ssweiter  Art^',  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  wenn  die  zu  Grunde 
liegende  Gruppe  eine  solche  von  der  zweiten  Art  ist.  Unter  den 
cyclischen  Gruppen  der  ersten  Art  lassen  sich  die  nicht-loxodromischen 
stets  durch  Spiegelungen  zu  Gruppen  der  zweiten  Art  erweitern,  und 
es  sind  die  Discontinuitatsbereiche  dieser  erweiterten  Gruppen  in  „M."  I 
pg.  205  flf.  besprochen  und  daselbst  in  den  Figuren  52  bis  54  erläutert 
Die  fraglichen  Bereiche  sind  von  zwei  auf  einander  folgenden  Sym- 
metriekreisen der  Gruppe  begrenzt,  und  es  ist  eine  weitere  Deforma- 
tion der  Bereiche  nicht  mehr  statthaft  In  dieser  Bestimmtheit  der 
Umrandungen  liegt  ein  entschiedener  Vorzug  der  Discontinuitatsbereiche 
zweiter  Art,  eine  Sachlage,  die  für  die  Modulgruppe  in  „M."  I  pg.  230  S. 
im  einzelnen  discutiert  wird,  und  die  in  der  Folge  wiederholt  zur 
Geltang  kommen  soll. 

Diese  Untersuchungen  verallgemeinern  wir  nun  so,  dass  wir  statt 
in  der  ^- Ebene  auch  in  der  projectiven  Ebene  oder  im  hyperbolischen 
Räume  oder  endlich  im  g- Räume  Discontinuitatsbereiche  cyclischer  Unter- 
gruppen construieren.  In  den  nicht-loxodromischen  Fällen  ist  es  dabei 
zweckmässig,  zunächst  an  die  in  §  9  der  Einleitung  entwickelten  Vor-  . 
Stellungen  anzuknüpfen  und  also  eine  cyclische  Untergruppe  innerhalb 
der  Gruppe  der  Bewegungen  der  hyperbolischen  Ebene  zu  betrachten. 
Dabei  soll  der  Kürze  halber  nur  von  Discontinuitätsbereichen  erster  Art 
gehandelt  werden,  da  die  Übertragung  auf  die  Gruppen  zweiter  Art 
nach  „M."  I  pg.  205  ff.  leicht  vollzogen  werden  kann.  Wir  knüpfen 
nun  übrigens  unmittelbar  an  die  in  in  §  9,  pg.  32  ff.,  der  Einleitung 
gegebenen  Figuren  an. 

Hat  die  cyclische  Gruppe  eine  hyperholisdie  Erzeugende,  so  giebt 
Figur  10  die  einfachste  Gestalt  des  Discontinuitätsbereiches  an.  Der  im 
EUipseninnern  gelegene  Teil  des  Be- 
reiches ist  durch  Schraffierung  hervor- 
gehoben. Die  beiden  Randcurven  sind 
zwei  von  dem  ausserhalb  der  Ellipse 
gelegenen  Fixpunkte  ausstrahlende  Ge- 
rade, von  denen  die  eine  durch  Aus- 
übung der  erzeugenden  Substitution  in 
die  andere  übergeht.  Der  Discontinui- 
tätsbereich  zieht  sich  auf  diese  Weise  in 
Gestalt     eines     geradlinig     begrenzten  ^'  ^^' 

Winkels  von  endlicher  Ausdehnung  an  den  Fixpunkt  heran.  Dieser 
Winkel  hat,  projectiv  gemessen,  natürlich  einen  rein  imaginären  Betrag. 
Übrigens    haben    wir   damit   den  Discontinuitätsbereich   nur   erst  für 


Fig.  11. 
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denjenigen  Teil  der  gesamten  projectiven  Ebene  construiert,  der  durch 
die  beiden  Tangenten  vom  wiederholt  genannten  Fixpunkte  an  die 
Ellipse  eingegrenzt  ist.  Es  wäre  nicht  schwer,  den  Bereich  so  zu  er- 
ganzen,  dass  er  für  die  ,,gesamte''  projective  Ebene  Discontinuitäts- 
bereich  ist. 

Den  parabolischen  Fall  fassen  wir  als  Grenzfall  des  eben  besproche- 
nen auf  in  dem   Sinne,  dass  wir  den  bislang  ausserhalb  der  Ellipse 

gelegenen  Fixpunkt  auf  diese  selbst 
rücken  lassen.  Es  entspringt  hier  der 
in  Figur  11  angedeutete  Bereich,  wel- 
cher mit  seiner  über  die  Ellipse  hinaus 
beiderseits  angedeuteten  Fortsetzung 
nunmehr  für  die  ganze  projective  Ebene 
den  Discontinuitatsbereich  darstellt  Es 
findet  dabei  für  die  projective  Auf- 
fassung, gerade  wie  auch  im  hyper- 
bolischen und  elliptischen  Falle,  na- 
türlich Zusammenhang  des  Bereichs  durch  das  Unendliche  statt.  Der 
Winkel,  mit  welchem  sich  der  Bereich  an  den  Fixpunkt  heranzieht, 
hat  im  Sinne  der  auf  die  Ellipse  zu  gründenden  hyperbolischen  Maass- 
bestimmung im  vorliegenden  Falle  die  Grösse  null. 

Im  elliptischen  Falle  endlich  tritt  Figur  12  ein.  Der  Fixpunkt,  an 
welchen  sich  der  Discontinuitatsbereich  als  geradlinig  begrenzter  Winkel 

heranzieht,  liegt  nun  im  Innern  der 
Ellipse;  und  der  fragliche  Winkel  ist 
im  Sinne  der  hyperbolischen  Maass- 
bestimmung ein  aliquoter  Teil  von 
2ä.  Der  Bereich  ist  für  die  „ge- 
samte" projective  Ebene  Discontinui- 
tatsbereich, wenn  wir  ihn,  wie  in  der 
Figur  angedeutet,  über  die  Ellipse 
hinaus  durch  das  Unendliche  bis  zur 
Polare  des  Fixpunktes  fortsetzen*). 

Man  wolle  sich  auch  noch  veranschaulichen,  wie  der  Discontinui- 
tatsbereich im  hyperbolischen  Räume  für  eine  einzelne  cyclische  Gruppe 
gestaltet  ist    Der  Discontinuitatsbereich  lässt  sich  in  Übereinstimmung 


Fig.  12. 


*)  Eine  weitere  Ausgestaltung  finden  die  im  Texte  entwickelten  Vorstellungen, 
falls  man  die  projective  Ebene  als  Doppelebene  auffasst.  Wir  geben  hierauf  in- 
dessen nicht  mehr  ein ,  da  die  Betrachtung  im  Falle  der  hyperbolischen  Ebene,  für 
welchen  die  Figuren  des  Textes  gedacht  sind,  weiterhin  meist  auf  das  Ellipsen- 
innere eingeschränkt  bleibt. 
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mit  den  Figuren  10  bis  12  stets  durch  zwei  Ebenen  eingrenzen, 
welche  durch  die  Drehungsaxe  der  erzeugenden  Substitution  hindurch- 
gehen und  somit  Niveauflächen  der  letzteren  darstellen.  Im  hyper- 
bolischen Falle  verläuft  die  Drehungsaxe  ausserhalb  der  absoluten 
Kugel,  im  elliptischen  Falle  durchschneidet  sie  die  Kugel.  Die  vorhin 
mitgeteilten  Figuren  10  bis  12  können  als  ebene  Schnitte  der  räum- 
lichen Discontinuitätsbereiche  gelten. 

Lozodroniische  Substitutionen  kommen  noch  nicht  in  der  projectiven 
Ebene,  sondern  erst  im  hyperbolischen  Baume  vor.  Wollten  wir  unter 
Einhaltung  der  in  Fig.  9  pg.  66  befolgten  Maassnahme  für  das  Kugel- 
innere des  hyperbolischen  Raumes  einen  Discontinuitätsbereich  con- 
struieren,  so  würden  wir  eine  erste  Ebene  in  einfachster  Weise  so 
aaswählen,  dass  sie  durch  die  zur  Verbindungsgeraden  der  auf  der 
^- Kugel  gelegenen  Fixpunkte  conjugierte  Polare  hindurchzieht.  Diese 
Ebene  wird  dutch  einmalige  Ausübung  der  loxodromischen  Erzeugenden, 
d.  h.  durch  die  ihr  entsprechende  Schraubeabewegung  des  hyper- 
bolischen Raumes,  in  eine  zweite  Lage  übergeführt;  und  der  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Ebene  gelegene  Teil  des  Raumes  ist  der  Dis- 
continuitätsbereich. 

§  4.     Die  Gruppen  der  regulären  Körper  und  die  regulären 
•         Einteilungen  der  elliptisohen  Ebene. 

Abgesehen  von  den  cyclischen  Gruppen  des  elliptischen  Falles  sind 
die  Gruppen  von  endlicher  Ordnung  aus  g- Substitutionen  durch  die 
vier  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  auftretenden  Gruppen  des 
DiederSf  Tetraeders,  Oktaeders  und  IJcosaeders  erschöpft.  Der  Beweis, 
dass  es  keine  anderen  endlichen  Gruppen  aus  linearen  Substitutionen 
einer  Variabelen  giebt,  ist  in  „Ikos."  pg.  115  u.  f.  entwickelt;  der 
fragliche  Nachweis  ist  daselbst  freilich  auf  functionentheoretische  Er- 
örterungen basiert,  die  unseren  gegenwärtigen  Betrachtungen  fem 
liegen;  doch  werden  wir  später  Gelegenheit  finden,  einen  rein  gruppen- 
theoretisch-geometrischen Beweis  des  in  Rede  stehenden  Satzes  zu 
liefern.  Die  vier  Gruppen  selbst  sind  in  „Ikos/*  und  „M."  I  bereits 
sehr  ausführlich  untersucht  worden;  insbesondere  sehe  man  in  ,,M.^'  I 
Fig.  12  bis  15  und  28  bis  31  die  figürlichen  Darstellungen  sowohl  der 
Kugelteilungen  als  deren  stereographische  Projectionen  auf  die  Ebene 
nach  und  vergleiche  dies  mit  den  in  §  11  der  Einleitung  (pg.  41  ff.) 
der  elliptischen  Maassbestimmung  gewidmeten  Entwicklungen. 

Gruppen  endlicher  Ordnung  sind  unter  allen  Umständen  eigentlich 
discontinuierlich,  und  man  würde  nach  den  eben  citierten  Entwick- 
lungen der  Einleitung  för  die  in  Rede  stehenden  Gruppen  innerhalb 
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der  elliptischen  Ebene  die  Discontinuitätsbereiche  etwa  noch  con- 
struieren  können.  Es  soll  diese  Ergänzung  zur  Theorie  der  Gruppen 
der  regulären  Körper  hier  mitgeteilt  werden;  sie  bildet  eine  günstige 
Gelegenheit,  die  Übertragung  von  Kugelfiguren  auf  die  projective  Ebene 
an  charakteristischen  Beispielen  einzuüben. 

Nach  pg.  38  der  Einleitung  haben  wir  im  Einzelfall  die  reguläre 
Teilung  der  Kugeloberfläche  durch  Centralprojection  auf  eine  Ebene 
zu  übertragen,  auf  welche  letztere  man  in  richtiger  Weise  die  elliptische 
Maassbestimmung  bezieht.  Wir  wollen  über  die  Lage  der  so  gewon- 
nenen elliptischen  Ebene  zur  Kugel  keine  besonderen  Voraussetzungen 
machen. 

Unter  den  unendlich  vielen  Specialfallen 
diedrischer  Kugelteilungen  ist  die  zur  Dieder- 
gruppe  der  Ordnung  6  gehörende  in„M."Ipg.72 
dargestellt.  Die  Centralprojection  dieser  Ein- 
teilung auf  die  elliptische  Ebene  liefert  die 
in  Figur  13  dargestellte  Einteilung  dieser 
Ebene  in  sechs  Dreiecke,  die  im  Sinne  der 
elliptischen  Maassbestimmung  abwechselnd 
symmetrisch  und  cougruent  sind.  Jedes  der 
Dreiecke  in  Figur  13  entspricht  zwei  Ejreis- 

bogendreiecken  der  Kugel- 
teilung. Man  muss  die  Ein- 
teilung so  auffassen,  dass 
vier  unter  den  Dreiecken 
sich  durch  das  Unendliche 
hindurchziehen,  wobei  na- 
türlich diese  Ausdrucks- 
weise im  gewöhnlichen 
Sinne,  aber  nicht  im  Sinne 
der  elliptischen  Maassbe- 
stimmung  zu  verstehen  ist. 
Die  24  Kreisbogendrei- 
ecke der  Tetraederteihing, 
wie  man  sie  in  Figur  29 
„M."  I  pg.  104  vorfindet, 
übertragen  sich  auf  die 
zwölf  geradlinigen  Drei- 
ecke der  in  Figur  14  dar- 
gestellten regulären  tetraedrischen  Einteilung  der  elliptischen  Ebene. 
Es  ist  interessant,  dass  wir  hier  direct  die  Figur  des  vollständigen  Vierecks 


Fig.  13. 


Fig.  14. 
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vor  UD8  haben  (womit  aufa  neue  hervortritt,  daas  diese  niederaten 
Gruppen  linearer  Substitutionen  einer  Veränderlichen  überall  in  die 
ElemeDte  eingreifen).  Die  vier  Ecken  des  Vierecks  erscheinen  dabei 
(vermöge  der  ein-zweideutigen  Beziehnng)  gleichzeitig  den  vier  Tetra- 
ederecken und  den  vier  Seitenmitteu  zugeordnet.  Die  sechs  Kanten- 
mitten  des  Tetraeders  liefern  die  drei  Schnittpankte  der  Gegenseiten 
des  Vierecks*). 

Von   hieraus  ist  der   Übergang   zur   oktaedrischen  Einteilung   der 
elliptischen  Kbene  dadurch  zu  gewinnen,  dass  man  die  drei  eben  zuletzt 
genannten  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  Vierecks  paarweise  durch 
Gerade  mit  einander  verbin- 
det    Es   ei^eben   sich    die 
24  Dreiecke  der  Fig.  15,  die 
natürlich    wie    immer     im 
Sinne  der  Maassbestimmung 
abwechselnd      symmetrisch 
nnd  congruent  sind.    Es  ist 
hier  im   Gegensatz   zu   den 
Figuren  13  und  14  eine  Be- 
merkung zu  machen,  die  sieh 
zugleich  auf  Fig.  16  beziehen 
soll.    Sowohl  bei  der  okta- 
edrischen ,     wie     ikosaedri- 
schen  Einteilung  der  Kugel- 
oberSäche,  welche  man   in 
„M."  I  pg.  76  und  106  dar- 
gestellt findet,  trifft  es  sich,  Fig.  is. 
dass  jedesmal  ein  schraffier- 
tes Dreieck  einem  freien  diametral   ist.     fidan   muss    demnach   die    in 
Fig.  15  und  16  gegebenen  Projectionen   so  auffassen,  daas   sie   immer 
nur  die  Einteilung  der  einen  Seite  der  elliptischen  Ebene  liefern.    Die 
andere  Seite  ist  zwar  durch  dieselben  Geraden  eingeteilt;  indessen  liegt 
jedesmal  unter  einem  schraffierten  Dreiecke  ein  freies  und  umgekehrt. 
Dabei  werden   in  den  nur  einseitigen  Figuren  15  und    16   diejenigen 
Dreiecke,  welche  sich   durch  das  (im  gewöhnlichen  Sinne)  Unendlich- 


*)  Es  ist  intereuant  zu  unteritucheD,  welcbea  die  Lage  des  absolut«D  Kegel- 
scbuitta  der  elliptischen  MaaBsbeetinminDg  in  deo  Ebenen  der  Figuren  13  ff.  ist. 
In  dieaer  Hinsicht  eei  wenigstens  die  eine  Bemerkung  gestattet,  dass  im  Falls  der 
Figur  14  der  absolute  Kegelscbnitt  von  dem  in  der  sjntbetischeii  Qeometrie  wohl- 
bekannten nnllteiligen  Kegelschoitte  geliefert  wird,  in  Bezug  auf  den  das  Vieraeit 
der  Figur  14  sich  aelbat  sogeordnet  iet. 
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ferDe  der  Ebene  hindurchziehen,  zum  Teil  schraffiert  zum  Teil  frei 
sein.  Eb  ist  offenbar  ein  Mangel  der  gewöhnlicbeu  geometrischen 
Untersuchungen  derartiger  ConSgurationen,  daBs  man  dabei  die  durch 
dieselben  vermittelten  Gebietseinteilungen  insbesondere  auf  der  als 
Doppelflüehe  angesehenen  Ebene  nicht  in  Betracht  zieht. 

Es  bleibt  endlich  noch  die  ikosaedriscke  EinteilnDg  der  ellip- 
tischen Ebene  abrig,  welche  in  Figur  16  entworfen  ist  Eb  ist  diese 
Figur  im  Sinne  der  projectiven  Geometrie,  ohne  dass  man  ihren  Zu- 
sammenhang mit  dem  Ikosaeder  bemerkt  hätte,  wiederholt  nnd  aas- 
fiihrlich  untersucht  worden,  worüber  sogleich  noch  näher  zu  berichten 


ist.  Um  hier  wenigstens  die  Construction  der  Figur  näher  zu  erläntem, 
so  ist  zuvörderst  klar,  dasa,  wenn  einmal  das  Fünfeck  ADCLK  der 
Figur  gewonnen  ist,  alles  weitere  durch  lineare  Construction  zd 
erledigen  iat.  Das  fragliche  Fünfeck  ist  aber  kein  willkürliches,  son- 
dern muss  der  Bedingung  genügen,  mit  einem  (im  gewöhnlichen  Sinne) 
regulären  Fünfeck  projectiv  zu  sein.  Es  wird  nämlich  direct  ein  sol- 
ches, falls  die  elliptische  Ebene,  auf  welche  wir  die  ikosaedrisch 
geteilte  Kugel  von  ihrem  Mittelpunkt  aus  projicieren,  letztere  in 
einem  von  zehn  Dreiecken  umlagerten  l'unkte  (d.  h.  in  einem  Eck- 
punkte   des   Ikosaeders)    berührt.     Bis    auf  Linearconstructionen   wird 
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somit  die  ikosaedrisclie  Teilung  der  elliptiBcben  Ebene  nach  bekannten 
Sätzen  durch  einmalige  Construction  der  Irrationalität  yb  gewonnen 
werden  können.  Wir  werden  übrigens,  um  jede  Besonderheit  in  der 
Lage  der  elliptischen  £beoe  zu  vermeideo,  folgendermaassen  verfahren: 
Das  Viereck  mit  den  Eckpunkten  A,  B,  G,  D  wird  zunächst  will- 
kürlich gewählt,  womit  der  Eckpunkt  E  als  Schnittpunkt  der  Diago- 
nalen zugleich  gegeben  ist.  Um  sodann  den  Punkt  F  auf  der  Diago- 
nale BD  zu  bestimmen,  führe  man  Dreieck  ABC  als  Coordinaten- 
dreieck  e^,  g^,  «,  ein  und  wähle  die 
Seite  2i  =  0  dem  Punkte  A  gegen- 
über etc.;  der  Punkt  D  soll  die  Co- 
ordinateo  (1,-1, 1)  bekommen.  Man 
ziehe  nun,  wie  in  Figur  17  ausge- 
führt, die  Geraden  AF  und  CF, 
durch  deren  Yerlängeruog  man  die 
Punkte  G  und  H  gewinnt.  Werden 
die  Coordinaten  »on  F  vorläufig 
(1,  a,  l)  genannt,  so  bekommen  G 
und  H  die  Goordinaten  (0,  a,  1)  bez. 
(1,  a,  0).  Man  berechne  nun  weiter 
den  Schnittpunkt  J  der  Geraden  GD 
mit  der  Axe  s^  ^  0,  sowie  darauf- 
hin die  Gleichungen  der  Geraden 
JF  und  BH:  ^'«  "■ 

(a»  +  a)  Ji  —  ?g  ~  K^Sj  =  0 , 
az,-Z,-{a.-\-l)e^  =  (i. 
Der  Punkt  F  ist  nun  derart  zn  bestimmen,  dass  sich  die  beiden  letz- 
teren Geraden  auf  der  Axe  £,  =  0  durchschneiden.     Diese  Forderung 

liefert  «  "~  — -^ — ,  so  dass  die  Gewinnung  des  Punktes  F,  wie  schon 
erwähnt,  durch  Construction  von  Yb  zu  erzielen  ist.  Alles  weitere  folgt 
sodann,  wie  bereits  bemerkt  wurde,  durch  Linearconatruction. 

Anf  rein  synthetischem  Wege  ist  unsere  Figur  am  ausführlichsten 
durch  Schröter  in  dem  Aufsatze  „Das  ClebscJt'sche  Sechse^"*)  unter- 
sucht worden.  Greift  man  aus  Figur  16  die  fünf  Ecken  A,  D,  C.  L,  K 
heraus  und  fügt  ihnen  noch  den  Funkt  F  hinzu,  so  hat  man  sechs 
Punkte,  die  in  zehn  verschiedenen  Anordnungen  die  Ecken  Brianchon- 
scher  Sechsecke  liefern.  Auf  die  Existenz  derartiger  Sechsecke  hatte 
Clebscb  in  einer  sogleich  zu  nennenden  Abhandlung  aufmerksam  ge- 

*)  Hathem.  Äunalen  Bd.  28  pg.  467  (1886). 
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macht^  und  hierher  rührt  die  von  Schröter  gewählte  Benennung.  Etwa 
zu  gleicher  Zeit  mit  Schröter  hat  auch  Hess  in  seiner  Abhandlung 
..Beiträge  eur  Theorie  der  mehrfaclh  perspectiven  Dreiecke  und  Tetraeder^*) 
die  in  Bede  stehende  Figur  betrachtet.  Es  handelt  sich  hierbei  überall 
um  weitere  Einzelheiten  der  ikosaedrischen  Einteilung  der  elliptischen 
EbenC;  wie  sie  in  Figur  16  vorliegt.  Die  hier  zu  nennendeu  Arbeiten 
von  Clebsch,  an  welche  Hess  und  Schröter  angeknüpft  haben,  sind 
die  folgenden:  „Ü6cr  die  Anwendung  der  quadratischen  Substitution  auf 
die  Gleichungen  fünften  Grades  und  die  geometrische  Theorie  des  ebenen 
Fünfseits^^  sowie  ,,Über  das  ebene  Fünfeck^^**).  In  §  17  der  zuerst 
genannten  Arbeit  gewinnt  Clebsch  die  wiederholt  erwähnte  Figur,  in- 
dem er  die  von  ihm  als  Diagonalfläche  bezeichnete  Fläche  dritter  Ord- 
nung auf  die  projective  Ebene  abbildet;  die  sich  weiter  anschliessen- 
den algebraischen  Entwicklungen  von  Clebsch  kommen  hier  nicht  in 
Betracht. 

§  5.    Die  zur  Modalgruppe  gehörende  Einteilung    der   S- Halbebene 

und  der  hyperbolisclien  Ebene. 

Das  lehrreichste  Beispiel  zur  Erläuterung  der  oben  über  die  Gruppen- 
discontinuität  entwickelten  Principien  liefert  die  Modulgruppe,  d.  h.  die 
Gruppe  aller  reellen  g- Substitutionen  mit  vier  rationalen  ganzzahligen 
Coefficienten  der  Determinante  1.  Zugleich  kommen  hierbei  die  Ent- 
wicklungen der  Einleitung,  die  hyperbolisclie  Ebene  betreffend,  ausgiebig 
zur  Verwendung. 

Die  Modulgruppe  hat  in  ,,M.''  I  eine  fast  allseitige  Untersuchung 
gefunden,  und  es  ist  vor  allem  die  ihr  zugehörige  Dreiecksteilung  der 
g- Halbebene  in  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung  gestellt.  Letzteres 
ist  die  Einteilung,  welche  man  in  „M/'  I  pg.  113  Fig.  36  dargestellt 
findet,  und  welche  dann  zumal  I.  c.  pg.  208  ff.  ausführlich  in  Discussion 
gezogen  wurde.  Aus  dieser  Figur  erweist  sich  die  Modulgruppe  als 
eigentlich  discontinuierlich  zwar  nicht  auf  der  reellen  i;-Axe,  wohl  aber 
in  der  i;- Ebene,  ein  Umstand,  der  schon  oben  (§  1  und  2  des  vorl. 
Kap.  pg.  63)  hervorgehoben  wurde. 

Da  die  g- Halbebene  auf  die  hyperbolische  Ebene,  d,  h.  auf  das 
Ellipseninnere  der  projectiven  Ebene,  wechselweise  eindeutig  bezogen 
ist,  so  ist  die  fragliche  Gruppe  auch  hier  eigentlich  discontinuierlich. 
Sie  giebt  zu  einer  Einteilung  des  Ellipseninnern  in  geradlinige  Dreiecke 
Anlass,   die    auch    bereits   in  „M."  I    nämlich    pg.  239  ff.    besprochen 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  28  pg.  167  (1886). 
**)  Mathem.  Annalen  Bd.  4  pg.  284  und  pg.  476  (1871). 
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wnrde.  Es  ist  diese  geradliuige  Figur,  welche  wir  hiemeben  in  Fig.  18 
reproducieren,  nm  so  interessanter,  ab  sie  ganz  allein  durch  Linearcoo- 
atroction,  nämlich  durch  fortgesetzte  Construction  vierter  harmonischer 
Punkte  gewonnen  werden  kann;  es  ist 
darüberl.  c  pg.  240  ausführlich  berichtet 
und  auch  darauf  hingewiesen,  dass 
diese  Figur  wieder  in  der  synthetischen 
Geometrie  ihre  wichtige  Rolle  spielt. 

Nach  §  3  und  4  der  Einleitung 
pg.  14  u.f.  kann  man  die  CoUineationen 
der  geradlinigen  Einteilung  der  Figur  18 
in  sich  in  ihrer  Gesamtheit  leicht  an- 
geben; wir  haben  einfach  die  pg.  14 
unter  (7)  angegebenen  Substitutionen: 

(1)  b;  =  ayu,  -f  (uS  +  ßy)z^  +  ßde, , 

\z,'^yU,  +  2ySs,  +  S's, 
für  die  Gesamtheit  aller  Quadrupel  ganzer  Zahlen  tc,  ß,  y,  d  zu  bilden, 
welche  der  Bedingung  ad  —  /3>'  ^  +  1  genQgenj  das  untere  Zeichen 
liefert  hierbei  die  Substitutionen  zweiter  Art.  Für  die  Beziehung  der 
ti  zur  complexen  Variabelen  £  gilt  dabei  die  Gleichung  (2)  pg.  20,  und 
die  Ellipse  ist  durch  «,«,  —  2^'  =  0  gegeben. 

Es  ist  nun  besonders  interessant,  die  in  „M."  I  pg.  243  ff.  ent- 
worfene Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  nicht  wie  dort  an 
die  S-Halbebene,  sondern  au  die  hyperbolische  Ebene  zu  knüpfen.  Die 
einzelne  I.  c.  symbolisch  durch  (a,  b,  c)  bezeichnete  quadratische  Form 
wird  alsdann  direct  durch  den  Punkt  g^  ^  a,  s^  ^  b,  ü^  =  c  der  pro- 
jectiven  Ebene  gedeutet,  und  dieser  Punkt  liegt  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  Ellipse,  je  nachdem  die  Determinante  der  Form  negativ  oder 
positiv  ist.  Die  Gleichung  (1)  stellt  uns  dann  direct  den  Übergang 
zwischen  äquivalenten  Formen  dar  und  stimmt  in  der  That  mit  der 
bekannten  Formel  aus  den  Elementen  der  arithmetischen  Theorie  der 
binären  quadratischen  Formen  Uberein*).  Die  repräsentierenden  Punkte 
der  Formen  positiver  Determinante  sind  die  rationalen  Punkte  der 
projectiven  Ebene  ausserhalb  der  Ellipse,  d.  h.  die  Punkte,  welche  man 
durch  ganzzahlige  Coordinaten  e^,  e^,  £,  geben  kann;  diese  Punkte 
liegen,  was  wir  sogleich  benutzen  wollen,  im  Ellipsenäusseren  Qberall 

*)  Siehe  e.  B.  die  von  Dedekiud  heravRgegebenea  Diricblet'Bchen  Vor- 
letougen  Aber  Zahlentheorie,  4.  Aafl.  pg.  ISO;  mau  vergl  auch  uiuere  obigen  be- 
iflglicben  Angaben  pg.  19. 
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dicht.  Will  man  die  BetrachtuDg  einzig  auf  das  Ellipseninnere  be- 
schränken, so  wird  man  an  Stelle  des  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen 
Punktes  seine  Polare  setzen;  diese  ist  es  danu,  welche  dem  Smith'schen 
Halbkreise  aus  „M."  I  pg.  251  entspricht.  Neuerdings  ist  Hurwitz 
auf  diese  Theorie  in  einer  Arbeit:  „Über  die  Reduction  der  binären  qua- 
dratischen Formen"*)  ausführlich  zurückgekommen.  Hurwitz  entwickelt 
daselbst  eine  neue  Ableitung  der  in  Fig.  18  vorliegenden  Einteilung 
des  Ellipseninnern  und  gründet  sodann  die  Behandlung  der  quadratischen 
Formen  auf  die  sogenannten  Farey'schen  Polygone,  welche  in  gewisser 
Weise  aus  Symmetrielinien  der  Figur  18  aufgebaut  sind. 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  diese  Gegenstände  weiter  zu  entwickeln; 
wohl  aber  wollen  wir  aus  bekannten  Sätzen  der  Theorie  .  der  binären 
quadratischen  Formen  umgekehrt  einen  Schluss  auf  die  Eigenart  der 
Figur  18  thun.  Da  nach  „M.''  I  pg.  255  und  260  zu  jeder  ganzzahligen 
binären  quadratischen  Form  positiver  Determinante  eine  cyclische  Unter- 
gruppe hyperbolischer  Substitutionen  gehört,  welche  die  Form  in  sich 
transformieren,  so  ist  jeder  ausserhalb  der  Ellipse  gelegene  rationale 
Punkt  der  projectiven  Ebene  Fixpunkt  einer  solchen  cyclischen  Unter- 
gruppe aus  Substitutionen  (1).  Man  veranschauliche  sich  nun  die 
geometrische  Bedeutung  der  hyperbolischen  Substitutionen  (1)  nach 
der  oben  pg.  33  besprochenen  Figur  3  und  wird  sofort  ermessen,  dass 
der  ausserhalb  der  Ellipse  gelegene  Fixpunkt  eine  Häufungsstelle  äqui- 
valenter Punkte  bezüglich  der  cyclischen  Untergruppe  und  also  auch 
bezüglich  der  Gesamtgruppe  (1)  abgiebt.  Da  nun  die  fraglichen  Fix- 
punkte, wie  schon  bemerkt,  das  Ellipsenäussere  überall  dicht  bedecken, 
so  ist  es  nicht  möglich,  dass  dortselbst  ein  Discontinuitätsbereich  der 
Gruppe  von  endlicher  Flächenausdehnung  vorliegt:  Die  Modülgruppe 
besitzt  nur  im  Ellipseninnern  der  hyperbolischen  Ebene  ^  aber  nicht  ausser- 
halb desselben,  so  wenig  wie  auf  der  Ellipse  selbst ,  den  Charakter  der 
eigentlichen  Discontinuität. 

Es  ist  interessant,  die  ganze  Theorie  der  Modulfunctionen  an  dieser 
„hyperbolischen"  Figur  zu  entwickeln,  wie  es  überhaupt  unter  Um- 
ständen functionentheoretisch  wichtig  sein  dürfte,  statt  der  g- Ebene 
die  hyperbolische  Ebene  zu  Grunde  zu  legen. 

§  6.     Einführung  und  Erweiterong  der  Ficard'sohen  Gruppe 
mit  oomplexen  Substitutionsooeffioienten. 

Es  wurde  oben  (pg.  62)  auf  eine  Gruppe  hingewiesen,  in  welcher 
die  Coefficienten  der  g- Substitutionen  ganze  complexe  Zahlen  der  Ge- 
stalt (a  +  ib)  sind.    Wir  schreiben  in  diesem  Sinne: 

♦)  Math.  Annalen  Bd.  45,  pjr.  86  (1894). 
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(1)  «  =  a  +  i^'}    j5  =  6  +  i6',     y  =  c  -\'  ic,     d  =  df  +  id\ 

so  dass  a,  a'y  b,  . .  rationale  ganze  Zahlen  sind,  und  verlangen,  dass 
die  Determinante  ad  —  ßy  entweder  «=  1  oder  =  i  ist.  Die  Forde- 
rung, dass  die  Determinante  —  1  oder  —  i  sei,  würde  keine  neuen 
Substitutionen  ergeben,  da  selbige  durch  Aufnahme  des  gemeinsamen 
Factors  i  in  die  vier  Coefficienten  auf  die  Substitutionen  der  Deter- 
minanten 1  und  i  zurückgeführt  werden.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
Sachlage  ergiebt  sich  der  Satz:  Die  Gesamtheit  aller  Substitutionen: 

(2)  S'^tU"*'        '»S-ßY  =  l    oder    =i 

mü  ganzen  complexen  Coefficienten  der  Gestalt  (1)  und  von  der  Deter- 
minante  1  oder  i  bilden  eine  Gruppe,  innerJialb  welcher  die  St4bstitutionen 
der  Determinante  1  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  bilden. 
Die  Gesamtgruppe  möge  kurz  F,  die  Untergruppe  Tg  heissen. 

Die  Gruppe  F^  und  mit  ihr  F  sind  noch  nicht  in  der  g-Ebene, 
wohl  aber  im  g- Halbraum  eigentlich  discontinuierlich,  und  wir  haben 
demnach  hier  ein  erstes  Beispiel  für  die  pg.  64  erwähnten  Anschauungs- 
weisen Poincare's  im  g- Halbraum.  Unter  diesen  Gesichtspunkten  ist 
die  Gruppe  Fg  zuerst  von  Picard  untersucht  in  einer  unten  noch  zu 
nennenden  Arbeit;  wir  erwähnen  dort  auch  die  frühere  Litteratur  des 
Gegenstandes.  Picard  hat  a.  a.  0.  den  Discontinuitätsbereich  der 
Gruppe  Fg  festgestellt,  aus  welchem  sich  derjenige  für  F  fast  unmittel- 
bar ableiten  lässt;  es  sei  dieserhalb  erlaubt^  die  fraglichen  Gruppen 
nach  dem  Namen  Picard's  zu  benennen. 

Bei  der  näheren  Untersuchung  der  Bicard'schen  Gruppe^  wie  wir 
sie  im  folgenden  geben,  ist  die  Behandlung  der  Modul gruppe  in  „M.'^  I 
pg.  208  ff.  bis  ins  einzelne  vorbildlich. 

In  diesem  Sinne  stellen  wir  zunächst  die  in  der  Picard^schen 
Gruppe  enthaltenen  Substitutionsarten  fest.  Nach  „M."  I  pg.  164  hängt 
die  Natur  einer  Substitution  in  erster  Linie  von  der  Summe  (a  +  *) 
des  ersten  und  vierten  Coefficienten  ab,  vorausgesetzt,  dass  die  Deter- 
minante gleich  1  ist.  Man  hat  eine  nicht-loxodromische  Substitution 
stets  und  nur  dann,  wenn  (a  -|-  S)  reell  ist,  und  zwar  hat  man  eine 
elliptische,  parabolische  oder  hyperbolische  Substitution,  je  nachdem 

der  absolute  Betrag  der  fraglichen  Summe  |  a  +  *  I  ^  2  ist;  alle  Sub- 
stitutionen mit  nicht-reeller  Summe  {a  -j-  d)  sind  loxodromisch. 

Wenden  wir  diese  Sätze  auf  die  Picard'sche  Gruppe  F^  an,  deren 
Substitutionen  die  Determinante  1  haben,  so  sind  die  reellen  (a  -+-  d) 
bei  der  hier  vorliegenden  Natur  der  Substitutionscoefficienten  gewöhn- 
liche ganze  Zahlen.    Es  folgt  demnach:  Die  Gruppe  F^  enthält  an  ellip- 
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tischen  Substitutionen  Iwchstens  solclie  der  Perioden  2  oder  3,  ausserdem 
aber  parabolische  und  hyperboliscliCj  sowie  endlich  auch  loxodromische.  Das 
Vorkommen  der  ersten  vier  Substitutionsarten  ist  aber  bereits  durch 
den  Umstand  gewährleistet,  dass  die  Modulgruppe  in  F^  enthalten  ist. 
Dass  auch  loxodromische  Substitutionen  vorkommen,  ist  leicht  zu  sehen 
und  wird  übrigens  weiterhin  noch  unmittelbar  evident. 

Eine  in  der  umfassenderen  Gruppe  F,  aber  noch  nicht  in  F^  ent- 
haltene Substitution  liefert  einmal  wiederholt  eine  Operation  der  F^. 
Neben  den  Perioden  2  und  3  könnten  demnach  bei  den  elliptischen 
Substitutionen  der  Gruppe  F  die  Perioden  4  und  6  vertreten  sein. 
Bringt  man  aber  die  zunächst  mit  der  Determinante  %  behafteten  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  F  (durch  Multiplication   der  Coefficienten  mit 

dem  gemeinsamen  Faktor  — ^ )  auf  die  Determinante  1  und  untersucht 

sodann  die  Summe  des  ersten  und  vierten  Coefficienten,  so  zeigt  sich, 
dass  in  F  zwar  elliptiscJie  Substitutionen  der  Periode  4,  nicht  aber  solche 
der  Periode  6  entlialten  sind. 

Bei  der  Untersuchung  des  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe 
in  „M."  I  pg.  227  ff.  brachte  es  eine  erhebliche  Vereinfachung  mit  sich, 
von  der  Erweiterung  der  Gruppe  durch  Spiegelungen  Gebrauch  zu 
machen.  Auch  bei  der  Picard'schen  Gruppe  ist  eine  Erweiterung  nach 
dieser  Richtung  hin  angebracht,  und  zwar  setzen  wir  gerade  wie  bei 
der  Modulgruppe  die  Spiegelung  an  der  imaginären  Axe  5'  «=  —  i 
hinzu,  so  dass  an  Substitutionen  der  Gruppe  F  zumter  Art  neu  hinm- 
kommen: 

(3)  ^-H—l' 

a,  ß,  y,  d  in  derselben  Bedeutung  wie  in  (2)  gebraucht.  In  der  That 
beweist  man  leicht,  dass  diese  Substitutionen  im  Verein  mit  den  Ope- 
rationen (2)  eine  Gruppe  bilden.  In  ihr  ist  als  Untergruppe  F^  dann 
die  aus  F^  durch  Erweiterung  mit  5'  =  —  g  entspringende  Gruppe 
enthalten. 

Unter  den  Operationen  zweiter  Art  der  Gruppe  F  sind  die  Spie- 
gelungen un  reellen  (einteiligen)  Symmetriekreisen  für  die  weitere  Unter- 
suchung die  wichtigsten.  Nach  „M."  I  pg.  198  sind  solche  Spiege- 
lungen charakterisiert  durch  die  Substitutionen: 

(4)  g'  =  (^_+  '^^~  ?y        A^  +  A'^'  —  BOO, 

WO  Ay  A\  Bj  C  reelle  Grössen  sind,  die  der  vorstehenden  Ungleichung 
genügen.   Soll  die  Substitution  (3)  eine  solche  Spiegelung  sein,  so  muss: 

a  =  a{A  +  iA'),    ß  =  öB,    y^oC,     ö^ö{A^iA') 
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sein,  unter  6  einen  Proportionalitätsfactor  verstanden.  Hieraus  er- 
giebt  sich: 

ad  —  ßy^  o\A^  +  A'^  -  BC)  =»  1  oder  =  i, 

je  nachdem  die  zweite  oder  dritte  Gleichung  (2)  gilt.  Im  ersten  Falle 
ist  ö  reell,  im  zweiten  aber  ist  ö  das  Product  von  (1  +  i)  mit  einer 
•reellen  Zahl.  Indem  wir  den  gemeinsamen  Factor  ö  in  die  Coefficienten 
von  (4)  wirklich  einführen  und  sodann  für  a,  ß,  y,  d  ihre  in  (1)  er- 
klärte Schreibweise  benutzen ,  ergiebt  sich  das  Resultat:  In  der  vor- 
liegenden  Gruppe  zweiter  Art  F  yiebt  es  zwei  Typen  von  Spiegelungen 
mit  reellen  Symmctriekreisen;  sie  sind  gegeben  durch: 

(o)  g  =^-_^-— -^^,  a^  +  a"  — 6c  =  l, 

c^  —  (a  —  %a) 

/a\  «.'        (a  +  ia)i—b{l  +  i)  «    i      's     •  oi.  i 

(6)  5  =\,^ -d-"/'  .   •  ;'       a^  +  ö'-SJc^l; 

man  hat  dabei  für  a,  a,  b,  c  nach  und  nach  alle  Quadrupel  ganzer 
rationaler  Zahlen  zu  setzen,  welche  den  unter  (5)  und  (6)  an  zweiter 
Stelle  beigefügten  Gleichungen  genügen. 

Als  Gleichungen  der  zu  den  Spiegelungen  (5)  und  (6)  gehörenden 
Symmetriekreise  gewinnt  man: 

(7)  c(|«  +  VO  -  2a|  —  2a  1?  +  6  =  0 , 

(8)  c(r  +  1?^)  -  (a  +  a)l  -  {a!  ^a)ri  +  h  =  0, 

wenn  man,  wie  in  der  Einleitung,  S  •=  I  +  *^  setzt.  Für  c  =  0  hat 
man  sowohl  in  (7)  wie  (8)  eine  gerade  Linie.  Ist  c  von  null  ver- 
schieden,  so  liegen  Kreise  mit  endlichen  Radien  vor;   und  zwar  hat 

man  in  (7)  einen  Kreis  mit  dem  Radius  -  um  den  Punkt  |  =*  - ;  iy  =  — , 
in  (8)  aber  einen  Kreis  mit  dem  Radius  — ^  um  den  Punkt   mit  den 

Coordinaten  £  =  —^  * ;  w  =  ^~-  • 

§  7.    Die  zur  Pioard*sohen  Gruppe  gehörende  tetraednfiche 

Einteilung  des  g- Halbraums. 

Während  für  die  geometrische  Interpretation  der  reellen  i;- Sub- 
stitution in  der  Einleitung  die  hyperbolische  Ebene  und  damit  die 
g-Ebene  ausreichte,  führte  uns  der  Fall  complexer  Substitutionscoeffi- 
cienten  zum  hyperbolischen  Baume  und  damit  zum  t,- Halbraum.  Die 
Zugrundelegung  der  letzteren  für  die  weitere  Untersuchung  der  Picard- 
schen  Gruppe  wird  demnach  für  uns  der  gewiesene  Weg  sein,  und 
wir    werden    die    Substitutionen    erster   Art   unserer  Gruppe   als    Be- 
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wegungen  des  Halbraums  in  sich  deuten,  sowie  vor  allem  die  unter 
(5)  und  (6)  gewonnenen  Substitutionen  als  Spiegelungen  des  Halbraumes 
an  Halbhigeln,  die  auf  der  g- Ebene  orthogonal  stehen.  Braucheu  wir, 
wie  in  der  Einleitung,  als  CoordinatenbestimmuDg  im  g- Halbraum 
g,  iy,  -ö",  so  werden  die  bei  der  Picard'schen  Gruppe  F  eintretenden 
Symmetriehalbkugeln  durch: 

(1)  c(r  +  n'  +  ^')  -  2ai  -  2a'i7  +  6  =  0, 

(2)  c{i'  +  ri'  +  ^«)  -  (a  +  a)S  -  (a'  -  a)i7  +  fc  =  0 

,  gegeben  sein;    die  Bedeutung  der  ganzen  Zahlen  a,  a\  b,  c  ist  dabei 
dieselbe  wie  im  vorigen  Paragraphen. 

Die  Aufsuchung  des  Discontinuitätsbereichs  der  Picard'schen  Gruppe 
im  g-Halbraume  führt  zu  Ergebnissen,  die  den  bei  der  Modulgruppe 
vorliegenden  Verhältnissen  aufs  genaueste  analog  sind.  Wir  werden 
im  vorliegenden  Paragraphen  nur  erst  das  System  aller  Symmetrie- 
halbkugeln (1)  und  (2)  der  Gruppe  F  aufsuchen  und  die  durch  diese 
gegebene  Einteilung  des  g- Halbraums  feststellen.  Die  letztere  ent- 
spricht der  zur  Modulgruppe  gehöreuden  Dreiecksteilung  der  ^-Halb- 
ebene,  wobei  nun  den  Kreisbogendreiecken  oder  allgemeiner  Kreis- 
bogenpolygonen  der  g-Halbebene  Kugelschalenpolyeder  des  g-Halbraums 
gegenübertreten,  deren  begrenzende  Halbkugeln  orthogonal  gegen  die 
g- Ebene  verlaufen.  Es  ist  aber  die  wichtigste  Eigenschaft  der  durch 
die  Kugeln  (1)  und  (2)  gelieferten  Einteilung  des  Halbraums,  dass 
dieselbe  eine  regtilär- symmetrische  ist,  diese  Benennung  im  Sinne  von 
„M."  I  (z.  B.  pg.  303,  336  u.  s.  w.)  gebraucht.  Denn  da  eine  einzelne 
Spiegelung  (5)  oder  (6)  pg.  79  als  Operation  von  F  diese  Gruppe  in  sich 
transformiert,  so  wird  durch  diese  Spiegelung  auch  das  Gesamtsystem 
der  Symmetriekugeln  (1)  und  (2)  in  sich  übergeführt.  Je  zwei  benach- 
barte Parcellen  der  Einteilung  müssen  also  durch  die  Inversion  an 
ihrer  gemeinsamen  Seite  in  einander  übergehen,  und  es  wird  die  ge- 
samte durch  (1)  und  (2)  bewerkstelligte  Polyederteilung  des  i-Halbraums 
in  wohlbekannter  Weise  nacJi  dem  auf  den  Raum  übertragenen  Princip 
der  Symmetrie  aus  einem  ersten  Ausgangspolyeder  abgeleitet  werden 
können. 

Um  nun  die  gedachte  reguläre  Einteilung  des  ^- Halbraums  zu 
gewinnen^  untersuchen  wir  zuvörderst  die  in  (1)  und  (2)  enthaltenen 
Ebenen.  Für  letztere  ist  c  =  0  charakteristisch,  worauf  die  weitere 
Behandlung  der  zweiten  Gleichungen  (5)  und  (6)  pg.  79  leicht  ausführbar 
ist.  Man  findet,  dass  die  gesamten  unter  (1)  und  (2)  entJtaltenen  Ebenen 
durclir  die  vier  Gleichungen: 

(3)  2S  =  &,      21^  =  6,      S  +  t;==i,      1-1^  =  6 
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gegAen  sind ,  wobei  b  jedesmal  alle  ganeen  rationalen  Zahlen  su  durdi- 
laufen  hat.  Der  in  der  ^-Ebene  gelegene  Grundriss  des  hiermit  ge- 
wonneaen  Ebeneusystems  ist  in 
Fig.  19  dargeBtellt  Derselbe  liefert, 
die  in  „M."  I  pg.  107  an  zweiter 
Stelle  angegebene  geradlinige  Ein- 
teilung der  £-Ebene,  auf  die  wir 
in  einem  der  folgenden  Paragraphen 
nochmals  zurilck kommen.  Der  g- 
Halbraum  selbst  erscheint  durch  die 
Ebenen  (3)  offenbar  in  ein  System 
Ton  dreiseitigen  Prismen  eingeteilt^ 
die  überdies  rechtwinklig  und  gleich- 
schenklig sind. 

Man  nehme  nunmehr  c  in  (1)  und  (2)  von  null  verschieden  an 
nnd  darf  alsdann  aus  naheliegendem  Grunde  c  >  0  voraussetzen.  Es 
ist  jetzt  eine  Kngel  vom  Radius  -  bez.  — -=  dargestellt,  je  nachdem  (1) 

oder  (2)  vorliegt.  Da  c  ganzzahlig  ist,  so  ist  der  grösste  überhaupt 
vorkommende  Kadius  1;  dieser  tritt  für  c^i  ein  und  zwar  allein  für  die 
Gleichung  (1).    Es  gilt  dann,  alle  ganzzahligen  Lösungen  der  Gleichung: 

a*  -^-  o''  —  &  =■  1 
festzustellen,  nnd  hier  sind  offenbar  die  beiden  ganzen  Zablea  a  und 
a  willkarlich  wählbar,  während  h  in  jedem  Falle  eindeutig  bestimmt 
ist  Es  hat  sich  so  ergeben;  Unter  den  Symmetriekugeln  der  Grvppe  r 
finden  sich  (üie  Kugeln  mit  dem  Radius  1  um  die  gamsahligen  Punkte 
t  ^=  a  -\-  ia'  der  ^-Ebene  und  Jceine  etgentlieke  Kugel  von  grösserem 
Badius. 

Weiter  brauchen  wir  die  Aufzählung  besonderer  Sf  mmetriekugeln 
(1)  und  (2),  wie  sich  bald  zeigen  wird,  nicht  mehr  zu  treiben.  Wir 
greifen  vielmehr  unter  den  bisher  gewonnenen  Symmetrie-ebenen  bez. 
-kugeln  die  specielleu  vier  auf,  welche  durch: 
(4)  ij  =  0,  S  +  >i  =  0,  2g  +  1  =  0,  6^  +  V  +  **  =  1 
gegeben  sind.  Die  drei  an  erster  Stelle  genannten  Ebenen  grenzen 
ein  erstes  unter  den  schon  genannten  dreiseitigen  Prismen  ein;  die  durch 
die  vierte  Gleichung  dargestellte  Halbkugel  durchschneidet  das  Prisma*, 
und  vrir  wollen  jetzt  insbesondere  denjenigen  Teil  des  Prismas  be- 
trachten, der  ausserhalb  der  fraglichen  Halbkugel  gelegen  ist.  Wir 
nennen  diesen  Teil  T^  und  dUrfen  ihn  mit  demselben  Rechte  als 
ein   Kugelschalentetraeder    bezeichnen,    mit    welchem    wir    in    „M."   I 

Filckt-KltiD,  AntoiDOiptiiiFimetioneu.    I.  6 
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pg.  327  den  AusgaDgsraum  der  Modulgruppe  als  Ereisbogendreieck 
beDannten;  beide  Male  ist  freilich  eine  Ecke  des  Bereiches  im  Un- 
endlichen gelegen.  Um  die  Lage  des  Tetra- 
eders Tg  noch  näher  zu  beschreiben,  sind 
in  Figur  20  die  Grundrisse  der  Ebenen 
und  Kugel  (4)  gezeichnet.  Man  muss  Bich 
nun  senkrecht  zur  Papierebene  die  zn  den 
drei  Geraden  gehörenden  Ebenen,  sowie  die 
zum  Kreise  gehörende  Halbkugel  errichtet 
denken;  das  Tetraeder  Tg  wird  dann  nach 
unten  von  der  Halbkugel  begrenzt  and  zieht 
sich  nach  oben  zwischen  den  drei  Ebenen 
ins  Unendliche.  In  noch  directerer  Weise  mag  Figur  21  die  Lage 
und  Gestalt  des  Tetraeders  T^  versinnlichen.  Die  Kant«n  des  Tetra- 
eders Tj  sind  in  dieser  Figur,  die  wir  gleich  noch  weiter  verfolgen, 
durch  stärkeres  Ausziehen  hervorgehobeu. 

Nach  Analogie  von  „M."  I  pg.  228 
kiünneo  wir  die  Punkte  des  Tetraeders  Tg 
durch  gewisse  Ungleichungen  definieren, 
welche  für  die  Coordinaten  |,  i},  #  der- 
selben bestehen.  In  der  That  findet  man 
leicht  den  Satz,  äass  für  die  PutilUe  des 
Tetraeders  T^  folgende  drei  Ungleichungen 
charakteristisch  sind: 

ro<c,<-6,     -;<:i<o, 
I         |>  +  ,>  +  »'>i. 

Man  untersuche  nunmehr,  ob  io  das 
Tetraeder  Tq  iiocli  irgend  welche  andere 
Sjmmetriekugetn  der  Gruppe  F  eindringen 
können.  Von  allen  Punkten  des  Tetra- 
eders Tg  ist  die  Ecke  von  den  Coordinat«n 
nächsten    gelegen.     Bei   der 


I  =  ^  =  —  1,  «■  =  -^  der  g-Ebene  a 
schon  oben  festgestellten  Grösse  -  und  —r-  der  Radien  der  Sjmmetrie- 
kugetn kann  sonach  in  das  Innere  von  Tg  jedenfalls  nur  eine  Sym- 
metriekugel des  Radius  1  eindringen.  Diese  Kugeln  aber  haben  die 
ganzzahligen  Punkte  £  =  a  -|-  ta'  zu  Gentren,  und  es  folgt  demnach, 
dass  zwar  die  Kugel  um  £  ■=  —  1  durch  eine  Kante  von  T^  hindurch- 
geht, dass  aber  keine  dieser  Kugeln  in  Tg  eindringt. 

Denken    wir    nunmehr    die     gesamten    Symmetriefaalbkugeln   (1) 
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und  (2)  pg.  80  construiert^  so  werden  sie,  wie  schon  ausgeföhrt  wurde, 
eine  Einteilung  des  Halbraumes  liefern,  in  welcher  je  zwei  benach- 
barte Parcellen  bezüglich  ihrer  gemeinsamen  Seite  symmetrisch  sind. 
Es  handelt  sich  hier  also  um  eine  vollständige  und  überall  einfache  Aus- 
füllung des  HaUyraumes  mit  Tetraedern  Tq,  T^,  Tg,  .  . .,  welche  durch 
immer  wiederholte  Spiegelung  aus  dem  Ausgangstetraeder  T^  gewonnen 
tcerden  Jcönnen,  Die  Tetraeder  senken  sich,  wie  man  noch  in  Figur  21 
sehen  wolle,  mit  Spitzen  zur  ^- Ebene  herab,  und  die  letztere  ist  in 
ganz  derselben  Weise  eine  natürliche  Grenze  für  den  Spiegelungs- 
process,  wie  die  reelle  Axe  bei  der  Dreiecksteilung  der  Modulgruppe. 
Beim  Durchschreiten  des  Halbraumes  gegen  die  g- Ebene  hin  trifft  man 
auf  Tetraeder,  die,  im  elementaren  Maasse  gemessen,  kleiner  und 
kleiner  werden,  und  die  in  unmittelbarer  Nähe  der  g-Ebene  unbegrenzt 
zusammenschrumpfen. 

Auf  Grund  der  hiermit  gewonnenen  Ergebnisse  werden  wir  nun 
leicht  über  den  Discontinuitätsbereich  und  die  Erzeugung  der  Picard- 
schen  Gruppe  endgültige  Angaben  machen  können. 

§  8.    Der  Disoontinmtätsbereioli  und  die  Erzeugung  der 

Picard*8Clien  Gruppe. 

Es  soll  hier  zunächst  für  die  durch  Spiegelungen  erweiterte  Picard- 
sche  Gruppe  JT  der  Discontinuitätsbereich  abgeleitet  werden.  Zu  diesem 
Ende  übe  man  auf  den  mit  der  Tetraederteilung  versehenen  g-Halb- 
raum  irgend  eine  symbolisch  durch  V  zu  bezeichnende  Substitution  der 
Gruppe  r  aus.  Durch  V  wird  die  Gruppe  F  in  sich  transformiert, 
und  insbesondere  wird  jede  in  F  enthaltene  Spiegelung  durch  V  wie- 
derum in  eine  Spiegelung  dieser  Gruppe  transformiert.  Jede  Symmetrie- 
halbkugel der  Tetraederteilung  wird  demgemäss  durch  V  wieder  in 
eine  ebensolche  Symmetriehalbkugel  übergeführt,  d.  h,  die  zur  Gruppe  F 
gehörende  Tetraederteilung  toird  nicht  nur  durch  die  Spiegelungen,  sondern 
überhaupt  durch  jede  Operation  von  F  in  sich  selbst  transformiert. 

Man  greife  nun  irgend  einen  Punkt  des  Ausgangstetraeders  Tq  auf 
und  denke  die  sämtlichen  mit  diesem  Punkte  bezüglich  F  äquivalenten 
Punkte  markiert.  Ist  noch  ein  zweiter  unter  diesen  Punkten  innerhalb 
Tq  gelegen,  so  giebt  es  nach  dem  soeben  ausgesprochenen  Satze  eine 
von  der  Identität  verschiedene  Operation  in  F,  welche  Tq  in  sich  trans- 
formiert. Die  dem  Tetraeder  Tq  angehörende  parabolische  Spitze  ^  =  oo 
wird  bei  dieser  Transformation  in  sich  übergehen  und  also  wjärden 
wir  es  mit  einer  Substitution  der  Gestalt: 

r  =  g  +  /3   oder   e'  =  »s  +  ^ 

6* 
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bez.,  falls  eiue  Substitution  zweiter  Art  vorliegt;  der  Gestalt: 

t' l+ß     oder     g'=~ig  +  /5 

zu  thuu  haben.  Alle  diese  Substitutionen  sind  in  der  zu  Figur  19  pg.  81 
gehörenden  Dreieeksgruppe  enthalten  und  können  sonach  das  Tetraeder 
Tq  nicht  in  sich  transformieren.  Innerhalb  des  Tetraeders  Tq  kann  es 
bei  dieser  Sachlage  keine  zwei  bezüglich  F  äquivalente  Punkte  geben. 

Auf  der  anderen  Seite  giebt  es  zu  jedem  Punkte  des  J- Halbraumes 
einen  äquivalenten  Punkt  innerhalb  T^;  denn  jener  erste  Punkt  kann 
durch  eine  Kette  von  Spiegelungen  der  Gruppe  F  in  Tq  hinein  trans- 
formiert werden. 

Hiermit  schliesst  sich  der  zu  liefernde  Nachweis ,  und  wir  haben 
den  Satz  gewonnen:  Das  durch  die  Bedingungen  (5)  pg.  82  definierte 
Ausgangstetraeder  T^  ist  der  Discontinuitätsbereidi  der  Gruppe  F,  welche 
letztere  somit  zwar  noch  nicht  innerhalb  der  ^' Ebene,  wohl  aber  im 
i' Halbraum  eigentlich  discontinuierlich  ist. 

Die  uneigentliche  Discontinuität  der  Gruppe  F  innerhalb  der  g-Ebene 
wurde  zwar  in  der  voraufgehenden  Entwicklung  nicht  besonders  hervor- 
gehoben ^  folgt  aber  z.  B.  schon  aus  dem  Umstände,  dass  die  mit 
einander  äquivalenten  Tetraederspitzen  die  5- Ebene  überall  dicht  be- 
decken. 

Man  bringe  nun  die  vier  Seiten  des  Ausgangstetraeders  in  die 
Reihenfolge,  wie  sie  durch  die  Gleichungen: 

(1)  ,,  =  0,      21+1  =  0,      |»  +  i,*  +  **  =  l,      |  +  ij  =  0 

festgelegt  ist,  und  bezeichne  die  vier  zugehörigen  Spiegelungen  durch 
Aj  B,  C,  D]  man  hat  somit  explicite: 

(2)  ^(Ö  =  e,    5(0= -g-1,     C(S)  =  =,    D{0 it. 

Es  entsprechen  diese  Substitutionen  den  drei  in  „M."  I  pg.  232  mit 
A,  B,  C  bezeichneten  Modulsubstitutionen,  wie  man  denn  hier  über- 
haupt die  genaueste  Analogie  zu  den  damaligen  Entwicklungen  be- 
merkt. Vor  allem  gilt:  Die  erweiterte  Picardsche  Gruppe  F  lässt  sich 
aus  den  vier  Spiegelungen  A,  JB,  (7,  D  erzeugen. 

Als  Spiegelungen  genügen  die  erzeugenden  Substitutionen  A,  B, 
Cj  D  den  vier  Belationen: 

(3)  ^«  =  1 ,      5«  =  1 ,      C«  =  1 ,      D'=l. 

Es  sind  dies  aber  nicht  die  einzigen  zwischen  A,  B,  C,  D  bestehenden 
Relationen.  Um  die  Gesamtheit  derselben  in  Erfahrung  zu  bringen, 
muss  man  die  in  „M."  I  pg.  452  ff.  auf  ebene  Polygonteilungen  ange- 
wandte Überlegung  auf  Polyederteilungen  des  g- Halbraumes  übertragen. 
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Das  Wesen  der  fraglichen  Betrachtung  bleibt  dabei  völlig  unverändert. 
Die  einzelne  für  A,B,  C,  D  gültige  Relation  7J(^,  5,  C,  D)  =  1 
wird  durch  eine  geschlossene  Linie  versinnlicht^  welche  von  einem 
Punkte  des  Tetraeders  Tq  beginnt  und  dort  endet.  Die  Zusammen- 
setzung dieser  Relation  aus  primitiven  Relationen  wird  dann  genau, 
wie  1.  c.  ausführlich  geschildert  wurde,  durch  Zusammenziehung  jenes 
geschlossenen  Weges  gewonnen.  Es  zeigt  sich,  dass  die  Anzahl  der 
ausser  (3)  noch  hinztikommendm  RekUionen  mit  der  Anzahl  der  Classen 
äquivalenter  TetraederJcanten  unserer  tlinteilung  übereinstimmt;  wir  haben 
dabei,  einem  allgemein  üblichen  Brauche  der  Arithmetik  folgend,  die 
Bezeichnung  „Classe''  für  den  Inbegriff  äquivalenter  Gebilde  irgend 
welcher  Art  (hier  von  Tetraederkanten)  benutzt.  Die  nähere  Gestalt 
der  einzelnen  Relation  bestimmt  man  dann  entweder  aus  dem  Neigungs- 
winkel, welchen  das  Tetraeder  Tq  an  der  einzelnen  Kante  darbietet, 
oder  durch  Rechnung  aus  der  Gestalt  (2)  der  Substitutionen  A,  B,  C, 
D.  Man  findet:  Neben  den  Relationen  (3)  bestellen  für  die  vier  erzeu- 
genden Substitutionen  der  Picard^schen  Gruppe  f  den  sechs  durchweg  in- 
äquivalenten  Tetraederlcanten  entsprechend  die  sechs  Relationen: 

UABf^l,    UC)«  =  1,    (ADY=h    (BCy-l, 

^^     \  {BDy  =  i,  {CBy^i. 

Sollen  wir  die  Seiten  des  Tetraeders  Tq  für  den  Augenblick  selbst 
Ay  B,  G,  B  nennen,  so  spricht  sich  in  den  Relationen  (4)  sofort  aus, 
welche  Neigungswinkel  bei  Tq  vorkommen.  Brei  rechte  Winkel  liegen 
vor  bei  den  Seitenpaaren  (Aj  B),  {A,  C)  und  (C,  B);  die  Seiten  B  und 

C  büden  den  Winkel  -|,  die  Paare  (-4,  B),  (B,  B)  die  Winkel  j-    Der 

genaue  Zusammenschluss  der  Tetraeder  um  die  gemeinsamen  Kanten 
ist  damit  auch  nach  dem  Princip  der  Symmetrie  unmittelbar  ersichtlich. 

Wenn  man  von  F  zur  Picard'schen  Gruppe  erster  Art  F  übergehen  - 
will,  so  hat  man  ganz  wie  bei  der  Modulgruppe  „M.''  I  pg.  230  hier 
zwei  Tetraeder,  die  benachbart  sind,  zusammenzufassen.    Wir  vereinen 
etwa  mit  T^  sein  an  der  Seite  B  entworfenes  Spiegelbild,  wodurch  ein 
von  den  fünf  Symmetrie-halbkugeln  bez.  -halbebenen: 

1^  =  0,        21+1=0,         f  +  i^«  +  ^«=l, 

1  =  0,         2i^  — 1=0 

eingegrenztes  Pentaeder  Pq  entspringt.    Bas  damit  gewonnene  Pentaeder 
Pq,  dessen  Punkte  wir  auch  durch  die  Ungleichungen: 

(6)       -\sA<^>    o<,,<i,    r  +  v  +  *»>i 

definieren  können,  ist  der  IHscontinuitätsbereich  der  PicarcF sehen  Qrvppe 


iJ>) 
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erster  Art  F.  Gerade  wie  beim  Ausgangsdreieck  für  die  Modulgruppe 
erster  Art  wolle  man  auch  hier  nur  diejenigen  Randpunkte  dem  Penta- 
eder zurechnen,  welche  als  solche  dem  ursprünglichen  Tetraeder  Tq 
angehören.  In  den  beiden  ersten  Ungleichungen  (6)  ist  dies  bereits 
zum  Ausdruck  gebracht;  für  die  dritte  Ungleichung  (6)  müssen  wir  den 
Zusatz  machen  y  dass  das  untere  Zeichen  nur  dann  gelten  darf,  falls 
5  +  1?  <  0  ist. 

Bezeichnen  wir  das  Pentaeder  P^  gemäss  seiner  Entstehung  als 
Doppeltetraeder,  so  sind  die  sechs  freien  Seitenflächen  desselben  zu 
Paaren  durch  die  Erzeugenden  der  Gruppe  F  einander  zugewiesen. 
Es  ergiebt  sich:  Die  ursprüngliche  Gruppe  F  lässt  sidi  atis  den  drei 
elliptischen  Svlstitutionen  der  Perioden  4,  4,  2: 

(7)  AD  =  S,      BD^^T,       CD^U 
erzeugen,  deren  explidte  Gestalt  sich  auf  Grund  von  (2)  zu: 

(8)  (S)  S'  =  it,      (T)  r ig  -  1 ,       (U)   t'^  ^ 

berechnet.    Durch  Combination  der  Substitutionen  S,  T,   U  folgt: 

ST-^^AB,        TW=BC,        US-''  =  CA. 

Es  ergiebt  sich  somit  auf  Grund  von  (4)  weiter:  Zwischen  den  drei 
erzeiigendefi  Substitutionefi  der  Picard^schen  Gruppe  F  bestellen  die  sechs 
Bclationen: 

S^=l,        T*  =  1 ,         £/*  =  1 , 

{ST-'Y  =  1 .      {TU-'Y  =  1 ,      {us-^y  =  1 . 

Endlich  seien  hier  auch  betreffs  der  Untergruppen  F^  und  Fj 
einige  nähere  Angaben  gemacht.  Die  vier  Spiegelungen  (2)  haben 
bis  auf  die  letzte,  nämlich  D,  Determinanten  -j"  1  oder  —  1.  Nehmen 
wir  somit  aus  der  Tetraederteilung  alle  mit  D  äquivalenten  Symmetrie- 
halbkugeln heraus,  so  entspringt  als  zur  Gruppe  Fg  gehiirig  eine  Pentaeder- 
teilung  des  l-Hdlbraumes,  wobei  das  Ausgangspentaeder  durch  ^ die  fünf 
unter  (5)  dargestellten  Seiten  eingegrenzt  ist.  Unter  den  fünf  erzeugenden 
Spiegelungen  A,  B,  C,  D\  E'  sind  die  ersten  drei  die  bisher  unter 
dieser  Benennung  gebrauchten  Operationen;  für  Z>'  und  E'  hat  man: 

(10)  {U)    t'=-l,        (E')    g'  =  g  +  i. 

Zwischen  diesen  Substitutionen  bestehen  gewisse  acht  Relationen, 
welche  den  acht  Pentaederkanten  entsprechen,  sodann  aber  die  fünf 
Gleichungen  A^=\,  ...,  denen  die  A,  ...  als  Spiegelungen  genügen. 
Wir  wollen  von  hieraus  auch  noch  die  Erzeugenden  der  Gruppe 
erster   Art   F,   aufstellen.     Als   Discontinuitätsbereich    soll    dasjenige 


(9) 
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^Doppelpentaeder^'  benutzt  werden,  welches  aus  Pq  durch  Anfügung 
seines  an  2/  entworfenen  Spiegelbildes  entsteht.  Das  als  DisconH- 
nuitätsbereich  der  Gruppe  Fg  fungierende  Doppelpentaeder  kann  somit  als 
durch  die  Ungleichungen: 

(11)  -\<%<\^      o<;i2^i,      i»  +  ,,»  +  fr«>i 

definiert  angesehen  werden  mit  dem  ZusaUf,  d€^  in  den  beiden  letzten 
Gleichungen  die  Gleichheitszeichen  nur  dann  gelten  dürfen^  wenn  ^<.0 
ist  Als  Erzeugende  der  Gruppe  F^  kann  man  die  folgenden  vier  ver- 
wenden: 

s' = AD^,     r  =  BD\      ü'  =  CD,     r  =  KU, 

deren  ezplicite  Gestalt  sich  berechnet  zu: 

(12)  s'(ö=-5,  r(g)-g-i,   ü'(o=-^'   r(o=-e+». 

Man  hat  als  Resultat:  Die  Gruppe  F^  lässt  sich  aus  vier  Substitutionen 
erzeugen,  von  denen  drei  elliptisch  von  der  Periode  zwei  sind,  nämlich 
S\  U',  F',  während  T'  parabolisch  ist.  Die  Substitutionen  T'  und  U\ 
für  sich  allein  genommen,  erzeugen  die  in  F^  enthaltene  Modulgruppe. 
Die  Substitutionen  S',  T,  V,  für  sich  combiniert,  liefern  die 
Gruppe  aller  Substitutionen: 

t'  =  ±t  +  (a  +  ih), 

wo  a  und  b  beliebige  rationale  ganze  Zahlen,  also  (a  -f-  ib)  eine  be- 
liebige complexe  ganze  Zahl  dieser  Gestalt  ist.  Combinieren  wir  mit 
den  Substitutionen  dieser  Art  immer  wieder  die  Substitution  ZT,  so 
erkennt  man  leicht,  dass  sich  für  die  Substitutionen  der  Gruppe  F^ 
eine  Kettenbruchentuncklung  ergiebt: 


£'  =  (^1  +  *^i)  —  /   ~  i-i~x — 


(an  +  ibn)  ±  f 

welche   für   die    vorliegende  Gruppe  Fg    das  Analogon   der   in  „M."  I 
pg.  220  für  Modulsubstitutionen  aufgestellten  Eettenbruchentwicklung  ist. 

§  9.     Bemerkungen  über  Untergruppen  der  Fioard'sohen  Gruppe. 

Historisohes. 

Man  wird  das  Problem,  die  gesamten  Untergruppen  der  Picard- 
schen  Gruppe  aufzuzählen,  bei  dem  Charakter  des  analogen  Problems 
innerhalb  der  Theorie  der  Modulgruppe  (cf.  „M."  I  pg.  418)  als  ein 
sehr  schwieriges  ansehen  müssen;   und  es  sollen  hier  auch  nur  nach 
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zwei  Richtungen  hin  einige  vorläufige  Angaben  über  Untergruppen  der 
eben  betrachteten  Gruppen  gemacht  werden. 

Indem  wir  zuvorderst  etwa  an  die  umfassenden  Gruppen  F  und  F 
anknüpfen,  wollen  wir  die  den  Kanten  und  Ecken  des  Ausgangs- 
tetraeders Tq  entsprechenden  Untergruppen  vom  Charakter  der  cycli- 
schen  bez.  der  Rotationsgruppen  (cf.  pg.  51)  aufstellen.  Wir  finden 
solcherweise  eine  erste  Gelegenheit,  die  früher  entwickelten  allgemeinen 
Ansätze,  betreffend  cyclische  Gruppen  und  Rotationsgruppen,  an  einem 
concreten  Beispiel  zur  Ausführung  zu  bringen.  Im  übrigen  wird  auch 
hier  wieder  die  schon  mehrfach  hervorgehobene  Analogie  zur  Modul- 
gruppe bestehen  bleiben;  es  handelt  sich  speciell  um  Übertragung  der 
Entwicklungen  in  „M."  I  pg.  216  u.  f. 

Nach  den  Erörterungen  der  Einleitung  (pg.  56)  gehört  zu  jeder 
cyclischen  Untergruppe  aus  elüpUscIioi  Substitutionen  im  g-Halbraume 
ein  Punkt  für  Punkt  festbleibender  Halbkreis,  der  senkrecht  gegen  die 
{;- Ebene  verläuft  In  diesem  Sinne  finden  wir  den  sechs  Kanten  des 
Tetraeders  Tq  entsprechend  insgesamt  sechs  Glossen  cyclisclier  Unter- 
gruppen aus  elliptischen  Substitutionen  innerJialb  der  Picard'sclien  Gruppe 
F.  Die  mit  einander  gleichberechtigten  Gruppen  sind  dabei  nach  der 
schon  vorhin  eingeführten  Sprechweise  in  eine  „Classe^^  zusammen- 
gefasst.  Nach  der  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen  (pg.  85)  oder 
auch  bei  der  Grösse  der  Kantenwinkel  des  Tetraeders  Tq  haben  drei 
unter  diesen  Gruppen  die  Ordnung  zwei,  eine  die  Ordnung  drei  und 
endlich  die  beiden  letzten  die  Ordnung  vier. 

Von  den  vier  Ecken  des  Ausgangstetraeders  liegen  drei  im  Innern 
des  §- Halbraumes.  Sammeln  wir  alle  Substitutionen  aus  F,  welche 
eine  einzelne  dieser  Ecken  in  sich  selbst  überführen,  so  entspringt  not- 
wendig eine  Rotationsuntergruppe  vom  Typus  der  in  der  Theorie  der  re- 
gulären Körper  auftretenden  Gruppen,  da  das  Centrum  dieser  Rotations- 
gruppe im  §- Halbraum  und  also  im  Kugelinnern  des  projectiven  Raumes 
liegt.  Man  spricht  demnach  allgemein  von  einer  diedrischen,  tetraedri- 
schen  etc.  Ecke,  je  nachdem  die  zugehörige  Rotationsuntergruppe  eine 
Diedergruppe,  Tetraedergruppe  etc.  ist,  und  unterscheidet  die  Dieder- 
gruppen  noch  näher  durch  Angabe  ihrer  Ordnungen  2n.  Man  kann 
nun  aus  den  für  die  Gruppe  F  oben  mitgeteilten  Figuren  leicht  ab- 

1  1/3 

lesen,   dass  die  beiden  Eden  5  =  0,   d  =  1   und  g  =  —  ^,   d^  =  ^ 

diedrisch  von  den  Ordnungen  8  und  6  sind,  während  tvir  in  der  dritten 

Eclce  g  = ^  ,  '9'  =  --  eine  oktaedrisclie  vor  uns  haben.    Doch  kann 

man  diese  Resultate  auch  auf  dem  Wege  der  Rechnung  gewinnen,  wie 
wir  etwa  für  die  oktaedrische  Ecke  ausführen  wollen. 
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Die  gesamten  Symmetriehalbkugeln  der  Einteilung  des  Halbraums 
in  Tetraeder  sind  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  pg.  80  angegeben, 
wo  für  die  ganzen  Zahlen  a,  a,  b,  c  alle  Lösungen  der  Gleichungen  (5) 

bez.  (6)  pg.  79  einzusetzen  sind.    Um  somit  alle  Symmetriehalbkugeln 

1  + »  1 

durch  den  Eckpunkt  g= ^—,  d  =  --=  zu  erhalten,  trage  man  in 

die  Gleichungen  (1)  und  (2)  pg.  80  für  die  Coordinaten  |,  rjj  ^  die 
Werte: 

t  ^      ^  ^      A  1 

S  =  -  2,  ^ 2'  ^  ~  72 

ein  und  hat  somit  einmal  alle  ganzzahligen  Auflösungen  des  Glei- 
chungspaares: 

a  +  a  +  6  +  c  =  0,  a«  +  a«  -  6c  =  1, 

sodann  aber  des  Paares: 

a'  +  6  +  c  =  0,        a«  +  a  *  —  26c  ==  1 

aufzusuchen.  Doch  geben  dabei  zwei  Auflösungen,  die  durch  gleich- 
zeitigen Zeichenwechsel  aller  vier  Zahlen  aus  einander  hervorgehen, 
eine  und  dieselbe  Halbkugel. 

Das  erste  Gleichungspaar  führt  durch  Elimination  von  b  auf: 

(2a  +  cy  -f  (2a  +  c)«  -f  2c«  =  4. 

Diese  Gleichung  führt  insgesamt  nur  auf  sechs  Lösungen  (a,  a,  b,  c), 
nämlich  (1,  0,  -  1,  0),  (0,  1  -  1,  0),  (-  1,  -  1,  1,  1),  (0,  -  1,  0,  1), 
(—  1,  0,  0, 1),  (0,  0;  —  1,  1).  Das  zweite  Gleichungspaar  führt  durch 
Elimination  von  a'  auf: 

a*  +  6«  +  c«  =  1 , 

eine  Gleichung,  die  noch  leichter  zu  discutieren  ist.  Es  zeigt  sich, 
dass  insgesamt  nur  noch  drei  weitere  Lösungen  hinzukommen,  nämlich 
(1,  0,  0,  0),  (0,  —  1, 1,  0),  (0,  —  1,  0, 1).  Es  gehen  somit  im  ganzen 
neun  Symmetriehalbkugeln  der  Halbraumteilung  durch  die  in  Rede 
stehende  Ecke,  und  wenn  man  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (1) 
und  (2)  pg.  80  die  neun  in  der  g- Ebene  gelegenen  Grundrisse  dieser 
Kugeln  zeichnet,  so  ergiebt  sich  das  Kreissystem  der  Figur  22  (pg.  90), 
in  welchem  man  unter  Vergleich  mit  „M.^^  I  pg.  75  die  Oktaederteilung 
erkennt.  Der  oktaedrische  Charakter  der  fraglichen  Ecke  von  Tq  ist 
damit  aufs  neue  bewiesen. 

Es  ist  endlich  noch  die  vierte,  bei  ^  =  oo  gelegene  Ecke  des  Tetra- 
eders zu  discutieren.  Im  projectiven  Räume  gedacht,  wird  der  frag- 
liche Eckpunkt  auf  der  absoluten  Kugel  der  hyperbolischen  Maass- 
bestimmung selber  gelegen  sein.     Wir  müssen    demnach  zufolge  der 
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Bllgemeinen  ErSrtetungen  tod  pg.  52  hier  zu  einer  Rotationeanter- 
gruppe  von  solchem  Typus  geführt  werden,  wie  sie  bei  deu  elemen- 
taren Bewegungen  der  parabolischen  Ebene  in  sieb  auftreten.  Dies 
bestätigt  sich  sofort:  Die  Substitutionen  der  Picard'sehen  Gruppe, 
welche  die  Ecke  g  — ■  c»  des  Tetraeders  in  sich  transformieren,  sind 
in  ihrer  Gesamtheit  gegeben  durch: 
(1)  f-i'S+(o  +  ti), 

wo  V  =  0,  1,  2,  3  zu  nehmen  ist.  Wir  sind  damit  zur  Crrappe  des 
geradlinigen  Dreiecks  der  Winkel  v»  t»  T  geföhrt,  deren  zugehörige 
Teilung  der  g-Ebene  bereits  oben  Figur  19  pg.  81  sowie  andrerseits 
in  „M."  I  pg.  107  dai^eatellt  ist. 

Wir  haben  in  der  vorstehenden  Behandlung  der  Picard'sehen 
Gruppe  überall  den  g- Halbraum  zu  Grunde  gelegt,  um  mit  der  Be- 
handlung der  Modulgmppe 
in  „M."  I  allenthalben  glei- 
chen Schritt  zu  halten.  Doch 
wird  man  nun  mit  Recht 
fragen,  welches  i^r  die  Pi- 
card'sche  Gruppe  das  Ana- 
logen der  in  „M."  I  pg.  339 
studierten  und  oben  in  Fi- 
gur 18  pg.  75  reproducier- 
ten  „geradlinigen  Modul- 
figur" ist.  Um  hierauf  zu 
antworten,  haben  wir  nnr 
nötig,  die  Einteilung  des 
g-Halbraumes  in  Tetraeder 
auf  das  Kugel  innere  des 
hyperbolischen  Raumes  zu 
übertragen.  Wir  wählen  da- 
bei den  oben  als  oktaedrisch 


erkannten    Eckpunkt    5  = 


f  =  -      zum    Kugelmittelpunkt, 


worauf  die  zu  den  neun  Kreisen  der  Figur  22  gehörenden  Halbkugeln 
neun  Diametralebenen  der  absoluten  Kugel  des  hyperbolischen  Raumes 
liefern,  und  zwar  offenbar  die  neun  Symmetrie^neti  eines  der  Kugel 
eingesckriäKtten  regulären  Oktaeders.  Aber  auch  die  acht  Seitenflächen 
dieses  Oktaeders  stellen  sich  ein;  denn  eine  unter  ihnen  ist,  wie  man 
mit  Hilfe  von  Figur  31  oder  33  leicht  feststellen  wird,  die  Symmetrie- 
ebene   der  Spiegelung    {;'  •«>  ^,    und    die   übrigen  sieben   Seiten    des 
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Oktaeders  folgen  dann  yermoge  der  Regularität  der  Einteilung  von 
selber. 

Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  entspringt  folgendes  schone  Bild  von 
der  fraglichen  regulären  Einteilung:  Man  construiere  ein  der  absoluten 
Kugel  eingeschriebenes  reguläres  Oktaeder  und  reproduciere  dasselbe 
nach  dem  Princip  der  Symmetrie:  Es  entspringt  eine  regulär- syminetrische 
Einteilung  des  Kugelinnem  in  lauter  Oktaeder,  deren  Ecken  auf  der  Kugel 
liegen.  Dabei  ist  die  einzelne  Kante  immer  von  vier  Oktaedern  umlagert ; 
denn  sämtliche  Kanten winkel  des  Ausgangsoktaeders  sind^  ^ie  man 
leicht  aus  Figur  21  pg.  82  abliest,  rechte.  Setzen  wir  nun  noch  die 
Symmetrieebenen  jedes  Oktaeders  hinzu,  so  wird  das  einzelne  unter 
ihnen  in  48  Tetraeder  zerlegt;  und  damit  liegt  dann  endgültig  die  zur 
Hcard'schen  Gruppe  F  gehörende  Einteilung  des  Kugelinnern  in  Tetra- 
eder vor.  Hiermit  ist  das  Analogon  der  „geradlinigen  Modulfigur"  ge- 
wonnen. Auch  würden  wir  nach  dem  Muster  von  „M."  I  pg.  240  eine 
projective  Erzeugung  unserer  regulären  Raumteilung  durchführen 
können;  doch  gehen  wir  hierauf  der  Kürze  halber  nicht  mehr  ein.  — 

Die  oben  betrachteten  Untergruppen  von  F  sind  übrigens  nur  erst 
diejenigen  unter  den  cyclischen  und  Rotationsuntergruppen  der  Picard- 
schen  Gruppe,  die  sich  nach  den  Sätzen  der  Einleitung  ohne  weiteres 
ergaben.  Für  das  Studium  der  cyclischen  Untergruppen  aus  hyper- 
bolischen oder  aus  loxodromischen  Substitutionen,  sowie  andrerseits 
der  Rotationsuntergruppen,  deren  Centren  im  hyperbolischen  Räume 
ausserhalb  der  absoluten  Kugel  liegen,  sind  erst  noch  weitere  Hilfs- 
mittel heranzuholen.  Die  letzteren  bestehen  einmal  in  geometrischen 
Entwicklungen,  die  erst  im  Verlaufe  der  nächsten  Kapitel  ausge- 
führt werden,  andrerseits,  was  besonders  interessant  ist,  in  der  arith- 
metischen Theorie  von  zwei  Arten  quadratischer  Formen  mit  complexen  ganz- 
zähligen  Coefficienten  der  Gestalt  (a  +  ib).  Mit  der  Theorie  der  hier 
gemeinten  quadratischen  Formen  steht  nämlich  die  Picard'sche  Gruppe 
und  die  ihr  zugehörige  Halbraumteilung  in  derselben  engen  Be- 
ziehung wie  die  Modulgruppe  zufolge  „M."  I  pg.  243  ff.  mit  der  Theorie 
der  gewöhnlichen  Gauss'schen  quadratischen  Formen.  Wir  kommen  auf 
diesen  Gegenstand  unten  ausführlich  zurück;  doch  erscheinen  einige 
vorläufige  historische  Angaben  schon  hier  angebracht. 

An  erster  Stelle  haben  wir  die  grosse  Untersuchung  Dirichlet's 
zu  nennen,  welche  den  binären  quadratischen  Formen: 
(2)  ax^  +  2bxy  -f  cy"^ 

gilt,  in  denen  die  Coefficienten  ganze  complexe  Zahlen  der  hier  in 
Rede  stehenden  Art  sind.  Es  sind  diese  Untersuchungen  zusammen- 
gefasst   in   der  Abhandlung   jyRecherches  sur  les  formes  quadratiques  ä 
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coefficients  et  ä  indeterminees  cotnplexes*^*),  welche  die  Methode  anlan- 
gend an  den  Disquisitiones  arithmeticae  ihr  Vorbild  findet  und  rein 
arithmetisch  sich  aufbaut.  Neuerdings  ist  Hubert  in  seiner  Abhand- 
lung j^Über  den  DirichUt' sehen  hiquadratischen  ZahVcärper^* **)  auf  die 
Dirichlet'schen  Untersuchungen  zurückgekommen  und  hat  dieselben 
in  dem  von  Dirichlet  selbst  geplanten  Sinne  yeryollstandigt.  Es  ist 
nun  möglich y  diese  Theorie  auf  Grund  der  Raumteilung  der  Picard- 
scben  Gruppe  in  geometrischer  Form  zu  entwickeln,  wobei  diie  Behand- 
lung der  gewöhnlichen  Gauss'schen  quadratischen  Formen  in  „M ."  I 
pg.  243  ff.  als  Modell  dienen  kann.  Insbesondere  zeigt  sich  dabei,  dass  die 
Dirichlet'schen  Formen  (2)  zu  den  cyclkchen  Gruppen  innerhalb  der  Picard- 
schen  Gruppe  in  enger  Beziehung  stehen.  Wir  verschieben  die  aus- 
führliche Besprechung  der  Einzelheiten  auf  später. 

Die  Picard*sche  Gruppe  ist  nun  aber   noch  weiter   tragend;    sie 
bietet  nämlich  auch   einen  sehr  eleganten  geometrischen   Eingang  in 
die  Theorie  der  sich  selbst  conjugierten  binären  quadratischen  Formen, 
d.  h.  der  Formen: 
(3)  axx  -f  hxy  +  Ixy  -f  cyy, 

wo  a  und  c  reelle  ganze  Zahlen  sind,  h  und  6  aber  zwei  conjugiert 
complexe  Zahlen  unserer  Art,  ebenso  wie  x  und  Xy  y  und  y.  Diese 
Formen  sind  von  Hermite  in  der  noch  mehrfach  zu  nennenden  Ab- 
handlung ,ySur  la  theorie  des  formes  quadraiiques^''^**)  eingeführt  und 
untersucht  worden.  Die  geometrische  Theorie  der  Formen  (3),  über 
welche  wir  späterhin  gleichfalls  im  Zusammenhang  berichten,  wird 
ihr  Hauptinteresse  in  dem  umstände  finden,  dass  sie  in  unmittelbarer 
Beziehung  zu  den  JJo/aftoiwgruppen  innerhalb  der  Picard'schen  Gruppe 
steht.  Es  ist  dies  gerade  dieselbe  Beziehung,  wie  sie  in  „M.'^  ^  Pg*  252  ff. 
zwischen  den  damaligen  Formen  und  den  cjclischen  Untergruppen  inner- 
halb der  Modulgruppe  hervortrat,  und  wie  wir  sie  zwischen  den  Dirichlet- 
schen  Formen  (2)  und  den  cjclischen  Untergruppen  der  Picard'schen 
Gruppe  schon  erwähnten. 

Der  erste,  der  die  hier  gedachte  geometrische  Theorie  der  Her- 
mite'schen  Formen  (3)  in  Angriff  genommen  hat,  ist  Picard  gewesen; 
man  sehe  hierüber  dessen  Abhandlung  ,ßur  une  groape  des  transforma- 
tions  des  points  de  Vespace  sitties  du  meme  c6t4  d'un  plan"'\),    Picard 

•)  Crelle's  JourDal  Bd.  24  pg.  291  (1842)  oder  Geßammelte  Werke  Bd.  1 
pg.  535  flf. 

♦*)  Mathem.  Annalen  Bd.  46  pg.  309  (1894). 
**♦)  Crelle's  Journal  Bd.  47  pg.  343  flP.  (1853). 
t)  Bnlletin  de  la  socidtd  matb^matique  de  France,  Bd.  12  (1884);  siehe  auch 
Mathem.  Annalen  Bd.  39  pg.  142. 
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gelangt  daselbst  durch  geometrische  Interpretation  der  bereits  von 
Hermite  aufgestellten  Keductionsbedingungen  für  die  späterhin  als  de- 
finit  zu  bezeichnenden  Formen  (3)  zum  Discontinuitätsbereich  der  oben 
mit  Fj  bezeichneten  Gruppe  im  g-Halbraum,  ein  Umstand,  der  uns 
oben  veranlasste,  die  fragliche  Gruppe  mit  Picard's  Namen  zu  belegen. 

In  neuerer  Zeit  hat  Bianchi,  ohne  zunächst  mit  den  Picard'schen 
Resultaten  bekannt  zu  sein,  diese  Gegenstände  sehr  ausführlich  in 
Untersuchung  gezogen  und  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  darüber 
berichtet;  vergl.  namentlich  die  Note  „Swi  grwjg/pi  di  sostitueioni  lineari 
a  coefficienti  interi  complessi^'*)  sowie  die  ausführliche  Arbeit  „Gfeo- 
metrische  Darstellung  der  Gruppen  linearer  Substitutionen  mit  ganzen 
camplexen  Coefficienten  nebst  Anwendungen  auf  die  Zahlentheori&^  **). 
Bianchi  giebt  hier  eine  Behandlung  der  oben  mit  F^  bezeichneten 
Gruppe,  für  welche  die  Untersuchung  der  Modulgruppe  in  „M."  I 
pg.  211  ff.  vorbildlich  ist;  d.  h.  es  wird  von  den  Substitutionen  zweiter 
Art  kein  Gebrauch  gemacht.  Die  Behandlung  der  Dirichlet'schen 
Formen  (2)  und  der  Hermite'schen  Formen  (3)  auf  Grund  der  Halb- 
ranmteilung  entwickelt  Bianchi  in  der  zweiten  der  beiden  eben  ge- 
nannten Abhandlungen. 

Es  sei  hier  endlich  noch  die  Arbeit  von  Hurwitz  „Über  die  Ent- 
wicklung complexer  Grössen  in  Kettenbrücke^'***)  erwähnt,  in  welcher 
insbesondere  Eettenbrüche  complexer  Zahlen  mit  Teilnennern  behandelt 
werden,  welche  ganze  complexe  Zahlen  der  Gestalt  {a  +  ib)  sind.  Die 
Hurwitz*8che  Untersuchung  steht  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  der 
pg.  87  erwähnten  Kettenbruchzerlegung  der  Substitutionen  der  Gruppe 
r^f  und  die  Hurwitz'schen  Resultate  könnten  aus  der  Theorie  der 
Picard'schen  Gruppe  gerade  in  derselben  Art  abgeleitet  werden,  wie 
die  bekannten  Sätze  über  Kettenbruchentwicklung  reeller  Grössen  aus 
der  Theorie  der  Modulgruppe. 

Die  Picard'sche  Gruppe  hat  vorstehend  eine  etwas  breitere  Be- 
handlung gefunden,  weil  sie  das  erste  Beispiel  einer  nur  erst  im 
C;-Halbraume  eigentlich  discontinuierlichen  Gruppe  abgiebt.  Wir  sind 
aber  nun  durch  die  in  diesem  Kapitel  besprochenen  Gruppen  in  den 
Stand  gesetzt,  für  die  allgemeinen  Erörterungen  der  nachfolgenden 
Kapitel  überall  zweckmässige  Einzelbeispiele  zur  näheren  Illustration 
zur  Hand  zu  haben. 


*)  Rendiconti  della  R.  accad.  dei  Lincei  vom  20.  April  1890. 
**)  Mathem.  Annalen  Bd.  38  pg.  313  (1890). 
♦»♦)  Acta  mathematica  Bd.  11  pg.  187  (1888). 


Zweites  Kapitel. 

Die  Grnppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen  und  ihre  normalen 

Diseontinnitätsbereiehe. 

Die  eigentliche  Discontinuität  einer  Gruppe  aus  g- Substitutionen 
wurde  oben  in  geometrischer  Weise  definiert.  Es  giebt  aber  Kenn- 
zeichen, auf  Grund  deren  man  an  den  Substitutionen  der  Gruppe  direct 
entscheiden  kann,  ob  dieselbe  eigentlich  discontinuierlich  ist  oder 
nicht.  Indem  wir  diese  Kennzeichen  zur  Discussion  bringen,  werden 
wir  auf  neue  Art,  und  zwar  analytisch^  die  für  uns  in  Betracht 
kommenden  Gruppen  charakterisieren  können.  Diese  Gruppen  werden 
alsdann  entweder  in  der  projectiven,  d.  i.  elliptischen^  parabolischen 
oder  hyperbolischen  Ebene  (der  {;- Ebene)  oder  doch  jedenfalls  im 
hyperbolischen  Räume  (im  g-Halbraume)  endliche  Diseontinnitäts- 
bereiehe besitzen.  Über  die  Gestaltung  derselben  sollen  hier  mehrere 
allgemeine  Anschauungsweisen  entwickelt  werden,  welche  wir  auf  den 
Begriff  des  ,,normalen  Discontinuitätsbereiches'^  gründen  wollen.  Die 
Substitutionen  setzen  wir  vorab  als  von  der  ersten  Art  yorans;  die 
Erweiterung  auf  Substitutionen  und  Gruppen  der  zweiten  Art  wird 
hernach  keine  besondere  Schwierigkeit  machen.  Wir  denken  die  Sub- 
stitutionen als  unimodular  geschrieben,  wie  sogleich  noch  näher  er- 
läutert werden  soll. 

§  1.    Der  Begriff  der  infinitesimalen  Substitutionen. 

Die  Untersuchungen,  welche  wir  hier  anzustellen  haben,  beruhen 
auf  der  Möglichkeit,  den  Differentialbegriff  auf  die  linearen  g- Substi- 
tutionen in  Anwendung  zu  bringen.  Indem  wir  hier  immer  an  den 
für  die  g- Ebene  bez.  den  g-Raum  erklärten  Maassbestimmungen  fest- 
halten, stellen  wir  unter  Vorbehalt  künftiger  schärferer  Fassung  folgende 
Definition  auf:  Eine  lineare  i- Substitution  soll  inifinitesimal  hassen, 
wenn  die  ihr  zugeJwrige  „Beivegimg'*  der  t' Ebene  oder  des  ^-Raumes  in 
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sich  eine  Differentialversdiiebung  darstellt.  Durch  eine  etwa  vorliegende 
infinitesimale  Substitution  V  gehe  g  in  (g  +  dg)  über,  wo  natürlich 
dj  mit  g  veränderlich  sein  wird  und  speciell  in  den  Fixpunkten  von 
V  verschwindet.  Unter  diesen  Umständen  gilt  für  die  Coefficienten 
von   V  die  Gleichung: 

yS«  +  (<J  -  a)g  -  ^  +  (yg+  <J)dg=  0, 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  (yg*  +  (ö  —  a)g— /3)  unabhängig  von  g 
unendlich  klein  sein  wird.  Wir  finden  somit:  Bei  einer  infinitesimalen 
Substitution  sind  die  drei  Zahlwerte  ß,  y,  (a  —  d)  unendlich  klein;  und 
auch  umgekehrt  ist  jede  Substitution^  von  der  letzteres  gilt,  infinitesimal. 
Wir  denken  hierbei ,  um  den  unbestimmten  gemeinsamen  Factor  der 
vier  Substitutionscoefficienten  festzulegen,  etwa  stets  die  Gleichung 
aä  —  ßy  z=  l  als  erfüllt;  man  bezeichnet  eine  in  dieser  Weise  nor- 
mierte Substitution  als  unimodular.  Auch  schon  aus  der  anfäng- 
lichen Definition  hätte  gefolgert  werden  können,  dass  eine  infinitesi- 
male Substitution  von  der  Identität  1  unendlich  wenig  verschieden  ist; 
wir  werden  sie  aber  auch  als  von  1  thatsächlich  verschieden  aufzu- 
fassen haben. 

Die  bekannte  Arteinteilung  der  Substitutionen  in  elliptische  etc. 
bleibt  natürlich  für  die  infinitesimalen  Substitutionen  ohne  Einschrän- 
kung bestehen.  Man  wolle  sich  in  den  einzelnen  Fällen  die  verschieden- 
artigen Differential  Verschiebungen  klar  machen,  welche  die  g- Ebene 
oder  der  g-Raum  oder  auch  der  projective  Baum  erfahren.  So  wird 
z.  B.  eine  lozodromische  Substitution  für  den  hyperbolischen  Raum 
eine  unendlich  kleine  Schraubenbewegung  liefern.  Jede  loxodromische 
Substitution  V  lässt  sich  in  eindeutig  bestimmter  Art  durch  Verbin- 
dung einer  hyperbolischen  und  einer  elliptischen  Substitution  herstellen, 
welche  die  gleichen  Fixpunkte  wie  V  haben  (cf.  „M."  I  pg.  164).  Es 
sei  hier  festgestellt,  dass  bei  einer  infinitesimalen  loxodromischen  Sub- 
stikttion  sowohl  der  hyperbolische  als  der  elliptische  Bestandteil,  d.  i.  sowohl 
die  Verschiebung  längs  der  Schraubenaxe  une  die  Drehung  um  dieselbe 
infinitesimal,  sein  werden. 

Genau  wie  bei  der  Begründung  des  Difierentialbegrifies  können 
wir  den  Begriff  der  infinitesimalen  Substitution  nur  erst  dann  scharf 
durchführen ;  wenn  ein  System  von  unendlich  vielen  Substitutionen 
vorgelegt  ist.  Es  ist  zwar  keineswegs  erforderlich,  aber  doch  für  die 
Folge  zweckmässig,  wenn  wir  als  ein  solches  System  direct  eine 
Gruppe  r  aus  unendlich  vielen  J- Substitutionen  geben.  Wir  werden 
alsdann  sagen,  die  Gruppe  F  enthalte  infinitesimale  Substitutionen,  wenn 
es  nach  Auswahl  einer  von  null  verschiedenen,  aber  beliebig  kleinen  posi- 
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tiven  Zähl  e  doch  stets  noch  möglich  ist,  innerhalb  F  eine  von  der  Identität 
verschiedene  Substitution  V auszuwählen,  für  welche  die  Zählen  ß,  y,  (cc — d), 
absolut  genommen,  alle  drei  zugleich  Meiner  als  e  sind.  Bei  der  WillSür- 
lichkeit  in  der  Auswahl  der  Grösse  e  folgert  man  von  hieraus  sogleich 
weiter:  Enthält  die  Gruppe  F  im  eben  erklärten  Sinne  eine  infinitesimale 
Substitutimiy  so  enthält  sie  deren  sogleicli  unbegrenzt  viele. 

Ist  die  Gruppe  F  eine  eontinuierliche  oder  besteht  sie  aus  mehreren 
continuierlichen  Scharen  von  Substitutionen,  so  enthält  sie  stets  in- 
finitesimale Substitutionen.  Ist  nämlich  V  eine  Substitution  der  Gruppe, 
so  möge  V  durch  eine  DifiFerentialveränderung  der  Parameter  in  V 
übergehen;  alsdann  ist  V'V~^  infinitesimal.  Indessen  ist  sehr  zu 
betonen,  da^  die  obigen  Ansätze  ohne  jede  Einschränkung  auch  für  die 
discontinuierlichen  Gruppen  gelten,  wie  denn  auch  bei  der  Grundlegung 
der  Differentialrechnung  die  Stetigkeit  in  der  Veränderlichkeit  der 
Differentiale  durchaus  nicht  zu  den  notwendigen  Voraussetzungen  gehört. 

Wenn  man  will,  kann  man  die  zuletzt  gegebene  Begriffserklärang 
der  infinitesimalen  Substitutionen  auch  geometrisch  formulieren.  So 
z.  B.  wird  man  sagen,  die  Gruppe  F  enthalte  infinitesimale  hyper- 
bolische Substitutionen,  wenn  sich  nach  Auswahl  einer  beliebig  kleinen, 
von  null  verschiedenen  Strecke  e  im  hyperbolischen  Räume  aus  F  stets 
noch  eine  hyperbolische  Substitution  herausgreifen  lässt,  welche  die 
Punkte  des  Raumes  um  weniger  als  e  verschiebt.  Soll  es  sich  um 
elliptische  Substitutionen  handeln,  so  wird  man  den  Drehungswinkel 
B  vorab  beliebig  klein  auswählen;  bei  loxodromischen  Substitutionen 
wird  man  etwa  wieder  auf  deren  Zusammensetzung  aus  elliptischen 
und  hyperbolischen  Substitutionen  zurückgehen  etc. 

Unter  den  „endlichen^'  loxodromischen  Substitutionen  giebt  es  zwei 
besondere  Arten,  die  hier  noch  zu  besprechen  sind;  diejenigen  nämlich, 
welche  entweder  von  den  hyperbolischen  oder  von  den  elliptischen 
Substitutionen  unendlich  wenig  verschieden  sind.  Es  soll  sich  also 
um  solche  loxodromisctie  Substitutionen  handeln,  die  zwar  nicht  sdbst 
infinitesimal  sind,  die  jedoch  entweder  einen  elliptischen  oder  hyperbolischen 
infinitesimalen  Bestandteil  enthalten.  Man  mache  sich  die  Eigenart  der 
Schraubenbewegung  des  hyperbolischen  Raumes  in  diesen  beiden  Fällen 
deutlich.  Ist  nur  der  elliptische  Bestandteil  der  loxodromischen  Sub- 
stitution F  infinitesimal,  der  hyperbolische  hingegen  endlich,  so  werden 
offenbar  die  successiven  Potenzen  V,  F*,  F'«--  stets  denselben  Charakter 
haben;  wir  betonen  insbesondere,  dass  diese  Potenzen  niemals  infini- 
tesimal werden  können,  da  die  in  ihnen  enthaltenen  hyperbolischen 
Verschiebungen  grösser  und  grösser  werden.  Dahingegen  werden  sich 
unter  den  Potetizen  von  V  stets  infinitesimale  finden,  falls  der  hyperbolische 


I,  8.  Normalbereiche  der  Grappen  ohne  infinitesimale  Substitutionen.       97 

Bestandteil  von  V  infinitesimcU  ist.  Dieser  für  die  Fortsetzung  unserer 
Untersuchung  wichtige  Satz  wird  durch  folgende  Überlegung  bewiesen. 
Es  wird  angenommen,  dass  in  F  loxodromische  Substitutionen 
der  eben  bezeichneten  Art  vorkommen,  von  denen  also  nur  der  hyper- 
bolische, aber  nicht  der  elliptische  Bestandteil  infinitesimal  ist.  Be- 
zeichnet man  somit  durch  d'  einen  von  null  verschiedenen  Winkel, 
während  man  e'  beliebig  klein,  aber  von  null  verschieden  und  positiv 
auswählt,  so  giebt  es  in  F  loxodromische  Substitutionen,  deren 
elliptischer  Bestandteil  um  einen  Winkel  >  ^  dreht,  während  der 
hyperbolische  Bestandteil  eine  Verschiebung  <  e'  bewirkt.  Das  System 
dieser  loxodromischen  Substitutionen  nennen  wir  £. 

Man   wähle    nunmehr    eine    zwar   endliche,    aber  beliebig   grosse 

Zahl  n  aus,   und  zwar  insbesondere   so,  dass    --<C^  wird.     Weiter 

wähle  man  in  der  eben  immer  wieder  bezeichneten  Weise  eine  beliebig 
kleine  Zahl  e  und   brauche   die  soeben  schon  benutzte  Zahl  e'  in  der 

Bedeutung   e'=  -,    während   man    abkürzend   —  =  b   schreibt.     Ist 

nunmehr  V  eine  Substitution  aus  27,  so  ist  evident,  dass  sich  unter 
den  n  ersten  Potenzen  V,  F^,  •  •,   F*  zwei,  F^  und  F«,  nachweisen 

lassen,   für   welche   die  Differenz    der    Drehungswinkel   <  —  =  e  ist 

Ist  der  elliptische  Bestandteil  von  F  periodisch,  so  wird  man  sogar 
zwei  solche  Potenzen  F^,  F«  von  gleichen  Drehungswinkeln  auffinden 
können,  wenn  man  n  hinreichend  gross  gewählt  hat.  Man  setze  nun- 
mehr p  —  g  =  iw,  so  dass  w  <  n  ist,  und  schreibe  F"»  =  V\  Der 
hyperbolische  Bestandteil  von  F'  verschiebt  den  projectiven  Raum 
durch  eine  Strecke,  welche  kleiner  als  me'<ine\  d.  h.  kleiner  als  e 
ist,  während,  wie  wir  gerade  sahen,  der  Drehungswinkel  von  F'  kleiner 
als  £  ist.     Hiermit  ist  der  zu  beweisende  Satz  ersichtlich. 

Die  continuierlichen  Gruppen  enthalten,  wie  wir  schon  oben  be- 
merkten, stets  infinitesimale  Substitutionen;  und  die  letzteren  spielen 
in  der  Theorie  der  continuierlichen  Transformationsgruppen  eine  prin- 
cipielle  Rolle,  worüber  man  die  beiden  oben  (pg.  12)  genannten  Werke 
von  Lie  und  seinen  Schülern  vergleichen  wolle.  Für  die  Theorie  der 
automorphen  Functionen  sind  die  infinitesimalen  Substitutionen  durch 
Poincare  im  Verlaufe  seiner  Arbeit  „MemotVe  sur  les  groupes  Kleincen^**) 
herangezogen.  Doch  spielen  dieselben  hier  einstweilen  nur  eine  nega- 
tive Rolle,  insofern  nämlich  für  die  Theorie  der  eindeutigen  auto- 
morphen Functionen  einer  complexen  Veränderlichen,  wie  wir   gleich 


*)  Acta  mathematica,  Bd.  3  pg.  57  (1883). 

Vricko-Kloin,  Automorphe  Functionen.    I. 
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sehen  werden,  nur  die  Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen  in 
Betracht  kommen. 


§  2.    Die  eigentliche  Discontinuität  der  Gruppen  ohne  infinitesimale 

Substitutionen. 

Um  die  Entwicklung  späterhin  nicht  zu  unterbrechen,  soll  hier 
ein  Hilfssatz  vorausgesandt  werden,  den  wir  in  bekannter  abkürzender 
Sprechweise  so  formulieren:  Sind  U  und  V  zwei  elliptische  Substitutionen, 
und  ist  das  Paar  der  Fixpunkte  von  U  nur  unendlich  wenig  vom  Paar 
der  Fixpunhte  von  V  entfernt  gelegen,  so  ist  U^^VUV"^  infinüesimcU. 
Denn  es  sind  U^^  Vü  und  V  zwei  elliptische  Substitutionen  der 
gleichen  Drehungswinkel,  während  das  eine  Fixpunktepaar  dem  andern 
unendlich  nahe  gelegen  ist.  Zugleich  ist  Ü~~^VU  von  V  und  damit 
U~^VVV'~^  von  1  verschieden,  da  V  nur  mit  solchen  Substitutionen 
vertauschbar  ist,  deren  Fixpunkte  genau  mit  denen  von  F  coincidieren. 

Ist  nun  eine  vorgelegte  Gruppe  F  in  der  g- Ebene  oder  doch  im 
g- Halbraum  eigentlich  discontinuierlich,  so  wird  sie  daselbst  einen 
endlichen  Discontinuitätsbereich  besitzen.  Durch  die  gesamten  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  F  geht  dieser  Bereich  in  unendlich  viele*) 
neue  mit  ihm  äquivalente  Bereiche  über,  welche  sich  nach  Art  der 
im  vorigen  Kapitel  besprochenen  Beispiele  in  der  g- Ebene  bez.  im 
Halbraum  lückenlos  und  einfach  an  einander  schliessen.  Die  mit  ein- 
ander äquivalenten  Punkte  als  homologe  Stellen  der  an  einander  gereihten 
Bereiche  sind  hier  stets  durch  endliche  Intervalle  von  einander  getrennt. 
Es  gilt  also  der  Satz:  Eine  Gruppe  F,  wekhe  in  der  i- Ebene  oder  doch 
jedenfalls  im  ^-Ilalhraum  eigentlich  discontinuierlich  ist,  kann  keine  in- 
finitesimale Substitutionen  enthalten. 

Von  diesem  Satze  gilt  nun  auch  die  Umkehrung:  Eine  Gruppe  F 
aus  i' Substitutionen,  unter  denen  sich  keine  infinitesimale 
finden,  ist  entweder  schon  in  der  ^-Ebene  oder  doch  jedenfalls 
im  ^'Halbraum  eigentlich  discontinuierlich.  Wir  werden  darauf- 
hin in  den  Stand  gesetzt  sein,  für  diejenigen  Gruppen,  mit  denen  sich 
das  vorliegende  Werk  beschäftigt,  eine  neue  und  erschöpfende  Defini- 
tion zu  geben:  es  sind  die  i- Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen. 

Wir  beweisen  dieses  Theorem  zunächst  für  diejenigen  Gruppen, 
welche  bei  den  Bewegungen  der  hyperbolischen  Ebene  auftreten,  und 
welche  nach  pg.  52  als  Hotationsgruppen  mit  einem  Gentrum  ausserhalb 
der  Kugel  zu  bezeichnen   sind.     Durch  zweckmässige   Auswahl  von  g 

*)  Man  denke  bei  der  vorliegenden  Discassion  die  Gruppen  der  regulären 
Körper  als  zu  elementar  allemal  bei  Seite  gelassen. 
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kann  man  bei  solchen  Gruppen  F  erreichen,  dass  die  Substitutions- 
coefficienten  durchgängig  reell  und  von  positiver  Determinante  werden; 
überdies  kommen  loxodromische  Substitutionen  in  F  nicht  vor. 

Es  soll  nun  F  keine  infinitesimale  Substitutionen  enthalten; 
jedoch  nehme  man  an,  diese  Gruppe  sei  in  der  g- Halbebene  nicht 
eigentlich  discontinuierlich.  Es  finden  sich  dann  in  jedem  im  Innern 
der  Halbebene  eingegrenzten  noch  so  kleinen,  jedoch  endlichen  Be- 
reiche wenigstens  noch  zwei  bezüglich  der  Gruppe  äquivalente  Punkte. 
Diese  Äquivalenz  aber  kann  durch  keine  hyperbolische  oder  para- 
bolische Substitution  von  F  vermittelt  werden,  da  die  Substitutionen 
dieser  Art  aus  F  einen  Punkt  im  Innern  der  Halbebene  immer  durch 
eine  endliclie  Strecke  verschieben.  Die  in  Rede  stehende  Äquivalenz 
muss  somit  durch  eine  elliptische  Substitution  vermittelt  sein;  und 
zwar  müssen  die  beiden  fraglichen  Punkte  in  unmittelbarer  Nähe  des 
Fixpunktes  dieser  Substitution  gelegen  sein,  da  wir  ja  hier  jedenfalls 
mit  einer  periodischen  elliptischen  Substitution  zu  thun  haben.  Aus 
dieser  Sachlage  folgt,  dass  die  g- Halbebene  überall  dicht  von  Fix- 
pnnkten  der  elliptischen  Substitutionen  von  F  bedeckt  ist;  auf  Grund 
des  am  Anfang  des  Paragraphen  formulierten  Hilfssatzes  schliessen 
wir  sonach  auf  das  Vorkommen  infinitesimaler  Substitutionen  in  F, 
Wir  fassen  nochmals  zusammen:  Besteht  die  Gruppe  Faiis  Stibstittdionen 
mit  reellen  Coefficienten  positiver  Determinante  und  kommen  unter  diesen 
Substitutionen  infinitesimale  nicht  vot^,  so  ist  F  in  der  ^' Halbebene 
eigentlich  discontinuierlicli. 

Wir  mögen  nun  eine  ganz  beliebige  Gruppe  F  ohne  infinitesimale 
Substitutionen  haben  und  verlegen  alsdann  die  Betrachtung  in  das 
Eugelinnere  des  hyperbolischen  Raumes.  Wäre  F  daselbst  nicht 
eigentlich  discontinuierlich,  so  würde  man  in  jedem  noch  so  kleinen, 
jedoch  endlichen  räumlichen  Bereiche  stets  wenigstens  zwei  äquivalente 
Punkte  nachweisen  können.  Man  discutiere  wieder,  durch  was  für  eine 
Substitution  von  F  diese  Äquivalenz  vermittelt  wird.  Eine  hyper- 
bolische, parabolische  oder  eine  loxodromische  Substitution  mit  end- 
lichem hyperbolischem  Bestandteil  kann  es  ersichtlich  nicht  sein.  Loxo- 
dromische Substitutionen  mit  infinitesimalem  hyperbolischen  Bestand- 
teil kommen  zufolge  des  vorigen  Paragraphen  nicht  vor.  Es  bleiben 
nur  die  elliptischen  Substitutionen  von  F  übrig,  wobei  die  beiden 
fraglichen  äquivalenten  Punkte  in  unmittelbarer  Nähe  der  Axe  der 
zugehörigen  elliptischen  Substitution  liegen  müssen.  Es  folgt:  Die 
Axen  der  in  F  enthaltenen  elliptischen  Substitutionen  erfüllen  das  Kugel- 
innere  überall  dickt. 

Nun  aber  kann  man  leicht  sehen,  dass  sich  in  jedem  System  von 

7* 
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Kngelsehnen;  welches  das  Kugeliunere  überall  dicht  ansfÜUt,  auch 
Sehnen  nachweisen  lassen,  die  einander  längs  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
unendlich  nahe  liegen.  Man  wolle  nämlich  etwa  concentrisch  mit  der 
Kugel  K  eine  etwas  kleinere  Kugel  K^  coustruieren  und  nur  diejenigen 
elliptischen  Sehnen  betrachten,  welche  das  Innere  von  Kq  erreichen. 
Von  allen  diesen  Sehnen  fixiere  man  je  einen  auf  K  gelegenen  End- 
punkt. Da  es  sich  um  unendlich  viele  Sehnen  handelt,  so  werden 
diese  Punkte  auf  K  wenigstens  eine  Häufungsstelle  P  darbieten. 
Daraufhin  wolle  man  um  P  einen  beliebig  kleinen,  aber  endlichen 
Bereich  auf  K  eingrenzen  uncj  die  unendlich  vielen  von  hier  aus- 
strahlenden Sehnen  des  zuletzt  gedachten  Systemes  auffassen;  dieselben 
liegen  insgesamt  im  Innern  des  von  P  an  K^  ziehenden  Tangenten- 
kegels. Die  unendlich  vielen  anderen  Endpunkte  der  fraglichen 
Sehnen  besitzen  dann  auf  der  durch  den  letzteren  Tangentenkegel  von 
K  abgeschnittenen  Calotte  wenigstens  einen  Grenzpunkt  Q.  Damit 
ist  der  am  Anfang  dieses  Absatzes  ausgesprochene  Satz   bewiesen*). 

Wir  schliessen  nun  sofort  weiter,  dass  sich  aus  F  Paare  elliptischer 
Substitutionen  f/,  V  herausgreifen  lassen,  für  welche  die  Fixpunkte 
der  einen  von  denen  dfer  anderen  nur  unendlich  wenig  verschieden 
gelegen  sind.  Der  Hilfssatz  vom  Anfang  des  Paragraphen  zeigt  dann, 
dass  r  unter  diesen  Umständen  infinitesimale  Substitutionen  enthalten 
müsste,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet.  Die  obige  Behauptung, 
dass  jede  ^-Gruppe  ohne  infinitesimale  Substitutionen  im  g- Halbraum 
eigentlich  discontinuierlich  ist,  haben  wir  damit  bewiesen.  — 

Aus  dem  nunmehr  allgemein  bewiesenen  Satze  über  die  eigent- 
liche Discontinuität  der  Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen 
im  g- Halbraum  oder  im  hyperbolischen  Räume  liesse  sich  der  oben 
speciell  für  die  Kotationsgruppen  ausgesprochene  Satz  als  besonderer 
Fall  leicht  wiedergewinnen.  Man  hat  sich  nur  klar  zu  machen,  wel- 
cher Art  die  Drehungen  des  projectiven  Raumes  um  das  Centrum  der 
fraglichen  Gruppe  sind;  doch  gehen  wir  hierauf  nicht  näher  ein. 

Zu  einer  ersten  Erläuterung  der  gewonnenen  allgemeinen  Sätze 
mögen  die  Gruppen  des  vorigen  Kapitels  dienen.  Die  Modulgrnppe 
gehört  zu  den  Rotationsgruppen  der  soeben  wiederholt  genannten  Art. 
Ihre  Substitutionen  haben  die  Determinante  1  und  die  Coefficienten 
sind  ganzzahlig;  es  kommen  somit  infinitesimale  Substitutionen  nicht 
vor,  und  also  ist  die  Modulgruppe  in  der  g- Halbebene  eigentlich  dis- 

*)  Etwas  abstracter  kann  man  die  im  Texte  gegebene  Überlegung  dahin 
znsammenfassen,  dass  in  der  vierdimeneionalen  Mannigfaltigkeit  aller  das  Innere 
von  Kq  durchziehenden  Geraden  die  unendlich  vielen  elliptischen  Axen  wenigstens 
eine  Uäufungsstelle  aufweisen  müssen. 
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continuierlich^  wie  ja  auch  bekannt  ist.  Auch  die  Picard'sche  Gruppe 
enthält  keine  infinitesimale  Substitutionen.  Da  sie  jedoch  keine 
Botationsgruppe  ist,  so  werden  wir  auf  ihre  eigentliche  Discontinuität 
mit  Sicherheit  erst  im  g-Halbraum  schliessen  dürfen.  In  der  That  ist 
die  Picard'sche  Gruppe  in  der  §- Ebene  nur  erst  uneigentlich  disconti- 
nuierlichy  da  diese  Ebene^  wie  wir  oben  sahen,  überall  dicht  von  Fix- 
punkten  der  Substitutionen  der  Gruppe  bedeckt  ist 

Auf  der  anderen  Seite  betrachten  wir  etwa  die  Gruppe  aller  ganz- 
zahligen reellen  Substitutionen  einer  beliebigen  positiven  Determinante  n. 
Diese  Gruppe  ist  in  der  £- Ebene  und  auch  im  g- Räume  nur  erst 
uneigentlich  discontinuierlich;  in  der  That  enthält  sie,  wenn  wir  ihre 
Substitutionen  nur  unimodular  schreiben,,  ofTenbar  infinitesimale  Substi- 
tutionen.    Man  wähle  nämlich  zunächst  e  beliebig  klein,  aber  endlich 

und   bestimme   die  ganze  Zahl  a  so  gross,   dass   a{tt  —  l)=n>-| 

wird.     Die  in  der  Gruppe  enthaltene  Substitution  (    '  .  j,  welche 

unimodular  geschrieben  die  Coefficienten : 

yn  yn 

liefert,  genügt  alsdann,  ohne  gleich  1  zu  sein,  den  Bedingungen,  dass 
a  —  d',  /?,  /  absolut  <  e  sind. 

Der  in  diesem  Paragraphen  bewiesene  Hauptsatz  über  die  eigentliche 
Discontinuität  der  Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen  ist  von 
Poincard  aufgestellt  und  bewiesen  worden;  cf.  §  2  der  schon  genannten 
Abhandlung  j,M^oire  sur  les  groupes  Kleineens'^"^),  Durch  Herein- 
nahme des  g-Halbraumes  in  die  Betrachtung  war  es  möglich,  unter 
directer  Anknüpfung  an  die  Substitutionsgruppe  den  fraglichen  Satz 
zu  gewinnen,  der  infolge  seiner  grossen  Allgemeinheit  grundlegend 
ist  Die  vorausgehenden  Untersuchungen  von  Klein,  über  welche  in 
den  „Neuen  Beiträgen  mr  Riemann' sehen  Fnndionentheorie^^  *'^)  zu- 
sammenhängend Bericht  erstattet  ist,  bewegten  sich  allein  in  der  g-Ebene 
selbst  Es  hat  dies  txxr  Folge,  dass  hier  gewisse  Gruppen  in  den 
Vordergrund  der  Untersuchung  gerückt  werden,  welche  bei  Poincar^ 
zunächst  zurücktreten,  die  aber  gleichwohl  für  die  functionentheore- 
tischen  Zwecke  höchst  wichtig  sind.  Um  einseitigen  Auffassungen 
vorzubeugen,  wollen  wir  im  folgenden  Paragraphen  auf  die  hier  vor- 
liegenden methodischen  Unterschiede  näher  eingehen. 


*)  Acta  mathematica,  Bd.  3  pg.  67  (1883). 
**)  Mathem.  Annalen,  Bd.  21  (1882). 
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§  3,    Einftilinwg  der  Begriffe  der  Polygon-  und  der 
Polyeder-Orappen. 

Die  Modulgruppe  hatte  die  Eigenschaft,  auf  der  Ellipse  der  pro- 
jectiven  Ebeue  sowie  ausserhalb  derselben  nur  erst  uueigentlich  dis- 
continuierlich  zu  sein,  wie  oben  (pg.  76)  aasdrücklich  herTo:^efaoben 
wurde.  Die  bei  den  Bewegungen  der  hyperbolischen  Ebene  in  sich  auf- 
tretenden Gruppen,  zu  denen  ja  auch  die  Modulgruppe  gehört,  kQnnen 
wir  nach  der  im  Seh lus spar agraphen  der  Einleitung  befürworteten 
Sprechweise  auch  als  Hau^tkreisgruppen  benennen.  Im  speciellen  wird 
der  Hauptkreis  zur  reellen  g-Axe,  falls  wir  g  so  auswählen,  dass  die 
Substitutionscoefficieuten  reell  sind.  Zu  den  Hauptkreisgruppen  ge- 
hören auch  die  tiruppen  der  Kreisbogendreiecke  dritter  Art,  die  in 
„M."  I  pg.  108  unter  dieser  Benennung  besprochen  wurden.  Auch 
diese  Gruppen  besitzen  in  der  projectiven  Ebene  allein  im  Innern  der 
Ellipse  den  Charakter  der  eigentlichen  Discontinuität 

Demgegenüber  müssen  wir  nunmehr  auf  die  Existenz  von  Haupt- 
kreisgruppeu  aufmerksam  machen,  welche  nickt  nur  im  Innern  der 
Ellipse,  sondern  auch  auf  derselben  und  also  in  der  ^-Ebene  auf  dem 
Hauptkreise  {der  reellen  Axe),  sowie  seihst  noch  im  Ellipsenäussem  eigent- 
lich discontinuierlicfi  sind.  Indem  wir  eine  eingehendere  Behandlung 
aller  dieser  Gruppen  bis  späterhin  versparen,  gilt  es  hier  nur  erst,  an 
einem  einfachsten  Beispiele  deren  Vorkommen  darzuthun. 

Zu  diesem  Ende  wolle  man  z.  B.  den  durch  die  drei  Geraden  der 
Figur  23  eingegrenzten  Bereich  als  den  auf  das  Ellipseninnere  (die  hyper- 


bolische Ebene  im  engeren  Sinne)  bezüglichen  Discontiuuitätsbereich  einer 
Gruppe  zweiter  Art  ansehen,  die  sieh  somit  aus  den  drei  zu  diesen  Geraden 
gehörenden  Spiegelungen  erzeugen  lässt.  In  der  QOBitiTen  g-Halbebene 
gewinnen  wir  den  in  Figur  24  angedeuteten  Bereich,  an  dessen  Be- 
randung  drei  Strecken  der  reellen  g-Axe  teilnehmen.  Die  lückenlose 
und    einfache    Bedeckung   der   ganzen  positiven   Halbebene  mit  äqui- 
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valenten  Bereichen  dieser  Art  vollzieht  sich  nach  dem  Princip  der 
Symmetrie  im  wesentlichen  gerade  so,  wie  im  Falle  der  Modulgruppe 
oder  eines  Kreisbogendreiecks  dritter  Art,  der  in  „M."  I  pg.  108  aus- 
führlich geschildert  wurde.  Nun  aber  wird  jeder  Bereich  der  Halb- 
ebenenteilung  längs  dreier  endlich  ausgedehnten  Strecken  an  die  reelle 
Axe  heranreichen;  oder  wir  können  das  Sachverhältnis  auch  dadurch 
charakterisieren,  dass  der  Discontinuitätsbereich  mit  seinem  am  Haupt- 
kreise entworfenen  Spiegelbilde  zusammenhängt,  entgegen  der  Sachlage, 
wie  er  z.  B.  bei  der  Modulgruppe  oder  einer  sonstigen  Dreiecksgruppe 
dritter  Art  vorliegt,  unsere  Gruppe  ist  sonach  bereits  auf  dem  Haupt- 
kreise  eigentlich  discontinuierlkh  und  besitzt  dortselbst  einen  aus  drei  end- 
lichen Bogenstücken  bestehenden  Discontinuitätsbereich, 

Auch  in  der  projectiven  Ebene  wolle  man  sich  die  vorliegenden 
Verhältnisse  noch  deutlich  machen.  Wie  der  ursprüngliche  Bereich 
der  Figur  23  so  wird  jeder  weitere  Bereich  des  Netzes  mit  drei  Ecken 
in  den  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Teil  der  Ebene  hinausragen. 
Diese  Ecken  lagern  sich  ohne  GoUision  neben  einander  und  bedecken 
dadurch  einen  kleinen  Teil  des  Ellipsenäusseren,  wie  wir  dies  weiter- 
hin noch  bei  mehreren  Gelegenheiten  näher  betrachten  werden.  Unsere 
Gruppe  ist  also,  wiederum  entgegen  der  Modulgruppe,  jedenfalls  auch  noch 
in  einem  Teile  des  Ellipsenäusseren  eigentlich  discontinuierlidi*). 

Fast  Wort  für  Wort  dieselben  Überlegungen  wiederholen  sich 
für  den  i-HaWraum  oder  den  hyperbolischen  Raum,  Die  Picard'sche 
Gruppe  ist  in  der  g-Ebene  uneigentlich  discontinuierlich,  und  dement- 
sprechend hängt  der  Discontinuitätsbereich  derselben  im  g-Halbraume 
mit  seinem  an  der  g-Ebene  entworfenen  Spiegelbilde  nicht  zusammen; 
dabei  wird  Zusammenhang  in  einem  Punkte  gerade  wie  bei  der  Modul- 
gruppe nicht  gerechnet.  Demgegenüber  ist  es  nun  auch  hier  leicht, 
die  Existenz  von  Gruppen  nachzuweisen,  die  sicher  nicht  den  elementaren 


*)  Nebenher  sei  bemerkt,  dass  der  Charakter  der  eigentlichen  Discontinuität 
der  fraglichen  Gruppe  im  Ellipsenäasseren  auch  noch  über  den  im  Texte  bezeich- 
neten, aus  den  Ecken  der  Dreiecke  zusammengesetzten  Bereich  hinaus  gewahrt 
bleibt.  Der  Bildung  eines  Discontinuitätsbereiches  für  das  gesamte  Ellipsenäussere 
tritt  hier  freilich  zunächst  der  Umstand  hindernd  in  den  Weg,  dass  die  hyper- 
bolischen Fixpankte  im  Ellipsenäusseren  ein  System  discreter  Punkte  abgeben, 
dessen  Stmctur  erst  durch  eine  besondere  Untersuchung  festzustellen  ist.  Man 
hat  aber  hierin  keine  principielle  Schwierigkeit  zu  sehen,  und  wir  werden  im  näch- 
sten Abschnitte  (allerdings  für  andere  Gruppen)  derartige  Punktsysteme  ausführlich 
in  Untersuchung  ziehen.  Auf  die  schliessliche  Gestalt  des  Discontinuitätsbereiches 
gehen  wir  an  dieser  Stelle  nicht  weiter  ein,  bemerken  jedoch,  dass  man  hier  nur 
dann  zu  endgültigen  und  durchsichtigen  Ergebnissen  gelangt,  wenn  man  die  pro- 
jective  Ebene  als  Doppelfläche  auffasst 


104    I.  Allgemeine  Theorie  der  discontinuierlichen  Gruppen  ans  ^-Sabstitutionen. 


Fig.  25. 


Cliardkter  der  Rotationsgruppen  haben,  aber  gleichwohl  auf  der  Begren- 
zung des  i-Hdlbraumes^  bez.  der  absoluten  Kugel  des  projectiven  Raumes 
soivie  auch  noch  ausserhalb  der  absoluten  Kugel  eigentlich  discontinuier- 
lieh  sind. 

Man  wolle  z.  B.  im  projectiven  Räume  ein  Tetraeder  construieren; 
dessen  sämtliche  Seiten  die  absolute  Kugel  durchschneiden,  während 

alle  sechs  Kanten  ausserhalb  der  Kugel  ver- 
laufen. Dieses  Tetraeder  mache  man  zum 
Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  zweiter 
Arty  welche  sich  demgemäss  aus  vier  Spier 
gelungen  erzeugen  lassen  wird.  Die  Pro- 
jection  der  Schnittkreise  der  Tetraederseiten 
mit  der  Kugel  auf  die  g-Ebene  liefert  Figur  25, 
in  welcher  der  schraffierte  Teil  der  g-Ebene 
von  demjenigen  Teile  der  absoluten  Kugel 
herrührt,  welcher  im  Innern  des  Ausgangs- 
tetraeders unserer  Gruppe  gelegen  ist 
Der  Spiegelungsprocess  des  Sjmmetrieprincips  lässt  sich  nun  ohne 
Schwierigkeit  auch  auf  den  Bereich  der  Figur  25  anwenden*).  Es 
wird  sich  im  Innern  der  jedesmal  noch  frei  bleibenden  Kreise  je  ein 
neuer  mit  dem  ursprünglichen  äquivalenter  Bereich  anlagern,  und  diese 
Bereiche  werden  schliesslich,  wenn  man  von  gewissen  Grenzpunkten 
absieht,  zu  einer  vollständigen  und  einfachen  Bedeckung  der  g- Ebene 
führen.  Wir  müssen  uns  vorbehalten,  auf  die  Eigenart  der  so  zu  ge- 
winnenden Ebenenteilung  unten  noch  ausführlich  zurückzukommen. 
Jedenfalls  aber  ist  schon  hier  ersichtlich,  dass  die  aufgestellte  Gruppe 
zwar  Haupthreisgruppen  als  Untergruppen  in  sidi  enthält,  dass  sie  selbst 
aber  nicht  mdir  deti  einfachen  Clmrakter  einer  Hauptkreisgruppe  dar- 
bietet.  Nehmen  wir  nämlich  nur  drei  unter  den  vier  Spiegelungen 
der  Figur  25  zu  erzeugenden  Substitutionen,  so  entspringt  allerdings 
eine  Hauptkreisgruppe,  da  drei  einander  nicht  schneidende  Kreise  unter 
allen  Umständen  einen  gemeinsamen  Orthogonalkreis  haben.  Die  vier 
Kreise  der  Figur  25  haben  aber  keinen  gemeinsamen  Orthogonalkreis, 


*)  Das  im  Texte  vorgelegte  Beispiel  ist  bereits  von  Riemann  bebandelt 
worden.  Siebe  die  späterhin  noch  öfter  zu  nennende  Arbeit  Riemann^s  ^firleich- 
getoickt  der  EJectricität  auf  Cylindern  mit  kreisförmigem  Querschnitt  und  parallelen 
Äxen^\  Gesammelte  Werke,  pg.  413.  Diese  Arbeit  ist  zuerst  1876  aus  Riemann's 
Nachlasse  publiciert  worden,  gerade  als  Schottky,  unabhängig  von  Riemann, 
denselben  Gegenstand  in  Untersuchung  genommen  hatte  (Dissertation,  Berlin  1876, 
umgearbeitet  in  Crelle's  Journal,  Bd.  83,  1877);  vgl.  hierzu  auch  die  Bemerkongen 
von  Schottky  in  Bd.  20  der  Mathem.  Annalen  pg.  299  u.  f.  (1882). 
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wie  man  auch  schon  daraus  schliessen  mag,  dass  diese  vier  Kreise 
auf  der  absoluten  Eugel  des  hyperbolischen  Raumes  durch  yier,  nicht 
durch  einen  Punkt  gehende  Ebenen  ausgeschnitten  werden. 

Die  auf  der  directen  Untersuchung  der  g- Substitutionen  beruhen- 
den Betrachtungsweisen  Poincare^s^  wie  wir  sie  soeben  in  §  1  und  2, 
pg.  95  u.  f.  schilderten,  gaben  sofort  das  Mittel,  die  von  den  Bewe- 
gungen der  hyperbolischen  Ebene  gelieferten  Hauptkreisgruppen  als 
eine  besondere  Gattung  zu  charakterisieren;  durch  richtige  Auswahl 
von  i  kann  man  hier  nämlich  lauter  reelle  Substitutionscoefficienten 
positiver  Determinante  erzielen.  Dagegen  mangelt  es  diesen  Ansätzen 
zur  Zeit  noch  an  einer  einfachen  Methode,  für  diejenigen  Gruppen, 
welche  weder  Hauptkreisgruppen  sind  noch  einer  der  anderen  elemen- 
taren Classen  der  Rotationsgruppen  angehören,  durch  alleinige  Be- 
trachtung der  Substitutionscoefficienten  zu  entscheiden,  ob  nur  erst  im 
g- Räume  oder  nach  Analogie  des  Beispiels  der  Figur  25  schon  in  der 
g- Ebene  eigentliche  Discontinuität  vorliegt. 

Auf  der  anderen  Seite  ist  zu  betonen,  dass  die  hier  hervortretende 
Fallunterscheidung,  je  nachdem  die  eigentliche  Discontinuität  bereits 
in  der  Ebene  oder  erst  im  g- Räume  stattfindet,  nicht  nur  an  sich  we- 
sentlich ist,  sondern  bei  unseren  späteren  functionentheoretischen  Unter- 
suchungen fundamentale  Bedeutung  gewinnt:  In  der  That  kommen  für 
die  Theorie  der  eindeutigen  automorpJien  Functionen  einer  Variahelen  ent- 
sprechend dem  heutigen  Zustande  der  Functionentheorie  allein  die  bereits 
in  der  i- Ebene  eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen  in  Betracht. 

Bei  dieser  Sachlage  erscheint  es  denn  auch  berechtigt,  wenn 
Klein  bei  seinen  ersten  Untersuchungen  über  automorphe  Functionen, 
wie  wir  schon  pg.  64  hervorhoben,  nicht  an  die  Gruppen,  sondern, 
von  functionentheoretischen  Erwägungen  geleitet,  direct  an  die  Dis- 
continuitatsbereiche  in  der  g- Ebene  anknüpft,  welche  ihrerseits  dann 
umgekehrt  die  Gruppen  definieren.  Eben  auf  diesem  geometrischen 
Wege  wurde  Klein  damals  zu  den  Gruppen  geführt,  welche,  ohne 
Hauptkreisgruppen  oder  sonstige  Rotationsgruppen  darzustellen,  gleich- 
wohl in  der  g- Ebene  eigentlich  discontinuierlich  sind.  Seine  Ergeb- 
nisse teilte  Klein  brieflich  an  Poincar^  mif^),  welch'  letzterer  dann 
in  seinen  bezüglichen  Noten  der  Comptes  rendus  sowie  in  der  wieder- 
holt genannten  Abhandlung  im  3.  Bande  der  Acta  mathematica  für 
die  fraglichen  Gruppen  die  Benennung  „Klein'sche  Gruppen"  in  Vor- 
schlag brachte.  Für  die  den  Bewegungen  der  hyperbolischen  Ebene 
entstammenden  Hauptkreisgruppen  braucht  Poincare  demgegenüber  den 


*)  Von  Poincar^  veröffentlicht  in  den  Comptes  rendus  von  1681  Bd.  I  pg.  1486. 
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Namen  der  ^^Fuchs'scben  Gruppen''  und  definiert  sie  übrigens  als  Grup- 
pen reeller  g- Substitutionen  positiver  Determinante.  Diese  Angaben 
bezwecken  hier  nur  erst  eine  vorläufige  Orientierung:  die  näheren 
Ausführungen  zur  Terminologie  unserer  Gruppen  finden  erst  im  näch- 
sten Kapitel  ihren  Platz. 

£s  wird  nun  für  die  Entwicklung  der  Theorie  der  automorphen 
Functionen  von  principieller  Wichtigkeit  sein^  dass  wir  zwischen  func- 
tionentheoretisch  brauchbaren  Gruppen  und  solchen ,  die  es  nicht  sind, 
unterscheiden.  Diese  Rücksichtnahme  aber  veranlasst  die  Einführung 
einer  neuen  Terminologie,  die  wir  schon  hier  nennen  wollen.  Wie 
wir  bald  sehen  werden^  und  wie  die  Picard'sche  Gruppe  bestätigt,  lassen 
sich  die  Discontinuitätsbereiche  im  projectiven  Räume  stets  in  Gestalt 
von  Polyedern  angeben,  von  deren  Seitenflächen  wir  einstweilen  un- 
entschieden lassen,  ob  dieselben  eben  oder  gekrümmt  sein  mögen. 
Liegt  überdies  bereits  eigentliche  Discontinuität  auf  der  g-Kugel  selbst 
vor,  so  kann  man  den  Discontinuitätsbereich  dortselbst  stets  als  Po' 
lygon  wählen,  dessen  Seiten  Kreise  oder  sonstige  Curven  sein  mögen. 
Wir  wollen  demgemäss,  einem  Vorschlage  von  Bianchi  folgend,  die 
gesamten  bereits  auf  der  g-Kugel  (oder  in  der  ^-Ebene)  eigentlich  dis- 
continuierlichen Gruppen  unter  der  gemeinsamen  Benennung  der  Poly- 
gongruppen  zusammenfassen,  während  alle  S- Gruppen  ohne  infinitesi- 
male Substitutionen,  die  erst  im  Raum  eigentlich  discontinuierlich 
sind,  Polyedergruppen  heissen  sollen.  Für  die  späteren  functionen- 
theoretischen  Anwendungen  wird  somit  einzig  die  Theorie  der  Poly- 
gongruppen zur  Geltung  kommen.  Dieser  Einteilung  entsprechend 
könnte  man  diejenigen  Hauptkreisgruppen,  welche  bereits  auf  dem 
Hauptkreise  selbst  eigentlich  discontinuierlich  sind;  etwa  als  „Seg- 
mentgruppen" in  eine  besondere  Vorclasse  vereinen  und  würde  sich 
auf  diese  Segmentgruppen  beschränken,  wenn  man  automorphe  Func- 
tionen einer  einzelnen  reellen  Variabelen  untersuchen  wollte.  Doch 
machen  wir  von  dieser  Einteilung  weiter  keinen  Gebrauch. 

§  4.     Einführang  der  normalen  Disoontinuitätsbereiohe  der 
projectiven  Ebene  bei  BotationBgmppen. 

Nachdem  die  eigentliche  Discontinuität  der  Gruppen  ohne  infini- 
tesimale Substitutionen  festgestellt  ist,  wird  es  nun  an  der  Zeit  sein, 
über  die  Gestalt  der  Discontinuitätsbereiche  nähere  Untersuchungen 
anzustellen.  Wir  handeln  hier  bis  auf  weiteres  ausschliesslich  von 
Gruppen  der  ersten  Art,  d.  h.  solchen  Gruppen,  welche  einzig  aus  Sub- 
stitutionen der  ersten  Art  bestehen.  Bei  ihnen  sind  die  Disconti- 
nuitätsbereiche noch  sehr  willkürlich  wählbar,  worüber  oben  (pg.  66) 
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und  in  ^^M/'  I  pg.  191  und  pg.  216  nähere  Aasführungen  gegeben  sind. 
Wir  werden  hier  gewisse  Normalgestalten  der  Discontinuitätsbereiche 
empfehlen,  deren  Theorie  in  ihren  Grundzügen  sogleich  entwickelt 
werden  soll.  Dabei  beschränken  wir  uns  zuvörderst  auf  solche  Gruppen, 
welche  den  Bewegungen  der  projectiven  £bene  entspringen;  und  welche 
nach  der  pg.  51  eingeführten  Sprechweise  Botationsgruppen  sind.  Über- 
dies legen  wir  der  Betrachtung  direct  die  projective  Ebene  zu  Grunde, 
welche  also  die  elliptische,  parabolische  oder  hyperbolische  Ebene  ist, 
je  nach  der  Lage  des  im  hyperbolischen  Baume  gedachten  Rotations- 
centrums. Freilich  sind  die  Gruppen  des  elliptischen  und  parabolischen 
Falles,  wie  wir  zum  Teil  von  früher  her  wissen  und  auch  weiter  unten 
noch  näher  ausführen,  so  einfach  und  leicht  zugänglich,  dass  es  zweck- 
mässig erscheint,  den  Wortlaut  der  folgenden  Untersuchung  stets  auf 
den  hyperbolischen  Fall,  d.  i.  auf  diejenigen  Gruppen  zu  beziehen, 
welche  wir  nach  der  pg.  58  getroffenen  Verabredung  als  Hauptkreis- 
gruppen bezeichnen.  Die  im  folgenden  vorkommenden  Maassangaben 
sind  natürlich  stets  im  Sinne  der  zugehörigen  projectiven  Maassbestim- 
mimg gemeint. 

Es  bestehe  nun  die  Hauptkreisgruppe  F  aus  den  unendlich  vielen 
Substitutionen  Vq=\,  F^,  V^,  . . .,  unter  denen  infinitesimale  nicht 
vorkommen.  Im  Innern  der  absoluten  Ellipse  der  hyperbolischen  Ebene 
wählen  wir  einen  Punkt  CJ,  willkürlich  aus,  allein  mit  der  einen  Be- 
schränkung, dass  er  nicht  gerade  der  Fixpunkt  einer  elliptischen  Sub- 
stitution von  r  sein  soll,  sofern  solche  Substitutionen  in  unserer 
Gruppe  überhaupt  vorkommen.  Von  Cq  aus  gewinnt  man  durch  Trans- 
formation mittelst  der  Substitutionen  der  Gruppe  unendlich  viele  weitere 
Punkte  Ci  =  Fi(6o),  Ci=F2(Co),  . . .,  die  alle  dem  Ellipseninnern 
angehören,  und  die  durchgehends  in  endlichen  Entfernungen  von  ein- 
ander liegen.  Das  Punktsystem  Cq,  C^  ...  toird  durch  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe  in  sidh  selbst  transformiert  und  zeigt  in  dem  Sinne 
Begtdarität,  dass  dasselbe  um  jeden  einzelnen  seiner  Funkte  genau  so  an- 
geordnet ist,  wie  um  jeden  andern. 

Man  wolle  nun  (immer  im  Sinne  der  projectiven  Maassbestimmung 
gesprochen)  um  alle  Punkte  d  mit  einem  und  demselben  Radius  r 
Kreise  beschreiben,  die  Kq,  JT^,  K^,  ...  heissen  sollen.  Der  Kreis  jET,- 
wird  durch  die  Substitution  F<  aus  Kq  entstehen,  und  das  gesamte 
Kreissystem  wird  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  F  in  sich  trans- 
formiert werden. 

Ist  r  hinreichend  klein  gewählt,  so  werden  keine  zwei  unter  den 
Kreisen  K  mit  einander  coUidieren.  Doch  denke  man  sich  nunmehr 
den  Radius  r  zu  gleicher  Zeit   bei   allen  Kreisen  K  wachsend.     Der 
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einzelne  toq  d  aaslaufende  Strahl  soll  dabei  jedoch  nur  bo  lange 
wachsen,  als  er  noch  freies,  d.  h.  von  andern  Strahlen  noch  nicht  be- 
setztes Gebiet  antriSFt.  Äquivalente  Strahlen  werden  dabei  immer  zu 
gleicher  Zeit  das  Ende  ihres  Wachstums  erreichen,  wie  denn  (iberhaupt 
die  ganze  Figur  in  jedem  Äugenblicke  durch  die  gesamten  Substitu- 
tionen yon  r  in  sich  selbst  transformiert  wird  oder  auf  ebenso  viele 
Arten  im  Sinne  der  projectiveu  Maassbestimmung  mit  sich  selbst  con- 
grueut  ist.  Den  hiermit  eingeleiteten  Process  setzen  wir  so  lange 
fort,  bis  er  sein  natürliches  Ende  erreicht. 

Wir  untersuchen  nun  die  Gestalt  desjenigen  Bereiches,  der  von 
den  Strahlen  eines  einzelnen  Centrums,  etwa  des  Punktes  Cm,  bedeckt 
ist.  Es  möge  der  um  das  Centrum  C„  sich  concentrisch  erweiternde 
Kreia  mit  dem  entsprechend  wachsenden  Kreise  um  (7.  zur  Berflhning 
kommen.  Bei  Fortffihrung  des  Processea  wird  sich  alsdann  swischen 
den  beiden  zu  CU  und  C^  gehörenden  Bereichen  eine  geraälinige  Grenze 
einstellen,  die  im  Mittelpunkt  der  Verbindungsgeraden  C„C^  gegen  diese 
senkrecht  Terlauft,  d.  i.  diesen  Mittelpunkt  mit  dem  ausserhalb  der 
Ellipse  gelegenen  Pole  der  Geraden  f7,„C.  Terbindel.  Solche  gerad- 
linige Grenzen  stellen  sich  natürlich  zu  gleicher  Zeit  fQr  alle  Strablen- 
büscbel  ein. 

Man  verfolge  nun  die  Ausgestaltung  der  geradlinigen  Begrenzung 
zweier  Nachbar bereiche.  Die  Gerade  wird  vom  anfänglichen  Berüh- 
rungspunkte beider  Kreise  zunächst  nach  beiden  Seiten  hin  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  wachsen.  Sie  wird  aber  nach  der  einen  oder  anderen 
Richtung  hin  einen  Endpunkt  bekommen,  falls  sich  zwischen  die  beiden 
concentrisch  wachsenden  Kreisscharen  eine  dritte  oder  vielleicht  auch 
mehrere  weitere  zu  gleicher  Zeit  einschieben.  Mit  Hilfe  der  beige- 
fügten ,  Übrigens  nur  schematischen 
Figur  26  wird  man  sich  den  fraglichen 
Vorgang  leicht  veranschaulichen  kön- 
nen. Wie  sich  die  Verhältnisse  im 
Falle  der  Modulgruppe  gestalten,  wer- 
den wir  sogleich  weitet  verfolgen.  In 
Figur  26  sind  es  vier  benachbarte  Be- 
reiche, welche  gegen  einander  wachsen; 
dementsprechend  laufen  vier  gerad- 
linige Grenzen  in  einem  Endpunkte 
zusammen.  Man  wolle  sich  gleich  an- 
"*  **  merken,  dass  dieser  Endpunkt  von  den 

vier  Centren  C„,  C„,  Cp,  C,  gleich  weit  entfernt  ist,  und  dass  die  Ecken- 
winliel  der  vier  Bereiche  notkwend^er  Weise  concav  sind. 
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Es  hat  übrigens  keinerlei  Schwierigkeit,  eine  geradlinige  Grenze 
zweier  Bereiche  nötigenfalls  bis  an  die  Ellipse  heran  oder  gar  über 
dieselbe  hinaus  wachsen  zu  lassen.  Man  hat  zu  diesem  Ende  nur  zu- 
zulassen, dass  die  Radien  r  der  Kreise  K  unendlich  gross  bez.  dar- 
über hinaus  rein  imaginär  werden.  Wie  wir  sogleich  noch  ausführ- 
licher sehen,  ist  dieses  Vorkommnis  charakteristisch  für  den  Fall,  dass 
die  Gruppe  bereits  auf  der  absoluten  Ellipse  selbst  eigentlich  discon- 
tinuierlich  ist.  Will  man  sich  im  letzteren  Falle  auf  das  Ellipsen- 
innere  beschränken,  so  würde  die  Ellipse  selbst  an  der  Begrenzung 
jedes  einzelnen  Bereiches  mit  einem  oder  mehreren  Bogenstücken  teil- 
haben. 

Am  Schlüsse  des  eingeleiteten  Processes  wird  der  einzelne  Bereich 
rings  von  benachbarten  Bereichen  umgeben  sein,  die  sich  ohne  Lücke 
an  einander  reihen,  und  von  denen  keine  zwei  mit  einander  collidieren, 
d.  h.  über  einander  greifen.  Alle  Bereiche  sind  mit  einander  congruent 
und  gehen  durch  die  Substitutionen  von  F  aus  einem  unter  ihnen  her- 
vor. Ein  einzelner  dieser  Bereiche,  z.  B.  der  mit  dem  Centrum  Cq, 
kann  demnach  als  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  F  benutzt  werden. 
Wir  benennen  ihn  als  normalen  Discontinuitätsbereich  oder  kurz  Nor- 
maipolygon  der  Gruppe  und  bezeichnen  ihn  symbolisch  durch  P^,  wäh- 
rend durch  die  Substitution  Vi  aus  P^  der  Bereich  P,  hervorgehe.  Es 
hat  sich  somit  ergeben:  Das  Ellipseninnere  der  projeciiven  Ebene  ge- 
stattet, der  Gruppe  F  entsprechend,  eine  reguläre  Einteilung  in  lauter 
äquivalente  centrierte  und  geradlinige  Normalpolygone,  welche  mit  lauter 
concavcn  Winkeln  ausgestattet  sind  und  offenbar  einfachen  Zusammenhang 
besiteen,  Falls  F  schon  auf  der  Ellipse  selbst  eigentlich  discontinuier- 
lich  ist^  wird  Pq  über  die  Ellipse  hinausragen,  wie  wir  schon  andeu- 
teten. Will  man  in  diesem  Falle  unter  Pq  nur  den  im  EUipseninnern 
gelegenen  Teil  des  Normalpol jgons  verstehen,  so  wird  freilich  die 
Ellipse  selbst  an  der  Berandung  des  einzelnen  Polygons  teilhaben,  und 
alsdann  erfahrt  die  Geradlinigkeit  der  Begrenzung  eine  ersichtliche 
Einschränkung.  Man  merke  noch  an,  dass  das  Normalpoljgon  und 
damit  die  ganze  Reihe  der  weiteren  Polygone  der  Einteilung  durch 
das  Gentrum  Cq  eindeutig  bestimmt  ist  und  also,  den  verschiedenen 
Lagen  von  CJ,  entsprechend,  auf  oo*  Weisen  wählbar  ist. 

Die  Übertragung  der  gewonnenen  Ergebnisse  auf  diejenigen  Ro- 
tationsgruppen, denen  die  elliptische  oder  parabolische  Ebene  zu  Grunde 
liegt,  vollzieht  sich  ohne  Schwierigkeit.  Die  Verhältnisse  liegen  hier 
insofern  noch  einfacher,  als  die  gan^e  Ebene  bez.  im  elliptischen  Falle 
die  ganze  Doppelebene  mit  einer  regulären  Teilung  versehen  erscheint. 
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§  5.    Yon  den  Eoken  tmd  Saaten  der  Normalpolygone  bei  Hanpt- 
kreisgrnppen.    Srater  Teil:  Die  Eoken  im  EUipseninnem. 

Die  weitere  Ausgestaltung  der  Theorie  der  Normalpolygone  be- 
trifft in  erster  Linie  die  Ecken  derselben.  Man  hat  hierbei  zu  unter- 
scheiden, ob  der  einzelne  Eckpunkt  Fixpuukt  einer  in  der  Gruppe  ent- 
haltenen Substitution  ist  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  sprechen  wir 
▼on  einer  eufalligen  Ecke,  eine  Bezeichnung,  die  dem  Umstände  ent- 
sprechen soll,  dass  die  Lage  der  zufälligen  Ecken  von  der  Auswahl 
des  Centrums  C^  abhängig  ist  Die  fibrigen  Ecken  werden  wir  je  nach 
der  zugehörigen  Substitution  als  elUptiseke,  parabolische  und  hypertxAistiie 
E<^en  benennen.  Nur  die  zufölligen  und  die  elliptischen  Ecken  liegen 
im  EUipseninnem;  von  ihnen  handeln  wir  zunächst 

Es  wird  gut  sein,  hier  am  Beispiele  der  Modulgruppe  vorab  die 
Gestalt  der  Normalpolygone  zu  erläutern;  diesem  Zwecke  soll  die  bei- 
gefügte Figur  27  dienen,  die  sich  an 
Figur  18  pg.75an8chlies8t  Der  Punkt 
G^  ist  hier  in  einem  schraffierten 
Elementardreieck  angenommen;  die 
mit  Cq  äquivalenten  Punkte  (7j,  6^, ... 
liegen  demnach  gleichfalls  in  schraf- 
fierten Dreiecken,  da  es  sich  hier 
nur  um  Modulsubstitutionen  erster 
Art  handelt  Unter  allen  Punkten 
G  liegt  nun  C,  dem  Punkte  CJ,  am 
nächsten,  so  dass  wir  halbwegs  zwischen  diesen  beiden  Punkten  eine 
geradlinige  Polygongrenze  antreffen.  Letztere  Gerade  verfolgen  wir 
etwa  in  der  Richtung  nach  rechts  so  lange,  bis  die  erlangte  Ent- 
fernung von  Cg  (und  C7,)  gleich  der  Entfernung  von  einem  weiteren 
nun  nächstgelegenen  Punkte  C  (hier  Cj)  geworden  ist 

In  diesem  Augenblick  haben  wir  offenbar  eine  zufällige  Ecke  er- 
reicht; und  wie  man  in  Figur  27  nachsehen  wolle,  liegt  je  eine  eolche 
Ecke  im  einzelnen  nicht- schraffierten  Dreieck,  wobei  immer  ^ei  Poly- 
gonseiten in  einer  solchen  Ecke  zusammenlaufen.  Um  diese  Über- 
legung sogleich  für  eine  beliebige  Rotationsgruppe  P  zu  verallgemei- 
nern, 80  wird  man  auch  allgemein  zu  erwarten  haben,  dass  immer 
drei  Polygonseiten  in  der  einzelnen  zufälligen  Ecke  zusammenlaufen. 
Man  wird  nämlich  bei  Durchlaufung  einer  zwischen  zwei  Punkten  Cp, 
Cq  sich  bildenden  geradlinigen  Grenze  im  allgemeinen  nur  einem  dritten 
Punkte  Cr  und  nicht  zugleich  zweien  am  nächsten  kommen.  Doch 
wollen   wir   in    keiner  Weise    aussch Hessen,    dass    nicht   auch  einmal 
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mehr  als  drei  Seiten  in  einer  zufälligen  Ecke  zusammenlaufen.  Kommt 
dies  bei  particulären  Lagen  von  Cq  vor,  so  wird  man  bei  einer  kleinen 
Veränderung  der  Lage 
von  Gq  einen  mehrseiti- 
gen Eckpunkt  in  mehrere 
dreiseitige  sich  auflösen 
sehen.  Figur  28  wird 
dies  naher  erläutern. 

Die  eben  zuletzt  be- 
folgte Schlussweise  wolle  Fig.  28. 
man    übrigens    nur    als 

eine  vorläufige  ansehen.  In  der  That  legt  dieselbe  den  Satz^  dass  das 
Auftreten  eines  mehr  als  dreiseitigen  Eckpunktes  nur  an  gewisse  parti- 
cularisierte  Lagen  von  Cq  gebunden  ist,  mehr  nur  der  Anschauung 
nahe,  als  dass  sie  einen  einwandfreien  Beweis  dieser  Behauptung 
brächte.  Thatsächlich  aber  werden  wir  den  in  Rede  stehenden  Satz 
im  Verlaufe  der  SpecialuntersnchuDgen  des  nächsten  Abschnitts  präci- 
sieren  und  (abgesehen  von  einem  übrigens  elementaren  Ausnahmefalle) 
beweisen  können^  und  wir  werden  auf  ihn  einen  wichtigen  Ausbau  der 
Theorie  der  Normalpolygone  gründen.  Doch  benutzen  wir  diesen  Satz 
einstweilen  nicht. 

In  einer  einzelnen  zufälligen  Ecke  mögen  nun  die  n  Polygone 
Pq;  P|;  . . .,  Pn—i  zusammenstossen  und  dortselbst  die  durchweg  con- 
caven  Winkel  -^o,  ^i,  . . .,  -^,_i  bilden.  Wie  in  Figur  29  für  n  =  3 
ausgeführt  ist,  wollen  wir  die  Ecke  in 
der  Pfeilrichtung  umkreisen  und  unter- 
scheiden dabei  für  jede  einzelne  Polygon- 
grenze in  der  angedeuteten  Weise  zwi- 
schen zwei  Ufern  w^,  Vq,  u^,  Vi,  ...,  Vn— i- 
Überdies  erinnern  wir  daran,  dass  es  die 
Substitutionen  F^,  Fg,  . . .,  V„—t  der  zu- 
grundeliegenden Gruppe  sind,  welche  Pq 
in  Pi,  P,,  ...,  P„-.i  transformieren. 

Das  einzelne  unter  unseren  Poly- 
gonen, z.  B.  Po,  wird  nun,  als  mit  jedem  der  Polygone  P^,  . . .,  P«— i 
äquivalent,  weitere  (n — 1)  zufallige  Ecken  besitzen,  deren  Winkel 
^1,  -^i,  • . .;  -Ö"!,— i'bez.  mit  -ö-j,  ^^j  •  •  •?  ^n—i  gleich  sind,  indem  sie 
aus  letzteren  bez.  durch  die  Substitutionen  Vi  ,  y%  ,  . .,  FT^i  hervor- 
gehen. In  Fig.  30  ist  dies  für  n  =  3  näher  erläutert,  und  speciell  werden 
durch  die  Substitution  VjT^  die  beiden  dem  Polygon  P*  angehörenden 
Ufer  Vk—i  und  Ut  in  die  mit  ihnen  äquivalenten  Ufer  Vk—i  und  u'k  von 


Fig.  29. 
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Pq  übergeführt.  Wollen  wir  nun  noch  der  Gleichmässigkeit  wegen 
tii  und  Vn—i  für  Uq  und  Vn—i  schreiben  und  setzen  übrigens  FQ=Fn  =  1, 
so  geht  ersichtlich  die  zu  Ujt  gehörende  Seite  von  Pq  in  diejenige  von 
Vk  durch  die  der  Gruppe  angehörende  Substitution   Vj^iVk  über;  der 


Flg.  30. 

anfanglich  um  die  zufällige  Ecke  beschriebene  Ereis  zerlegt  sich  aber, 
wie  in  Figur  30  angedeutet,   in  n  Kreissegmente   durch   die  Winkel 

Die  angestellte  Untersuchung  hat  solcherweise  als  Resultat  er- 
geben: Die  zufälligen  Ecken  der  Norinalpolygone  gehören  eu  dreien  (bee. 
zu  n  >  3)  in  Cyclen  zusammen.  Die  sechs  {bez.  2n)  Schenkel  der  WifJcel 
eines  einzelnen  Cydus  sind  zu  Paaren  einander  durch  Substitutionen  der 
Gruppe  zugeordnet,  und  zwar  geht  dabei  die  einzelne  Polygonseite  gerade 
ohne  Best  und  ohne  überschuss  in  die  zugeordnete  Seite  über.  Die  drei 
(bez.  n)  Ecken  des  einzelnen  Cyclus  haben  alle  gleiche  Entfernung  vom 
Polygoncentrum  C^;  die  Winkel  des  Cyclus  sind  ohne  Ausnahme  concav 
und  haben  2%  zur  Summe.  Im  Falle  der  Modulgruppe  tritt,  wie  Figur  27 
zeigt,  nur  ein  Cyclus  zufälliger  Ecken  ein. 

Um  die  elliptischen  Ecken  in  entsprechender  Weise  zu  behandeln, 
fassen  wir  die  innerhalb  der  Gruppe  gleichberechtigten  cyclischen 
Untergruppen  elliptischer  Substitutionen  in  gewohnter  Weise  in  eine 
Classe  zusammen.  Der  einzelnen  Classe  gehört  alsdann  ein  System 
äquivalenter  elliptischer  Fixpunkte  im  Innern  der  Ellipse  an,  so  dass 
wir  auch  von  einer  ,;Glasse  elliptischer  Fixpunkte''  sprechen  dürfen. 
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Es  wird  nun  stets  möglich  sein,  das  Centrum  Cq  so  anzunehmen, 
dass  demselben  nur  einer  und  nicht  zugleich  zwei  Fixpunkte  aus  einer 
vorgelegten  Classe  am  nächsten  liegen.  Pq  wird  dann  an  diesen  Fix- 
punkt heranwachsen  und  jedenfalls  an  keinen  anderen  Fixpunkt  der 
gleichen  Classe,  da  letztere  Fixpunkte  anderen  Centren  C  näher  ge- 
legen sind.  Wir  schliessen:  Das  Normalpolygon  Pq  wird  sich  hei  zwcclc- 
mässiger  Auswahl  von  C^  an  je  einen  Fixpunkt  aus  der  einzelnen  Classe 
ellipiischer  Fixpunkte  mit  einer  Ecke  heranziehen.  Die  Classenanzahl 
elliptischer  Untergruppen  ist  sonach  geradezu  durch  die  Anzahl  elliptischer 
Ecken  von  Pq  gegeben. 

Doch  betrachte  man  die  Umgebung  einer  einzelnen  elliptischen 
Ecke  von  Pq  noch  etwas  näher  und  bezeichne  die  Ecke  zu  diesem  Ende 
für  den  Augenblick  abgekürzt  durch  E,  Hat  die  zugehörige  elliptische 
Untergruppe  die  Ordnung  v,  so  giebt  es  ausser  Cq  insgesamt  noch 
weitere  (y  —  1)  Centren,  etwa  Cj,  Cg,  .  . .,  Cy— i,  welche  dem  Punkte  F 
mit  Cq  gleich  nahe  liegen,  und  welche  durch  die  Substitutionen  der 
Untergruppe  aus  Cq  hervorgehen.  Lässt  man  nun  die  Polygonteilung 
nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen  entstehen  ^  so  bilden  sich 
offenbar  v  Gerade  immer  halbwegs  zwischen  den  Punkten  Cq,  C^,  . . ., 
C>— 1,   und  es  werden   diese  Geraden   im  Punkte  F  zusammenlaufen, 

wobei  je  zwei  auf  einander  folgende  den  Winkel  —  bilden.     Es  folgt 

somit:   Der  Winkel^  welchen  das  Normalpolygon  Pq  an  dem  einen  ellip- 

iischen  Eckpunkte  aus  der  einzelnen  Classe  aufweist,  ist  — ,  wenn  v  die 

Ordnung  der  zugehörigen  cyclischen  Untergruppe  ist;  die  beiden  diesen 
Winkel  bildenden  Polygonseiten  u>erden  durch  die  erzeugende  elliptiscJie 
Substitution  der  cyclischen  Untergruppe  gerade  ohne  Best  und  ohne  Über- 
schuss  in  einander  übergeführt.  Das  Normalpolygon  der  Figur  27  pg.  110 
weist  zwei  Ecken  der  besprochenen  Art  auf;  bei  einer  unter  ihnen 
(der  Classe  der  zu  g  =  i  gehörenden  Eckpunkte  der  Modulteilung  ent- 
sprechend) tritt  der  Winkel  jc  auf,  so  dass  diese  Ecke  äusserlich  nicht 
weiter  hervortritt. 

Für  specielle  Lagen  von  Cq  kann  es  eintreten,  dass  mehr  als  eine 
Ecke  aus  der  einzelnen  Classe  dem  Centrum  Cq  am  nächsten  liegen. 
Die  nun  eintretenden  Verhältnisse  wolle  man  sich  an  dem  der  Modul- 
gruppe entnommenen  Beispiel  der  Figur  31  (pg.  114)  deutlich  machen. 
Links  ist  der  allgemeine  Fall  skizziert;  rechter  Hand  ist  das  Centrum 
Cq  auf  die  Symmetrielinie  des  Doppeldreiecks  getreten,  wobei  nun  er- 
sichtlich zwei  elliptische  Eckpunkte  aus  der  zu  i/  =  3  gehörenden  Classe 
Cq  gleich  nahe  sind.    Pq  wird  sich  nun  an  zwei  Ecken  aus  der  Classe 

je  nur  noch  mit  den  Winkeln  —  heranziehen,  und  diese  beiden  Ecken 

Fricke*Klein,  Antomorphe  Fanctionen.  I.  8 
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werden  Bich  oach  Art  der  oben  bei  den  zufälligen  £cken  beschriebenen 
Verhältuisse  za  einem  Cjclus  znsam mensch liessen.  Man  mache  sich 
noch  an  Figur  31  klar,  wie 
beim  Eintritt  des  fraglichen 
Specialfalles  zufällige  Ecken  in 
elliptische  Qbergehen  bez.  mit 
solchen  verschmelzen.  Im  Qbri- 
gen  brauchen  wir  diesen  G^en- 
stand  wegen  seines  particnlären 
Charakters  nicht  weiter  im  ein- 
zelnen zu  verfolgen. 
•'■"  "■  Für  die  Botationsgroppen 

mit  einem  innerhalb  oder  auf 
der  Kugel  des  hyperbolischen  Raumes  gelegenen  Centrum,  d.  h.  fOr 
die  Gruppen  der  elliptischen  und  parabolischen  Ebene  gelten  die  vor- 
stehenden Betrachtungen  ohne  weiteres  mit.  Sie  sind  fOr  diese  Gruppen 
sogar  erschöpfend;  denn  die  zugehörigen  Polygone  zeigen  einzig  zn- 
fallige  und  elliptische  Ecken,  wenn  wir  von  zwei  elementaren  Gruppen 
des  parabolischen  Falles  (den  cjclischen  Gruppen  und  den  später  als 
parabolische  Diedergruppen  zu  bezeichnenden  Gruppen)  absehen.  Bei 
den  Hauptkreisgruppen  k&nnen  aber  auch  uoch  Ecken  der  Normal- 
polygone auf  und  ausserhalb  der  Ellipse  der  projectiven  Ebene  auf- 
treten, wofür  die  Modulgruppe  ja  schon  ein  Beispiel  abgiebt;  von  diesen 
Ecken  bandeln  wir  im  nächsten  Paragraphen. 


§  6.  Ton  den  Ecken  nnd  Kanten  der  Normalpolygone  bei  Hanptkreis- 
gmppeiL    Zweiter  Teil:  Sie  Ecken  anf  and  aoaserbalb  der  EUipBC, 

Eine  vorgelegte  Gruppe  F  vom  Typus  der  Hauptkreisgruppen 
möge  parabolische  Substitutionen  enthalten;  eine  unter  ihnen  nennen 
wir  V  und  ihren  auf  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkt  JE.  Wir  ziehen 
nach  Vorschrift  von  Figur  11  pg.  68  einen  Discontinuitätsbereich  für 
V,  eingegrenzt  durch  zwei  von  E  ausziehende  Gerade,  welche  im  Sinne 
der  MaassbestimmuDg  den  Winkel  Null  mit  einander  bilden,  aber  einen 
bestimmten  endlichen  Abstand  von  einander  haben.  Zwei  im  Innern 
der  Ellipse  auf  diesen  beiden  Geraden  gelegenen  Punkte  verbinden 
wir  wieder  durch  eine  Gerade  und  haben  so  vom  Discoutinnitätebereich 
der  parabolischen  Substitution  ein  Dreieck  mit  der  Spitze  E  abge- 
schnitten; dies  Dreieck  nennen  wir  kurz  ^. 

Es  gilt  nun  vorab  folgenden  Satz  festzustellen:  Im  Drekdt  ^ 
Jcann  nur  eine  endliche  Anzahl  der  Punkte  CJ,,  Cj, 
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Systems  äquivalenter  Polygoncentren  gelegen  sein.  Gäbe  es  nämlich  un- 
endlich viele  Punkte  C  in  z/,  so  müssten  dieselben  einen  Grenzpunkt 
haben,  und  dieser  könnte  zufolge  der  eigentlichen  Discontinuität  unserer 
Gruppe  nur  der  Punkt  E  sein.  Doch  lässt  sich  dies  als  unmöglich 
nachweisen. 

Wir  führen  zu  diesem  Zwecke  vorübergehend  die  Veränderliche  5 
ein  und  zwar  so,  dass  J;  ==  oo  in  j?  und  5  =  *  i*^  Co  stattfinden;  g  ist 
hierdurch  offenbar  eindeutig  bestimmt  Die  g- Substitutionen  der  Gruppe 
r  fixieren  wir  unimodular;  speciell  die  Substitution  V  hat  die  Gestalt 
g'  =  g  -l"  '^;  während  die  mit  Cq  äquivalenten  Punkte  C,,  C,,  . .  .: 

W  ^  —  y«  +  a*   ^  ^    y'  +  d« 

sind.  Das  Dreieck  jd  ist  in  der  g-Halbebene  durch  zwei  zur  imagi- 
nären Axe  parallele  Gerade  und  unten  durch  ein  Kreissegment  einge- 
grenzt; nach  oben  zieht  es  sich  ins  Unendliche. 

Innerhalb  des  hiermit  bezeichneten  Dreiecks  würden  wir  nun  in 
jeder  noch  so  grossen  Höhe  über  der  reellen  g-Axe  noch  Punkte  C 
unseres  Systems  antreffen  müssen.  Zufolge  (1)  giebt  es  somit  nach 
Auswahl  einer  beliebig  kleinen^  positiven,  von  null  verschiedenen  Zahl  e 
innerhalb  F  noch  Substitutionen,  in  welchen  (y^  +  d')  und  also  y  und  S 
zugleich  absolut  genommen  kleiner  als  e  sind.  Ist  U  eine  solche  Sub- 
stitution, so  bilde  man  die  parabolische  Substitution  F'  =  U~^VU  der 
Gruppe,  deren  Coefficienten  «',  ß\  y\  8'  explicit  durch: 

a'  =  l+ydJ,      /J'  =  Ä-&,      y'  =  —  f'h,      d'  =  l-ySb 

gegeben  sind.  Denken  wir  e  so  klein  gewählt,  dass  2eb  absolut  kleiner 
als  1  ist,  so  werden  die  drei  Zahlen  a'  —  d\  ß^,  y  absolut  zugleich 
<  e  sein.  Die  Gruppe  F  würde  also  entgegen  der  Annahme  infinite- 
simale Substitutionen  enthalten.  Die  aufgestellte  Behauptung  ist  damit 
bewiesen. 

Man  gehe  nun  wieder  zum  Dreieck  ^  der  hyperbolischen  Ebene 
zurück.  Da  in  J  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  C  gelegen 
ist,  80  können  wir  eine  Bahncurve  von  V  finden,  welche  zwar  selbst 
noch  durch  einen  und  damit  durch  unendlich  viele  bezüglich  V  äqui- 
valente Punkte  C  hindurchzieht,  die  jedoch  von  J  ein  kleineres  Dreieck 
mit  der  Spitze  J5  abschneidet,  in  dessen  Innerem  kein  Punkt  C  mehr 
anzutreffen  ist.  Sind  die  auf  der  fraglichen  Bahncurve  gelegenen 
Punkte  unseres  Systems  . . .,  (7;„,  (7„,  C,,,  ...,  so  werden  offenbar  in  der 
fertigen  Polygonteilung  des  Ellipseninnem  die  Polygone  ...,  Pna  P^  •  •• 
mit  lauter  äquivalenten  Ecken  an  den  Punkt  E  heranragen.  Die 
Grenzlinien  zwischen  diesen  Polygonen  werden  durch  Ahfangsstrecken 

derjenigen    Geraden   gebildet,    welche    von    E    aus    nach    den   Mitten 

•        8* 
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der  Verbiiadungsgeraden  auf  einander  folgender  Punkte  unserer  Reihe 
.  .  .,  Cmf  Cn,  ...  hinziehen.  Wählt  man  nämlich  z.  B.  auf  der  von  E 
nach  der  Mitte  von  CmCn  ziehenden  Geraden  nahe  genug  an  E  einen 
Punkt,  so  ist  nach  dem  Entstehungsmechanismus  der  Poljgonteilung 
deutlich,  dass  jener  ausgewählte  Punkt  durch  die  von  den  Centren  Cm 
und  Cn  ausstrahlenden  Geraden  und  durch  keine  anderen  erreicht  wird. 
Die  bisherigen  Betrachtungen  geben  die  Basis  ab,  auf  welcher 
die  weitere  Untersuchung  der  parabolischen  Ecken  nun  genau  so  ein- 
fach wird,  wie  diejenige  der  elliptischen.  Das  Ausgangspolygon  Pq 
gehört  entweder  der  Reihe  . . .,  P^,  Pn,  .  . .  bereits  an  oder  es  wird 
eine  mit  E  äquivalente  Ecke  aufweisen.  Teilen  wir  die  cyclischen 
Untergruppen  aus  parabolischen  Substitutionen  in  Glassen  ein,  so  er- 
giebt  sich  als  Resultat:  Das  Normalpolygon  P^  zieht  sich  mit  einer 
Spitze  vom  Winkel  null,  aber  bestimmtem  Abstände  der  begrenzenden  Seiten 
an  je  einen  Fixpunkt  aus  der  einzelnen  Classe  parabolischer  Fiwpunkte 
der  Gruppe  F  heran.  Die  beiden  diese  Ecke  bildenden  Polygonseiten 
sind  gerade  ohne  Best  und  Überschuhs  durch  die  parabolische  Erzeugende 
der  fraglichen  cycliscfien  Untergruppe  in  einander  transformierbar.  Man 
vergl.  hierzu  die  in  Figur  27  pg.  110  skizzierten  Verhältnisse  bei  der 
Modulgruppe. 

Hinzuzusetzen  ist  nur  noch,  dass  auch  bei  den  parabolischen  Ecken 
ein  der  Figur  31  pg.  114  entsprechender  Ausnahmefall  fQr  particuläre 
Lagen  von  Cq  eintreten  kann.    Statt  allgemeiner  Erörterungen  begnügen 

wir  uns  wieder  mit  der  Angabe 
eines  der  Modulgruppe  entnomme- 
nen Beispiels.  In  Figur  32  wurde 
der  Punkt  Cq  rechter  Hand  wieder 
auf  einer  Sjmmetrielinie  der  Modul- 
teilung angenommen.  Das  Normal- 
polygon Pq  hat  hier  zwei  parabo- 
lische Spitzen,  die  zu  einem  Cyclus 
zusammengehören.  Yerlässt  Cq  die 
Symmetrielinie,  so  geht  eine  der 
beiden  parabolischen  Ecken  in  eine 
zufällige  Ecke  über,  während  für  die  andere  die  Angaben  des  vorhin 
formulierten  allgemeinen  Satzes  ohne  Einschränkung  gelten. 

Eine  hyperbolische  Substitution  V  hat  drei  Fixpunkte,  von  denen 
einer  ausserhalb  der  Ellipse  gelegen  ist,  während  die  beiden  anderen 
die  Schnittpunkte  der  Ellipse  mit  der  Polare  des  ersteren  sind.  Man 
wolle  Cq  erstlich  allein  durch  die  hyperbolische  Substitution  V  der 
Gruppe  sowie  durch  die  Potenzen  von  V  transformieren,  wodurch  die 


Fig.  '^2. 
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Punkte  Ci,  C— i,  C2,  C-.2,  .  • .  entstehen  mögen  ^   die  auf  einer  Bahn- 
curve  der  Substitution  V  gelegen  sind.    Auf  dieses  Punktsystem  wende 
man  vorab  allein  erst  die  im  vorletzten  Paragraphen  geschilderte  Con- 
structionsweise   der  Normalpolygone 
an.     Es   entstehen   die    in  Figur  33 
skizzierten  Discoutinuitätsbereiche  der 
aus  V  zu  erzeugenden  cyclischen  Un- 
tergruppe,  welche  genau   die  bereits 
von   Figur  10  pg.  67    her   bekannte 
Gestalt  haben.     Gehen   wir  nun   auf 
das   gesamte  Punktsystem  C  zurück, 
so    ist    evident,    dass    Pq    über   den  Fig.  ss. 

um  Cq  soeben  abgegrenzten  Diseon- 

tinuitätsbereich  nirgends  hinausgreifen  kann.  Wir  schliessen:  Das 
Normalpolygon  JP^  kommt  einem  auf  der  Ellipse  gelegenefi  hyperholischen 
Fixpunkte  niemals  nahe;  es  hat  insbesondere  Iceine  auf  der  Ellipse  gelegene 
hyperbolische  Ecke.  Es  tritt  damit  ein  wichtiger  Unterschied  zwischen 
den  elliptischen  und  parabolischen  Fixpunkten  einerseits  und  den  hyper- 
bolischen andrerseits  in  Geltung,  ein  Umstand,  auf  den  wir  noch  wieder- 
holt zurückommen. 

Die  Untersuchung  der  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  hyper- 
bolischen Fixpunkte  nötigt  uns  auf  die  in  §  3  pg.  102  besprochene  Ein- 
teilung der  Gruppen  der  hyperbolischen  Ebene  in  zwei  Gattungen  zurück- 
zugreifen, je  nachdem  dieselben  auf  der  Ellipse  uneigentlich  oder  eigent- 
lich discontinuierlich  sind.  Liegt  uneigentliche  Discontinuität  auf  der 
Ellipse  vor,  so  ist  letztere  überall  dicht  von  hyperbolischen  Fixpunk- 
ten (eventuell  auch  von  parabolischen)  besetzt.  Es  kann  nun  kein 
endliches  Stück  der  Ellipse  in  oder  auch  nur  auf  der  Grenze  von  Pq 
gelegen  sein.  Vielmehr  kann  das  Normalpolygon  die  Ellipse  nur  noch 
in  Eckpunkten  erreichen,  und  wir  wollen  hier  die  Annahme  machen, 
dass  Pq  nicht  unendlich  viele  Eckpunkte  auf  der  Ellipse  aufweist.  Die 
auf  der  Ellipse  gelegenen  Ecken  ordnen  sich  nun  in  der  wiederholt 
beschriebenen  Art  zu  endlich  vielen  in  Cyclen  zusammen,  und  die 
Betrachtung  der  Polygonteilung  in  der  Umgebung  einer  einzelnen  Ecke 
lässt  unmittelbar  den  parabolischen  Charakter  derselben  erkennen. 
Wir  formulieren  insbesondere  das  folgende  Resultat:  Ist  umere  Gruppe 
auf  der  Ellipse  uneigentlich  discontinuierlich  und  hat  Pq  endliche  Seiten- 
amahly  so  kommt  das  Normalpolygon  Pq  der  Ellipse  nirgendwo  nahe 
oder  erreicht  dieselbe  doch  nur  in  parabolischen  Spitzen^  je  nacMem  die 
Gruppe  paraboliscfie  Substitutionen  nicht  aufweist  oder  solche  in  ihr  ent- 
hcUten  sind.     Für  den  Fall  unendlich  grosser  Seitenanzahl  bleibt  dieser 
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Satz  niemals   bestehen;   dieser  Fall   wird   auch   in   der  Folge   häufig 
auszuschliessen  sein^  was  jedesmal  ausdrücklich  hervorgehoben  wird. 

Wir  nehmen  endlich  an,  die  vorgelegte  Gruppe  sei  auf  der  Ellipse 
eigentlich  discontinuierlich.  Es  giebt  nun  auf  der  Ellipse  endliche 
Strecken,  die  von  Fixpunkten  gänzlich  frei  sind.  Eine  solche  Strecke 
greifen  wir  auf  und  wählen  sie  sogleich  so  gross,  dass  sie  zwar  selbst 
keine  zwei  äquivalente  Punkte  aufweist,  dass  aber  jede  Yergrösserung 
derselben  Paare  äquivalenter  Punkte  auf  ihr  liefern  würde*).  Die  End- 
punkte der  Strecke  werden  durch  eine  hyperbolische  Substitution  V 
der  Gruppe  correspondieren;  denn  wir  haben  eine  Gruppe  erster  Art, 
und  würde  sich  hier  eine  parabolische  oder  elliptische  Substitution  V 
ergeben,  so  würde  die  wiederholte  Beproduction  des  auf  der  Ellipse 
abgeschnittenen  Segmentes  vermöge  V  nach  und  nach  die  ganee  Ellipse 
mit  Segmenten  bedecken.  Es  würden  somit  neben  1,  V^\  F±*,  ..  in 
r  keine  weiteren  Substitutionen  vorkommen,  und  also  würde  man  in 
der  Gesamtgruppe  eine  cyclische  Gruppe  erkennen,  was  wir  hier  doch 
ausschliessen  werden.  Die  auf  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkte  der 
hyperbolischen  Substitution  V  mögen  Ä  und  B  heissen ;  derjenige  zwi- 
schen ihnen  verlaufende  Bogen  der  Ellipse,  welchem  die  ausgewählte 
Strecke  angehört,  ist  offenbar  frei  von  weiteren  Fixpunkten. 

Jetzt  wolle  man  die  Ellipsensehne  AB  sowie  die  sämtlichen  mit 
ihr  bezüglich  der  vorliegenden  Gruppe  äquivalenten  Sehnen  ziehen. 
Zufolge  der  eben  bezeichneten  Sachlage  werden  sich  keine  zwei  unter 
diesen  Sehnen  schneiden;  denn  die  erste  Sehne  AB  wird  von  keiner 
andern  getroffen. und  kann  übrigens  auch  mit  keiner  andern  einen 
Endpunkt  gemein  haben**).  Durch  die  fraglichen  Sehnen  werden  so- 
mit von  der  Ellipsenfläche  unendlich  viele  äquivalente  Ellipsenabschnitte 
abgetrennt,  von  denen  keine  zwei  einen  Punkt  gemeinsam  haben.  Wir 
nehmen  Cq  auf  dem  zur  Substitution  V  gehörenden  Abschnitt  an,  wo- 
selbst dann  auch  die  mit  Cq  bezüglich  V  äquivalenten  Punkte  Ci,  C/_i, 
C2,  C_2;  . .  sich  finden.  Unsere  Punktreihe  . .,  C— 1,  Ci,  Ci,  . .  darf  in 
der  Nähe  der  Sehne  ABy  jedoch  jedenfalls  soweit  im  Innern  des  Ab- 
schnittes angenommen  werden,  dass  die  von  der  Auswahl  von  Cq  un- 
abhängige Entfernung   (Cq,  Cj)  jedenfalls   nicht   grösser   ist,   als   die 


*)  Diese  Strecke  wird  mit  weiteren  ähnlich  gewählten  Strecken  einen  Dis- 
continuitätäbereich  der  Grappe  auf  der  Ellipse  abgeben. 

**)  Hätte  nämlich  Sehne  AB  etwa  den  Punkt  A  mit  einer  zweiten  Sehne 
gemein,  so  gäbe  es  neben  V  iu  der  Gruppe  eine  hyperbolische  Substitution  U^ 
welche  mit  V  den  Fixpunkt  ^  gemein  hat.  Dann  wäre  U~^VUV^^  parabolisch 
mit  dem  Fixpunkt  A,  was  nach  der  am  Anfang  des  Paragraphen  gegebenen  Ent- 
wicklung nicht  zulässig  ist. 
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Entfernung  des  Punktes  Cq   von  einem  nächst  gelegenen ;  aber  nicht 
der  Reihe  Co,  Ci,  C—i,  ...  angehörendem  Punkte  C. 

Nunmehr  wolle  man  die  Polygonteilung  in  gewohnter  Art  ent-  ^ 
stehen  lassen  und  benenne  den  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Fix- 
punkt der  hyperbolischen  Substitution  V  durch  E,  Es  ist  sofort 
evident,  dass  nicht  nur  die  Mittelpunkte  der  geradlinigen  Strecken 
. . ,,  C^iCoj  CoCif  . . .  Randpunkte  werden,  sondern  dass  von  diesen 
Punkten  nach  E  ein  System  unendlich  vieler  geradliniger  Polygon- 
grenzen strahlt,  welche  in  E  lauter  gleichwinklige  und  äquivalente 
Polygonecken  formieren.  Dass  dabei  die  Längen  der  von  den  Centren 
C  auslaufenden  Strahlen  ins  unendliche  wachsen  und  imaginär  werden 
müssen,  um  das  Ellipsenäussere  zu  erreichen,  bietet  keine  Schwierig- 
keit; es  ist  das  ja  nur  eine  Folge  unserer  Definition  des  Begriffes 
„Länge^^ 

Um  der  vorliegenden  Überlegung  volle  Allgemeinheit  zu  geben^ 
lasse  man  nun  Cq  seine  Lage  continuierlich  ändern,  jedoch  stets  nur 
im  Innern  der  Ellipse.  Pq  wird  anfanglich  seine  hyperbolische  Ecke  E 
behalten.  Hat  sich  indes  Cq  von  E  soweit  entfernt,  dass  weitere  der 
Reihe  Co,  Ci,  C-i,  . . .  nicht  angehörende  Punkte  C  der  Ecke  E  gleich 
nahe  gekommen  sind*),  so  hat  sich  inzwischen  eine  zufallige  Ecke 
von  Pq  über  den  zur  Sehne  AB  gehörenden  Ellipsenabschnitt  hinaus 
ins  Ellipsenäussere  begeben  und  ist  zur  hyperbolischen  Ecke  E  ge- 
worden. Es  liegt  der  Übergangsfall  vor,  den  wir  für  elliptische  und 
parabolische  Ecken  in  den  Figuren  31  und  32  (pg.  114  und  pg.  116) 
illustrierten,  d.  h.  das  Polygon  Pq  hat  für  den  Augenblick  zwei  hyper- 
bolische Ecken  E  und  E'  der  gleichen  Classe.  Bei  weiterem  Fort- 
schreiten von  Cq  behält  Pq  allein  die  Ecke  E'  als  hyperbolische  bei, 
während  die  bisherige  in  E  von  dort  fortrückt  und  in  eine  zufällige 
Ecke  übergeht. 

Wir  entnehmen  aus  dieser  Überlegung,  dass  im  vorliegenden 
Falle  offenbar  atich  auf  und  ausserhalb  der  Ellipse  mfällige  Ecken  von 
Pq  vorkommen  können.  Vor  allem  aber  haben  wir  die  gesamten  in 
der  vorgelegten  Gruppe  enthaltenen  Classen  cyclischer  Untergruppen 
aus  hyperbolischen  Substitutionen  in  zwei  Gattungen  zu  zerlegen,  je 
nachdem  die  auf  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkte  einer  Substitution 
der  Classe  durch  weitere  Fixpunkte  getrennt  sind  oder  nicht.  Das 
Normalpolygon  Pq  wird  sich  bei  zweckmässiger  Annahme  von  Cq  an  je 
einen  (ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen)  Fixpunkt  aus  den  Classen  der 


*)  Bb  sei  daran  erinnert,   dass  die  von  E  äqnidistanten   Pankte  auf  einer 
Bahneurve  der  hyperbolischen  Substitution  V  liegen. 
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ersteren  Gattung  mit  einer  hyperbolisclien  Ecke  lieransiehen,  und  die 
beiden  mgehörigen  Kanten  von  Pq  werden  durcli>  die  zugehörige  hyper- 
bolische Erzeugende  der  cyclisclten  Untergruppe  genau  in  eirumder  trans- 
formierbar  sein;  demgegenüber  sieht  P^  niemals  an  einen  Fixpunkt  der 
zweiten  Gattung  Jieran,  Soll  übrigens  die  Seitenanzahl  von  P^  endlich 
sein,  so  muss  natürlich  die  Classenanzafal  erster  Gattung  gleichfalls 
endlich  sein. 

Wie  wir  sahen ,  sind  die  Seiten  des  Normalpolygons  zu  Paaren 
auf  einander  durch  Substitutionen  der  Gruppe  bezogen.  Man  bemerke 
noch,  dass  die  Seiten  jedesmal  Niveaulinien  der  zugehörigen  Substitutionen 
darstellen.  Für  je  zwei  solche  Seiten,  welche  eine  nicht-zufallige  Ecke 
einschliessen  und  also  benachbart  sind,  ist  dies  unmittelbar  evident; 
aber  auch  für  solche  Seiten,  die  je  zwei  zufallige  Ecken  zu  Endpunkten 
haben,  und  die  somit  ihren  zugeordneten  Seiten  nicht  benachbart  sind, 
beweist  man  den  ausgesprochenen  Satz  ohne  Mühe  aus  dem  oben  aus- 
führlich geschilderten  Entstehungsmechanismus  der  Normalpolygone. 

Die  Theorie  der  Normalpolygone  für  Rotationsgruppen  ist  hiermit 
in  ihren  Grundlinien  dargelegt.  Den  weiteren  Ausbau  behalten  wir 
uns  bis  in  die  Specialentwicklungen  des  folgenden  Abschnitts  vor,  wo 
der  Begriff  des  Normalpolygons  zu  einem  weittragenden  Fundamente 
wird. 

§  7.    Die  Normalpolyeder  im  hyperbolisohen  Baume  und  deren 

Gestaltung  im  Kugelinneren. 

Die  Übertragung  der  bisherigen  Untersuchungen  auf  den  hypeir- 
bolischen  Raum  führt  uns  zu  Ergebnissen,  welche  zunächst  denjenigen 
in  der  projectiven  Ebene  analog  sind,  im  weiteren  Verfolg  sich  aber 
weit  mannigfacher  gestalten.  Die  neuen  Betrachtungen  werden  dabei 
für  die  gesamten  g- Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen  gültig 
sein,  wenngleich  wir  sie  natürlich  in  erster  Linie  auf  diejenigen  Gruppen 
anwenden  werden,  für  welche  die  projective  Ebene  eine  unzulängliche 
Grundlage  ist*). 

Da  die  elliptischen  Axen  das  Kugelinnere  des  hyperbolischen 
Raumes  nicht  überall  dicht  durchziehen,  so  können  wir  Cq  als  nicht 
auf  einer  elliptischen  Axe  gelegen  annehmen.  Im  übrigen  möge  CJ^ 
im  Kugelinneren  liegen,  und  es  werden  die  äquivalenten  Punkte  Cq, 
Ci,  ...  durchgehends  in  endlichen  Entfernungen  von  einander  gelegen 
sein.    Man  construiere  nun  zu  gleicher  Zeit  um  alle  Centren  C  Kugeln 


*)  Vergl.  hierzu  auch  die  Bemerkungen  von  Dyck  in  den  Berichten  der  Kgl. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  von  1884,  pg.  61  ff. 
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mit  gleich  grossen  Radien  und  lasse  diese  Radien  zu  gleicher  Zeit  bei 
allen  Kugeln  wachsen.  Indem  man  auch  im  übrigen  ganz  analog  wie 
früher  in  der  projectiven  Ebene  den  Process  sich  entwickeln  lässt  und 
zugleich  die  Mannigfaltigkeit  in  der  Auswahl  des  ersten  Centrums  Cq 
beachtet^  entspringt  offenbar  folgendes  Ergebnis:  Zu  jeder  Gruppe  ohne 
infinitesimale  Sui^stitutionen  gehört  eine  reguläre  Einteilung  des  hyper- 
bolischen Baumes  beis.  des  Kugelinneren  in  einfach  fsusamnienhängende 
Normalpolyeder  Uq,  n^,  112,  •  •  •>  ^'^^  denen  jedes  einzelne,  etwa  II^j  als 
Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  angesehen^  werden  kann.  Die  Normal- 
polyeder  sind  in  den  Punkten  C  centriert,  sie  sind  ebenflächig,  und  ihre 
Kantenwinkel  und  Ecken  sind  concav.  Die  Polyederteüung  lässt  sidi  für 
die  einzelne  Gruppe  auf  <x>^  Weisen  auswählen.  Es  wird  natürlich  kei- 
neswegs ausgeschlossen^  dass  die  Polyeder  vorkommendenfalls  bis  zur 
Kugel  und  über  dieselbe  hinaus  wachsen;  wir  kommen  sogleich  aus- 
führlicher hierauf  zurück. 

Um  vorab  die  Gestaltung  der  Polyeder  im  Kugelinneren  zu  ver- 
folgen, so  werden  wir  die  hier  eintretenden  Kanten  in  zufällige  und 
elliptische  einteilen.  Die  zufalligen  Kanten  werden  ihre  Lage  mit  CJ, 
ändern;  und  es  gilt  auch  im  übrigen  fQr  dieselbe  eine  Theorie ,  welche 
sich  derjenigen  der  zufalligen  Polygonecken  in  §  5  (pg.  110  flf.)  durchaus 
analog  anschliesst.  Man  gewinnt  als  Ergebnis:  Die  zufälligen  Kanten 
des  Normalpolyeders  Uq  gehören  im  allgemeinen  zu  drei  {oder  hei  besonderer 
Annakme  von  G^  möglicher  Weise  zum  Teil  auch  zu  w  >  3)  in  Cyclen 
zusammen,  indem  die  zugehörigen  sechs  (bez.  2n)  Polyederseiten  ohne  Rest 
und  Überschiiss  durch  Substitutionen  der  Gruppe  paarumse  in  einander 
transformierbar  sind.  Die  Summe  der  durchgehends  concavoi  Kanten- 
Winkel  eines  solchen  Gyclus  ist  2it,  Die  Abstände  des  Punktes  Cq  von 
den  Kanten  eines  Cyclus  sind  einander  gleich. 

Wir  reihen  hieran  sogleich  die  Besprechung  der  zufälligen  Ecken 
des  Normalpolyeders  Uq,  in  welchen  mehrere  zufällige  Kanten  zusam- 
menlaufen. Auch  hier  wird  man  die  Analogie  zu  den  früheren  Über- 
legungen sofort  überblicken  und  gelangt  zu  folgenden  Ergebnissen: 
Die  zufalligen,  d.  h.  mit  Cq  verändcrlicJien  Polyederecken  sind  concav  und 
im  allgemeinen  dreiseitig;  sie  ordnen  sich  nach  Maassgabe  der  Zusammen- 
gehörigkeit der  sie  einschliessenden  Polyederseiten  im  allgemeinen  zu  vieren 
zusammen,  doch  können  diese  Zahlen  bei  besonderer  Annahme  von  Cq  auch 
übertroffen  werden.  Zusammengehörige  zufällige  Ecken  von  Uq  zeigen  vom 
Centrum  Cq  gleiche  Entfernung,  und  die  zugehörigen  räumlichen  Ecken 
lassen  sich  so  an  einander  fügen  ^  dass  sie  alsdann  die  räumliche  Um- 
gebung ihrer  gemeinsamen  Spitze  gerade  vollständig  ausfüllen. 

Die  cyclischen  Untergruppen  aus  eüiptisdien  Substitutionen  sowie 
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auch  die  zugehörigen  Axen  teilen  wir  wieder  in  Classen  ein.  Das 
Polyeder  IIq  tvird  sich  wenigstens  an  eine  Axe  aus  der  einzelnen  Classe 
heranziehen.  Aber  es  ist  durchaus  nicht  gesagt,  dass  sich  IIq  nur  an  eine 
einzige  Axe  aus  der  einzelnen  Classe  heranzieht.  Man  muss  sich  nämlich 
vorstellen,  dass  die  einzelne  elliptische  Axe  im  allgemeinen  aus  meh- 
reren,  und  nicht  durchweg  äquivalenten ,  Polyederkanten  besteht,  und 
dass  dementsprechend  umgekehrt  mehrere  elliptische  Kanten  des  ein- 
zelnen Polyeders  Uq  auf  äquivalente  Substitutionen  führen.  Man  kann 
auch  sagen,  dass  verschiedene  elliptische  Axen  derselben  Classe  jeweils 
mit  Stücken,  die  für  sich  genommen  inäquivalent  sind,  am  Polyeder 
Uq  participieren.    Dass  der  Kantenunnhel  von  11^  in  einer  elliptischen 

Kante  im  allgemeinen  —  ist,  wo  v  die  Ordnung  der  zugehörigen  Unter- 
gruppe ist,  und  dass  die  beiden  jene  Kante  einschliessenden  Polyederseiten 
durch  die  Erzeugende  dieser  Untergruppe  genau  in  einander  transformierbar 
sind,  folgt  fast  unmittelbar.  Wenn  bei  Bewegung  des  Centrums  Cq  eine 
elliptische  Axe  aufhört,  längs  einer  Strecke  Polyederkante  zu  sein,  so 
ist  dies  nach  Analogie  des  Verhaltens  der  elliptischen  Punkte  in  der 
Ebene  zwar  einmal  dadurch  möglich,  dass  eine  bisherige  elliptische 
Kante  in  eine  zufällige  Kante  übergeht.  Aber  es  kommt  nach  den  eben 
gemachten  Darlegungen  hier  andrerseits  vor,  dass  die  elliptische  Kante 
von  JIq  durch  Zusammenrücken  zweier  auf  ihr  gelegenen  Ecken  als 
Kante  von  IIq  verschwindet,  während  in  der  Polyederteilung,  als  Ganzes 
betrachtet,  die  elliptische  Axe,  auf  welcher  die  eben  gemeinte  Kante 
lag,  durchaus  bestehen  bleibt. 

Eine  elliptische  Axe  ist,  wie  wir  schon  andeuteten,  längs  ihres 
ganzen  im  Kugelinneren  gelegenen  Verlaufs  aus  Polyederkanten  zusam- 
mengesetzt; es  liegt  hierin  ein  wesentlicher  Unterschied  gegenüber  den 
zufälligen  Kanten.  Besteht  eine  elliptische  Kugelsehne  aus  mehreren, 
vielleicht  unendlich  vielen,  Polyederkanten,  so  sind  letztere  durch  Po- 
lyedereckeu  von  einander  getrennt.  Laufen  in  einer  solchen  Ecke 
ausser  der  einen  elliptischen  Kante  nur  zufällige  zusammen,  so  wollen 
wir  sie  eine  halbreguläre  nennen;  demgegenüber  sind  die  regulären 
Ecken  der  Polyederteilung  diejenigen,  in  welchen  wenigstens  zwei,  da- 
mit aber  auch  noch  weitere  elliptische  Kanten  zusammenlaufen.  Über 
die  halbregulären  Ecken  wird  man  auf  Grund  der  schon  durchgeführten 
Untersuchung  der  zufälligen  Ecken  und  der  elliptischen  Kanten  leicht 
weitere  Angaben  machen;  wir  betrachten  demnach  sogleich  die  regu- 
lären Ecken. 

Schneiden  sich  im  Kugelinneren  zwei  elliptische  Axen  der  Gruppe, 
so  ist  der  Schnittpunkt  notwendig  das  Rotationscentrum  einer  Unter- 
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gruppe  vom  Typus  der  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  auftreten- 
den Gruppen.  Die  regulären  Ecken  des  Kugelinneren  gerfallen  demnach 
ihrer  Art  nach  in  diedrische,  tetraedrischCy  oktaedrische  und  ikosaedrisdvej 
und  an  die  einzelne  Ecke  werden  sich  hez.  2ny  12,  24  oder  60  Polyeder 
der  regulären  Einteilung  mit  lauter  sechsseitigen  Ecken  und  drei  eUip- 
tisdien  sowie  drei  zußlligen  Kanten  heranziehen.  Gleichberechtigte  Unter- 
gruppen dieser  Art  und  damit  äquivalente  reguläre  Ecken  vereinen  wir 
in  eine  Classe.  Es  gilt  dann  der  Satz,  dass  das  Normalpolyeder  Uq,  von 
particulären  Auswahlen  von  C^  abgesehen,  je  eine  reguläre  Ecke  aus  der 
einzelnere  Glosse  aufweisen  wird.  Dass  übrigens  bei  dem  einzelnen  regu- 
lären Punkte  sechsseitige  Ecken  auftreten,  kommt  auf  den  z.  B.  bei  der 
Modulgruppe  oben  (pg.  110)  bereits  hervorgetretenen  Umstand  zurück, 
dass  überhaupt  jede  Dreiecksgruppe  ein  sechsseitiges  Normalpolygon 
liefert.  Wir  gehen  hierauf  im  ersten  Kapitel  des  nächsten  Abschnitts 
mit  Ausführlichkeit  ein. 

Die  Picard'sche  Gruppe  des  vorigen  Kapitels  kann  man  zur  Er- 
läuterung der  vorstehenden  Erörterungen  benutzen.  Insbesondere  sei 
daran  erinnert,  dass  die  damals  mit  F  bezeichnete  Gesamtgruppe  im 
Kugelinneren  drei  Classeu  regulärer  Ecken  darbietet;  zwei  davon  sind 
diedrisch  mit  n  =  2  und  n  =  3,  die  dritte  erwies  sich  als  oktaedrisch. 

§  8.    Die  Normalpolyeder  auf  nnd  ausserhalb  der  Kugel. 

Wie  bei  der  Behandlung  der  Gruppen  der  hyperbolischen  Ebene  dis- 
cutieren  wir  nun  den  Fall,  dass  die  jetzt  vorliegende  Gruppe  parabolische 
Substitutionen  enthält.  Es  finden  hierbei  zunächst  ganz  ähnliche  Be- 
trachtungen wie  in  §  6  pg.  115  statt.  Eine  einzelne  parabolische  Sub- 
stitution V  sei  vorgelegt.  Wir  wollen  alsdann  zum  vorübergehenden 
Gebrauch  den  §-Halbraum  heranziehen  und  fixieren  g  so,  dass  der  Fix- 
punkt in  den  Unendlichkeitspunkt  5  =  ^^o  fällt.  Mögen  die  Coordi- 
naten  von  Cq  im  Halbraume  |q,  tj^,  &q  werden;  es  soll  dann  gezeigt 
werden,  dass  die  Ordinaten  d-  der  Punkte  C  sämtlich  unter  einer  angeb- 
baren  endlichen  Grenze  bleiben. 

Für  die  Ordinaten  d"  der  Punkte  C  berechnet  man  nämlich  auf 
Grund  der  pg.  55  und  56  entwickelten  Formeln  leicht: 

(1)  ^^  ""o 


Sollen  nun  in  jeder  noch  so  grossen  Höhe  über  der  §-Ebene  noch 
Punkte  C  vorkommen,  so  muss  es  Substitutionen  in  der  Gruppe  geben, 
för  welche  der  Nenner  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  beliebig  klein 
ausfällt.     Dies  ist  offenbar  nur  möglich,   wenn  sich  Substitutionen  in 
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der  Gruppe  nachweisen  lassen,  bei  denen  die  absoluten  Beträge  von 
y  und  ö  zugleich  beliebig  klein  ausfallen.  Wäre  dies  der  Fall,  so 
würden  sich  bei  der  Gestalt  S  ==  S  +  &  von  V  auf  Grund  der  schon 
pg.  115  ausgeführten  Rechnung  infinitesimale  Substitutionen  in  der 
Gruppe  nachweisen  lassen.  Dies  aber  würde  den  Voraussetzungen 
widerstreiten. 

Unter  Rückkehr  zum  hyperbolischen  Räume  ziehe  man  nun  das 
System  der  concentrischen  Kugeln  in  Betracht;  welche  den  Fixpunkt 
von  V  zum  Mittelpunkte  haben*);  diesen  Fixpunkt  selbst  nennen  wir 
kurz  E,  die  durch  ihn  hindurchziehende  parabolische  Kante  von  V 
heisse  K]  sie  wird  die  Kugel  im  Punkte  E  berühren.  Des  weiteren 
sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden ,  je  nachdem  nämlich  E  Fixpunkt 
einzig  einer  cyclischen  Untergruppe  ist  oder  aber  einer  Rotationsgruppe 
von  demjenigen  Typus ,  welcher  bei  den  Bewegungen  der  parabolischen 
Ebene  auftritt.  Gruppen  der  letzteren  Gattung  lernten  wir  bereits  in 
„M."  I  pg.  107  kennen;  ihre  genauere  Theorie  werden  wir  erst  später- 
hin (im  ersten  Kapitel  des  folgenden  Abschnitts)  entwickeln,  und  wir 
wollen  hier  insbesondere  vorgreifend  den  Satz  benutzen ,  dass  die 
Normalpolygone  dieser  Gruppen  in  der  g- Ebene  die  Gestalt  von  Sechs- 
ecken  darbieten. 

Unter  den  oben  construierten  concentrischen  Kugeln  von  E  wird 
es  nun  im  Innern  der  absoluten  Kugel  eine  erste  geben,  auf  deren 
Oberfläche  Punkte  C  unseres  Systems  vorkommen,  während  im  Innern 
derselben  sich  keine  solchen  Punkte  finden.  Auf  der  Oberfläche  dieser 
Kugel  finden  sich  aber  mit  einem  Punkte  C  deren  gleich  unendlich 
viele,  die  je  nach  der  Natur  der  zu  E  gehörenden  Untergruppe  ent- 
weder auf  einer  Bahncurve  von  V  angeordnet  sind  oder  ein  bezüglich 
der  erwähnten  Rotationsuntergruppe  äquivalentes  Punktsystem  vor- 
stellen. 

Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  mögen  ...,  Cp,  Cq,  Cr,  ...  die  Punkte 
der  fraglichen  einfach  -  unendlichen  Reihe  sein.  Halbwegs  zwischen 
ihnen  werden  sich  alsdann  Seiten  der  zugehörigen  Normalpolyeder  ein- 
stellen, welche  sich  sämtlich  in  der  oben  mit  K  bezeichneten  Kante 
schneiden.  Da  weitere  Polyederseiten  durch  E  nicht  hindurchgehen 
können,  so  gilt  der  Satz:  Giebt  es  in  der  Gruppe  cyclische  parabolische 
Untergruppen,  die  jedoch  nicht  in  Rotationsuntergruppen  der  gekennzeich- 
neten Art  e^xthalten  sind,  so  Iwben  die  Normalpolyeder  parabolische  Kanten, 


•)  Diese  Kugeln  stellen  sich,  wie  wir  hier  kurz  in  Erinnerung  bringen,  für  das 
Auge  als  Rotationsellipsoide  dar,  welche  die  absolute  Kugel  der  Maassbestimmung 
im  Fixpunkte  von  V  berühren. 
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welche  sich  m  beiden  Seiten  der  zvgeliörigen  Fixpunkte  E  ausdehnen.  TIq 
Jcann  sich,  ohne  dass  Cq  partiadär  gewählt  wäre,  an  mehrere  Kanten  aus 
der  gleichen  Classe  heranziehen.  Es  gelten  hier  dieselben  Bemerkungen^ 
wie  bei  den  elliptischen  Axen  des  Kugelinnem,  d.  h.  man  muss  sich 
Yorstellen^  dass  verschiedene  parabolische  Axen  aus  derselben  Classe 
Kanten  von  Uq  liefern;  diese  Kanten  stellen  dabei  inäquivalente  Strecken 
der  betreffenden  Axen  dar.  Die  Polyeder  ragen  hier,  wie  man  sieht, 
in  das  Kugeläussere  hinaus. 

Für  den  zweiten  Fall  ist  das  Beispiel  der  Picard'schen  Gruppe 
charakteristisch;  indem  man  die  Botationsuntergruppe  für  sich  allein 
betrachtet,  bemerkt  man  leicht,  dass  an  den  Normalpolyedern  nun 
parabolische  Spitzen  vorkommen.  Es  gilt  offenbar  der  Satz,  in  wel- 
chem wir  einen  auf  der  Kugel  gelegenen  Fixpunkt  von  mehr  als  einer 
cyclischen  parabolischen  Untergruppe  als  einen  regulären  Eckpunkt  be- 
nennen: Das  Normalpolyeder  IJ^  zieht  sidi  im  allgemeinen  an  je  einen 
auf  der  Kugel  gelegenen  regulären  Eckpunkt  aus  der  einzelnen  Classe  dieser 
Funkte  mit  einer  sechsseitigen  Spitze  Jieran.  Über  die  Natur  der  sechs 
hier  zusammenlaufenden  Kanten  (ob  sie  zufällig  oder  elliptisch  sind), 
sowie  über  die  Zuordnung  der  sechs  Seitenflächen  werden  wir  erst  bei 
den  Specialuntersuchungen  im  ersten  Kapitel  des  zweiten  Abschnitts 
nähere  Angaben  machen  können. 

Wir  betrachten  demnächst  die  auf  der  Kugeloberfläche  gelegenen 
hyperbolischen  und  loxodromischen  Fixpunkte.  Es  sei  V  eine  hyperbo- 
Usche  Substitution  der  Gruppe,  deren  beide  auf  der  Kugel  gelegenen 
Fixpunkte  E  und  E'  seien.  Man  markiere  nun  zunächst  alle  mit  Cq 
bezüglich  der  aus  V  entspringenden  Untergruppe  äquivalenten  Punkte 
Co,  Ci,  C_i,  . . .,  welche  auf  einer  Bahncurve  von  V  gelegen  sind. 
Wendet  man  sodann  zuvörderst  allein  auf  dieses  Punktsystem  die  Con- 
structionsweise  der  Normalpolyeder  an,  so  stellen  sich  lauter  ebene 
Grenzen  ein,  welche  die  geradlinigen  Verbindungsstrecken,  . . .,  C—iCq, 
CqC^,  . .  jeweils  im  Mittelpunkt  senkrecht  schneiden.  Der  um  Cq  ent- 
stehende Bereich,  von  welchem  IIq  ein  Teil  ist,  bleibt  sowohl  mit  seinem 
Innern  als  mit  seiner  Berandung  von  E  und  E'  entfernt.  Die  loxodro- 
mischen Substitutionen  behandele  man  gerade  so  und  wird  zu  dem 
nämlichen  Ergebnis  gelangen.  Man  erinnere  sich  nur,  dass  loxodro- 
mische  Substitutionen  mit  infinitesimalem  hyperbolischen  Bestandteil 
in  der  Gruppe  nicht  vorkommen  (cf.  pg.  97).  Es  ergiebt  sich:  Ein 
auf  der  Kugel  gelegener  hyperbolischer  oder  loxodromisdier  Fixpunkt  der 
Ghruppe  kann  weder  im  Innern,  noch  auf  einer  Seite,  Kante  oder  in  einer 
Ecke  des  Normalpolyeders  liegen. 

Analog  wie  in  §  6  (pg.  117)  ist  jetzt  zu  unterscheiden,  ob  die  Gruppe 
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auf  der  Kugel  uneigentlich  oder  eigentlich  discontinuierlich  ist.  Im 
ersteren  Falle  verläuft  Uq  durchaus  im  Kugelinnern  und  kann  die  Ober- 
fläche nur  in  einzelnen  Punkten  erreichen.  Machen  wir  f&r  den  Augen- 
blick die  beschränkende  Voraussetzung ,  dass  das  Polyeder  77^  endliche 
Seitenzahl  hat,  so  kann  es  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Ecken  die 
Kugel  erreichen.  Auf  Grund  der  Zuordnung  der  Polyederseiten  gehören 
diese  Ecken  in  gewisser  Ordnung  zusammen;  und  indem  man  in  der 
fertigen  Polyederteilung  die  Umgebung  einer  einzelnen  Ecke  betrachtet^ 
bemerkt  man  leicht,  dass  der  Eckpunkt  das  Centrum  einer  Rotations- 
untergruppe von  dem  im  Anfang  des  Paragraphen  wiederholt  genannten 
Typus  ist.  Wir  haben  als  Resultat:  Eine  auf  der  Kugd  uneigentlich 
discontinuierliche  Gruppe,  die  somit  im  Sinne  des  §3,  pg.  106,  im  engeren 
Sinne  als  Polyedergruppe  zu  bezeichnen  ist,  hat  ein  durcfiaus  im  Kugdr 
inneren  verlaufendes  Normalpolyeder  11^^  welches  die  Kugeloberfläche  höch- 
stens in  regulären  Eclqpunkten  erreicliefi  kann;  doch  gut  hier  die  Endlichkeit 
der  SeitenanzaM  von  11^  als  Voraussetzung.  Die  Picard'sche  Gruppe  des 
vorigen  Kapitels  giebt  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  ab. 

Ist  die  Gruppe  auf  der  Kugeloberfläche  eigentlich  discontinuier- 
lich, d.  h.  handelt  es  sich  um  eine  Polygongruppe ,  so  dringt  das  Poly- 
eder Uq  mit  einem  oder  mehreren  Teilen  in  das  Kugeläussere  hinaus. 
Über  die  hier  eintretenden  Seitenflächen,  Kanten  und  Ecken  gelten 
ähnliche  Bemerkungen,  wie  im  Kugelinnern.  Die  Kanten  können  zu- 
fällige sein  oder  nicht;  im  letzteren  Falle  unterscheiden  wir  wieder, 
ob  die  zugehörige  Substitution  elliptisch,  parabolisch  etc.  ist.  Andrer- 
seits sind  die  Ecken  entweder  zufällige  oder  halbreguläre  oder  endlich 
reguläre.  Eine  nähere  Untersuchung  über  die  Natur  dieser  Ecken, 
sowie  überhaupt  über  die  ausserhalb  der  Kugel  gelegenen  Teile  von 
Uq  stellen  wir  nicht  an;  doch  bemerken  wir,  dass  diese  Untersuchung 
in  den  Entwicklungen  der  nächsten  Paragraphen  implicite  enthalten  sind. 

§  9.    Das  Verhalten  der  Polygongruppen  auf  der  Kugeloberfläohe. 

Erster  Teil:    Allgemeines. 

Wenn  wir  nunmehr  das  Verhalten  der  Polygongruppen  auf  der 
Kugeloberfläche  ausführlich  untersuchen  wollen,  so  werden  wir  natür- 
lich annehmen,  dass  nicht  der  elementare  Typus  der  Rotationsgruppen 
vorliegt.  Im  Gegensatz  zu  den  entsprechenden  Verhältnissen  in  der 
hyperbolischen  Ebene  treff'en  wir  alsdann  hier  im  hyperbolischen  Räume 
auf  neue  und  ausserordentlich  mannigfaltige  Ergebnisse. 

Es  gilt  zuvörderst,  den  folgenden  Grundsatz  zu  beweisen,  in  wel- 
chem die  Maassbestimmungen  auf  der  Kugel    im   elementaren  Sinne 
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gemeint  sind  *) :  Ist  die  Gruppe  in  einem  Bereich  von  endlicher,  wenn  auch 
noch  so  Meiner  Flächenausdehnung  auf  der  Kugel  uneigentlich  discontinuier- 
lieh,  so  ist  sie  auf  der  Kugel  nirgends  eigentlich  discontinuierlich. 

Man  wolle  nämlich  im  Innern  des  gedachten  Bereiches  einen 
Kreis  von  endlichem  Radius  zeichnen  und  sodann  die  Ebene  dieses 
Kreises  in  ihrem  Verlauf  im  Kugelinnern  verfolgen.  Sie  vrird  hier 
durch  Polyeder  der  das  Kugelinnere  erfüllenden  Einteilung  hindurch- 
ziehen,  und  man  wolle  zur  Erleichterung  der  Vorstellungen  ein  ein- 
zelnes dieser  Polyeder  in  das  Ausgangspolyeder  77^  transformieren.  Die 
genannte  Ebene  geht  dabei  in  eine  neue  Lage  über,  in  welcher  sie  die 
Kugeloberfläche  in  zwei  Kalotten  K  und  K'  zerlegt.  Innerhalb  K  ist 
die  Gruppe  allenthalben  uneigentlich  discontinuierlich;  und  dies  ist 
nach  den  im  Anfang  des  Kapitels  gegebenen  Entwicklungen  nur  da- 
durch möglich,  dass  K  überall  dicht  von  Fixpunkten  bedeckt  ist. 
Lässt  sich  nun  im  Innern  von  K  ein  nicht-elliptischer  Fixpunkt  finden, 
so  unterscheiden  wir,  ob  der  zweite  Fixpunkt  der  zugehörigen  Sub- 
stitution gleichfalls  auf  K  oder  auf  K*  liegt.  Im  ersten  Falle  kann 
man  durch  hinreichend  oft  wiederholte  Anwendung  der  betreffenden 
Substitution  K'  in  eine  gänzlich  innerhalb  K  gelegene  Kalotte  über- 
führen, und  wir  schliessen  demnach  durch  Anwendung  der  inversen 
Substitution,  dass  auch  K'  allenthalben  dicht  von  Fixpunkten  bedeckt 
sein  muss.  Ist  hingegen  der  zweite  Fixpunkt  der  fraglichen  Substitu- 
tion auf  K'  gelegen,  so  können  wir  durch  hinreichend  oft  wiederholte 
Ausübung  dieser  Substitution  K  in  eine  die  ganze  Kugel  bis  auf  einen 
beliebig  kleinen  Rest  bedeckende  Kalotte  transformieren,  so  dass  wieder 
die  ganze  Kugel  überall  dicht  von  Fixpunkten  besetzt  sein  würde. 
Wären  aber  alle  in  K  gelegenen  Fixpunkte  elliptisch,  so  würde  die 
schon  pg.  100  durchgeführte  Überlegung  die  Existenz  von  elliptischen 
Substitutionen  in  der  Gruppe  ergeben,  deren  beide  Fixpunkte  auf  K 
einander  beliebig  nahe  liegen.  Wir  können  sie  so  nahe  wählen,  dass 
K'  durch  einmalige  Ausübung  der  Substitution  in  eine  gänzlich  inner- 
halb K  gelegene  Kalotte  übergeführt  wird.  Auch  hier  sieht  man 
wieder,  dass  auch  K!  überall  dicht  von  Fixpunkten  bedeckt  ist;  und 
damit  ist  unsere  Behauptung  erhärtet.  Wir  können  somit  den  Satz 
anmerken:  Bei  Polygongruppen  erfüllen  die  auf  der  Kugeloberfläche  ge- 
legenen Fixpunkte  keinen  gumfach  ausgedehnten  Teil  dieser  Oberfläche 
überall  dickt. 


*)  Man  erinnere  sich,  dass  vermöge  der  hyperbolischen  Maassbestimmnng  des 
Baumes  auf  der  Engeloberfläche  selbst  eine  Maassbestimmnng  nur  erst  teilweise 
gegeben  ist,  insofern  freilich  der  Winkelbegriff,  nicht  aber  der  Begriff  der  Ent- 
fernung fixiert  ist. 
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Man  bringe  nun  die  Kugel  mit  dem  einzelnen  Polyeder  IIq  zum 
Durchschnitt  und  fixiere  die  im  Innern  von  Uq  gelegenen  Teile  der 
Kugeloberfläche.  Dieselben  werden  aus  einem  oder  mehreren  Kreis- 
bogenpolygonen bestehen,  die  wir  etwa  p^,  Pq\  ...,1>o*^~*^  nennen,  wenn 

V  ihre  Anzahl  ist.  Es  kann  durchaus  auch  i;  ^r^  oo  sein;  doch  werden 
wir  diesen  Fall  zur  Vermeidung  zu  weit  gehender  Complicationen  nicht 
besonders  ins  Auge  fassen.  Die  Ecken  der  Kreishogeitpolygone  |)q,  p^, 
. . .,  jPo  ^^  sind  stets  concav  und  entweder  zufallig  oder  elliptisch  oder 
endlich  parabolisch;  an  hyperbolische  oder  loxodromische  Fia^nkte  reicht 
keines  der  Polygone  heran.  Natürlich  fassen  wir  hier  überall  den  Be- 
griff des  Polygons  in  dem  Sinne,  dass  wir  nicht  die  aus  Kreisbogen 
bestehende  Umrisscurve  damit  meinen,  sondern  das  durch  diese  Um- 
risscurve  eingegrenzte  Stück  der  Kugeloberfläche. 

Es  kann  vorkommen,  dass  eine  Seitenfläche  des  Polyeders  Uq  im 
Kugelinneren  überhaupt  keine  Kanten  darbietet,  dass  vielmehr  die  sämt- 
lichen diese  Seite  begrenzenden  Kanten  ausserhalb  der  Kugel  liegen. 
Alsdann  nimmt  offenbar  der  volle  Schnittkreis  dieser  Seite  mit  der 
Kugel  an  der  Begrenzung  eines  der  Polygone  jp^,  p^,  . . .  Teil,  worauf 
das  betreffende  Polygon  offenbar  mehrfach  zusammenhängend  sein 
wird;  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  lernten  wir  pg.  104  kennen.  Allge- 
mein merken  wir  den  Satz  an:  Das  einzelne  der  Kreisbogenpolygone  Pq, 
Pq,  , . ,  ist  einfach  oder  mehrfach  susammenMngend,  wobei  die  einzelne 
der  unterschiedenen,  das  Polygon  begrenzenden,  Kreisbogenketten  auch  aus 
einem  einzigen  Vollkreise  bestellen  kann.  Der  Fall  eines  unendlich  hohen 
Zusammenhangs  des  einzelnen  Polygons  ist  zwar  keineswegs  ausge- 
schlossen, wird  aber  wieder  zweckmässig  bei  Seite  gelassen. 

Man  denke  nunmehr  die  gesamte  Polyederteilung  //q,  77,,  ...  an- 
gebracht und  bilde  den  Durchschnitt  derselben  mit  der  Kugeloberfläche. 
Letztere   wird   überdeckt  erscheinen    mit   unendlich    vielen  Polygonen 

i'o,  .  • .,  Po^^^j  Pij  •  •  -7  P^i~^\  JP«?  •  •  •;  vo^  denen  jedes  mit  einem  der 

V  Polygone  p^y  -  -  »^  Pq''^^  äquivalent  ist.  Da  die  Gruppe  in  keinem 
endliehen  Flächenstück  der  Kugel  überall  uneigentlich  discontinuierlich 
ist,  so  ergiebt  eine  kurze  Zwischenbetrachtung,  dass  Punkte,  die  von 
dem  Polygonsystem  der  Kugeloberfläche  freibleiben,  nirgends  ein  end- 
liches Flächenstück  füllen  können.  Punkte  der  Kugeloberfläche,  welche 
von  den  Polygonen  nicht  erreicht  werden,  sollen  G-renzpunkte  der  Gruppe 
heissen.  Zu  den  Grenzpunkten  gehören  insbesondere  die  hyperbolischen 
und  loxodromischen  Fixpunkte  der  Kugeloberfläche.  Aiu:h  die  parabo- 
lischen Fixpunkte  rechnen  wir  den  Grenzpunkten  zu,  obwohl  sie  Polygon- 
ecke sein  können;  sie  können  nämlich  niemals  im  Innern  der  gleich 
zu  betrachtenden  Polygonnetze  liegen,  und  es  wird  sich  bei  der  Fort- 
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führung  der  Untersuchung  sogleich  als  zweckmässig  erweisen^  den  an 
der  Spitze  einer  parabolischen  Ecke  gelegenen  Fixpunkt  nicht  mehr 
als   dem   Polygon    angehörig   anzusehen.     Es    gilt   alsdann    der  Satz: 

Die  V  Polygone  Pq,  Pq,  . . .,  Po"^^  bilden  einen  Discontinuitätsbereich  für 
die  gesamte  Kugeloberfläche ,  die  Grenzpunkte  der  Gruppe  allein  aus- 
genofnrnen. 

Die  Bandcurven  der  Polygone  jPo;  i>o;  "-yPo"^^  si^d  paarweise 
einander  zugeordnet,  wobei  je  zwei  einander  entsprechende  Randkreise 
durch  Substitutionen  der  Gruppe  ohne  Best  und  Überschuss  in  einander 
transformierbar  sind.  Wir  müssen  nun  hier  durchaus  mit  dem  Vor- 
kommnis rechnen,  dass  zugeordnete  Bandcurven  verschiedenen  unter 
den  V  Polygonen  angehören.     Ist  aber  eine  Seite   von  Pq   etwa   mit 

einer  solchen  von  Pq  zusammengeordnet,  so  ist  mit  Pq  ein  zu  Pq^ 
äquivalentes  Polygon  pf^  benachbart  Man  wolle  alsdann  im  System 
der  V  Polygone  Pq,  Pq,  . .  .,  i>{/'""*^  das  Polygon  p^^^  durch  p^^^  ersetzen 

und  letzteres  mit  Pq  in  eins  ziehen.  Durch  Wiederholung  dieser  Maass- 
nahme  können  wir  die  v  Polygone  Po,  Po,  . .  .,  i^l*""^^  schliesslich  durch 

f*  <  V  Polygone  Po,  Po,  . . .,  Po  ~*^  ersetzen,  welche  in  demselben  Sinne 
wie  die  ursprünglichen  einen  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  liefern, 
und  wobei  nun  die  Seiten  des  einzelnen  Polygons  stets  nur  wieder  Seiten 
des  nämlichen  Polygons  zugeordnet  sind.  Die  neuen  Polygone  Po,  Pq, 
...,  P^— *)  sind  gleichfalls  von  Kreisbogen  begrenzt  und  besitzen  nur 
zufällige  oder  elliptische  bez.  parabolische  Ecken. 

Auf  das  System  der  Polygone  Po,  Po,  ...,  P^"^^  wolle  man  nun 
die  gesamten  Substitutionen  der  Gruppe  ausüben  und  findet  die  Kugel- 
oberfläche  bis   auf  die   Grenzpunkte   von   unendlich  vielen  Polygonen 

Po,  . . .,  PI^^^\  Pi,  ...,  Pi~^\  Pi,  ...  bedeckt.  Insbesondere  wolle 
man  dabei  diejenigen  Polygone  P^,  P^,  ...  verfolgen,  welche  sich  an 
Pq  auf  Grund  der  für  dies  Polygon  gültigen  Zuordnung  der  Kanten 
mittelbar  oder  unmittelbar  anschliessen.  Dieselben  werden  ein  zusam- 
menhängendes Netz  von  Polygonen  bilden,  das  kurz  durch  N  bezeichnet 

sein  möge.  Entsprechende  Netze  bilden  sich  um  Po,  .  . .,  P^"~^^;  sie 
mögen  N\  . . .,  N^'~^^  genannt  werden.  Keine  zwei  unter  diesen  fi  Po- 
lygonnetzen N,  ...,  ^^-^>  können  auch  nur  einen  Punkt  gemeinsam 
haben;  denn  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  von  N  und  N'  würde  sowohl 
in  Pq  wie  Po  einen  äquivalenten  Punkt  haben,  was  nicht  möglich  ist 
Die  gesamten  Substitutionen  des  Netzes  N  in  sich,  welche  also  Po  in 
alle  übrigen  Polygone  von  N  transformieren,  bilden  eine  in  der  Ge- 
samtgruppe enthaltene  Untergruppe,  welche  G  heissen  möge;  ent- 
sprechend  mögen   die  Untergruppen  G\  . . .,   6r^""'^   zu    den  Netzen 

Fricke-Klein,  Automorphe  Funotionen.    I.  9 
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N\  . .  .,  N^"^^  gehören.  Die  eingehende  Untersuchung  der  hier  vor- 
liegenden Verhältnisse  macht  eine  Reihe  von  Fallunterscheidungen 
nötig. 

Wir  nehmen  erstlich  an:  Die  gange  Kugel  ist  nur  von  einem  Netze 
N  bedeckt  Hier  ist  notwendig  f*  =  1  und  die  Untergruppe  G  fallt 
mit  der  Gesamtgruppe  F  zusammen;  doch  sei  sogleich  betont^  dass  bei 
^  =  1  auch  mehrere,  ja  unendlich  viele  Netze  eintreten  können ,  die 
natürlich  alle  äquivalent  sind.  Wir  werden  später  Gruppen  mit  nur  einem 
Netz  kennen  lernen,  bei  denen  Pq  mehrfach  zusammenhängend  ist,  aber 
auch  solche  mit  einfach  zusammenhängendem  Tq*\  Bei  denselben  werden 
die  Grenqmnkte  sämtlich  isoliert  gelegen  sein;  jedenfalls  folgt  schon  hier, 
dciss  die  Grenzpunkte  keine  geschlossene  Curve  bilden  dürfen^  welche  einen 
Flächenteil  der  Kugel  eingrenzt.  Es  subsumieren  sich  hier  gewisse  ele- 
mentare Gruppen,  welche  je  nur  zwei  Grenzpunkte  haben**).  Wie  wir 
sehen  werden,  besteht  eine  solche  Gruppe  aus  lauter  Substitutionen, 
welche  die  beiden  Grenzpunkte  zu  Fixpunkten  haben.  Hierüber  hinaus 
besteht  folgender  allgemeine  Satz:  Hat  eine  beliebige  Polygongruppe 
mehr  als  zwei  Grenzpunkte  auf  der  Kugeloberfläche,  so  hat  sie  deren 
gleidh  unendlich  viele.  Man  nehme  nämlich  an,  die  Anzahl  der  Grenz- 
punkte sei  endlich  und  transformiere  dieselben  durch  die  Substitutio- 
nen der  Gruppe.  Da  ein  Grenzpunkt  stets  nur  wieder  mit  einem  eben 
solchen  äquivalent  ist,  so  bewirkt  jede  Substitution  eine  Permutation 
der  Grenzpunkte.  Man  sieht  sofort,  dass  unendlich  viele  Substitutionen 
dieselbe  Permutation  der  Greuzpunkte  bewirken  müssen;  insbesondere 
werden  unendlich  viele  Substitutionen  der  Gruppe  die  sämtlichen  Grenz- 


*)  Alle  diese  allgemeinen  Angaben  werden  bei  den  Einzelentwicklungen  im 
dritten  Kapitel  des  folgenden  Abschnitts  an  Beispielen  thatsächlich  in  die  Er- 
scheinung treten.  Man  wolle  schon  hier  zur  Erläuterung  der  abstracten  Erörte- 
rungen des  Textes  die  dortigen  Figuren  und  Ausführungen  heranholen;  es  wird 
ja  dabei  nicht  hinderlich  sein,  dass  sich  jene  Figuren  meist  auf  Gruppen  der 
zweiten  Art  beziehen,  welche  aus  Spiegelungen  erzeugbar  sind.  Eine  Gruppe  mit 
fi  =»  1  und  nur  einem  Netze  werden  wir  z.  B.  aus  einem  Kreisbogen viereck  mit  den 

Winkeln  ^ »   „  »      i  -  erzeugen ;  auch  die  oben  bereits  erwähnte,  zum  Polygon  der 

Figur  26,  pg.  104  gehörige  Gruppe  gehört  hierher.  Eine  Gruppe  mit  fi  =  1  und 
unendlich  vielen  Netzen  gewinnt  man,  wenn  man  im  hyperbolischen  Räume  ein 
reguläres  Tetraeder,  dessen  Kanten  etwa  Tangenten  der  absoluten  Kugel  sind,  als 
Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  zweiter  Art  vorlegt  und  überdies  noch  die  24 
Substitutionen  des  regulären  Tetraeders  in  sich  hinzufügt.  Auch  diese  Gruppe,  auf 
welche  sich  übrigens  die  pg.  120  erwähnten  Ausführungen  von  Dyck  beziehen, 
findet  man  unten  a.  a.  0.  ausführlich  besprochen. 

**)  Die  Theorie  dieser  Gruppen  entwickeln  wir  im  ersten  Kapitel  des  folgen- 
den Abschnitts. 


I,  2.  Normalbereiche  der  Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen.       131 

punkte  unverändert  lassen.    Da  aber  keine  Substitution  mehr  als  zwei 
Fixpunkte  hat;  so  ist  die  Anzahl  der  Grenzpunkte  nicht  grösser  als  zwei. 

§  10.     FortsetBung:    Specielle  Betrachtung  der  Gruppen  mit 

GrenBOurven. 

Man  discutiere  nunmehr  den  Fall,  dctös  die  ganze  Kageloberfläche 
bis  auf  die  Grrempunkte  von  zwei  Polygonnetisen  N,  N'  bedeckt  ist.  Wir 
gelangen  hier  zu  neuen  und  interessanten  Ergebnissen,  welche  zumal 
in  der  Einführung  der  Grenzeurven  gipfeln.  Der  Rand  des  einzelnen 
Netzes  ist  aus  einer  Mannigfaltigkeit  von  Grenzpunkten  gebildet,  gegen 
welche  die  Polygone  des  Netzes  (im  Sinne  unserer  gewöhnlichen  An- 
schauung) unendlich  klein  werden.  Da  Grenzpunkte  niemals  endliche 
Flächenteile  fÖUen,  so  werden  wir  zum  Begriflf  der  Grenzcurve  geführt, 
welche  eine  zusammenhängende  Kette  unendlich  vieler  Grenzpunkte  dar- 
stellt.  Gegenwärtig  tritt  eine  Grenzcurve  auf,  welche  die  Kugelober- 
fläche in  die  beiden  von  N  und  N'  bedeckten  Bereiche  teilt;  die  Zahl  ^ 
kann  sowohl  «»  1  als  =  2  sein,  und  dementsprechend  ist  die  Gruppe 
G  entweder  in  der  Gesamtgruppe  eine  Untergruppe  vom  Index  2  oder 
die  Gesamtgruppe  selbst. 

Die  oben  betrachteten  Gruppen  der  hyperbolischen  Ebene,  welche 
auf  der  absoluten  Ellipse  uneigentlich  discontinuierlich  sind,  ordnen 
sich  hier  als  besonders  einfache  Specialfälle  ein.  Das  Polyeder  TJ^^ 
einer  solchen  Gruppe  ragt  in  das  Kugeläussere  mit  einer  Ecke  hinaus, 
deren  sämtliche  Seiten  eben  durch  jenen  gemeinsamen  Eckpunkt  hin- 
durchlaufen, ein  Vorkommnis,  welches  man  übrigens  durchaus  als  par- 
ticulär  anzusehen  hat.  TrifiPt  jedoch  dieser  fragliche  Specialfall  zu,  so 
wird  die  Polarebene  jener  ausserhalb  der  Kugel  gelegenen  Ecke  auf 
der  Kugel  einen  Kreis  ausschneiden,  welcher  der  Hauptkreis  wird, 
und  welcher  die  Rolle  der  Grenzcurve  übernimmt.  Die  beiden  durch 
den  Hauptkreis  abgetrennten  Kugelkalotten  tragen  nun  die  Netze  N 
und  IT,  Die  Gruppe  besteht  nur  aus  nicht-loxodromischen  Substitut 
tioneo,  und  die  sämtlichen  Axen  dieser  Substitutionen  laufen  durch  den 
Pol  der  Hauptkreisebene,  welcher  demgemass  als  eine  ausserhalb  der 
Kugel  gelegene  reguläre  Ecke  der  Polyederteilung  zu  bezeichnen  ist. 
Wir  haben  damit  den  allgemeinen  Typus  einer  solchen  regulären  Ecke 
vor  Augen.  Indem  wir  die  Modulteilung  für  die  ganze  Kugelober- 
fläche, d.  h.  nicht  nur  auf  der  positiven,  sondern  auch  auf  der  nega- 
tiven Halbkugel  entwerfen,  haben  wir  ein  hierher  gehörendes  Beispiel. 

Die  eben  gemeinten,  den  Bewegungen  der  hyperbolischen  Ebene 

enstammenden  Gruppen  haben  nun  beständig  fi  =  2.     Doch  kommen 

daneben  auch  Gruppen  mit  ft  «»  1  vor.    In  diesem  Falle  werden  beide 

9* 
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Netze  mit  einander  äquivalent,  d.  h.  es  giebt  in  der  Gruppe  Substitu- 
tionen,  welche  die  beiden  durch  den  Hauptkreis  geschiedenen  Halbkugeln 
permutieren.  Die  Erweiterung  der  Modulgruppe  durch  Hinzunahme  der 
ganzzahligen  Substitutionen  von  der  Determinante  ad  —  /3y=  —  1 
liefert  hierzu  ein  Beispiel ,  wie  wir  denn  allgemein  zu  den  neuen  Gruppen 
geführt  werden,  wenn  wir  (unter  Annahme  der  reellen  J;-Axe  als  Haupt- 
kreis) neben  den  reellen  g- Substitutionen  positiver  Determinanten  noch 
ebensolche  Substitutionen  von  negativer  Determinante  zulassen.  Auch 
diese  Gruppen  stellen  offenbar  Rotationsgruppen  mit  Centrum  ausser- 
halb der  Kugel  (also  Hauptkreisgruppen)  dar,  insofern  doch  der  Pol 
der  Hauptkreisebene  bei  Permutation  der  Halbkugeln  an  seiner  Stelle 
bleibt.  Wir  gewinnen  hiernach  erst  den  vollen  Inbegriff  der  Hauptkreis- 
gruppen ,  wenn  wir  die  Gruppen  mit  ft  =  1  den  aus  den  Bewegungen 
der  hyperbolischen  Ebene  entspringenden  Gruppen  hinzufügen.  Wir  be- 
nennen gelegentlich  die  Hauptkreisgruppen,  deren  Substitutionen  teil- 
weise die  beiden  durch  den  Hauptkreis  abgetrennten  Kalotten  permu- 
tieren, als  solche  vom  „zweiten  Typus*';  jede  solche  Gruppe  enthält 
als  Untergruppe  des  Index  zwei  eine  Hauptkreisgruppe  des  „ersten 
Typus*',  bei  der  die  einzelne  Kalotte  stets  nur  in  sich  selbst  übergeht. 
Im  hyperbolischen  Räume  werden  die  Discontinuitätsbereiche  beim 
zweiten  Typus  durch  Pyramiden  gegeben,  welche  die  Hauptkreisebene 
zur  Basis,  deren  Pol  aber  zur  Spitze  haben.  Wegen  der  Beziehung  der 
Gruppen  vom  zweiten  Typus  zu  den  durch  Operationen  zweiter  Art 
erweiterten  Gruppen  der  hyperbolischen  Ebene  sehe  man  die  Dar- 
legungen pg.  141  (unten)  und  142. 

Es  ist  nun,  wie  wir  schon  betonten,  der  Hauptkreisfall  hier  als 
particulär  anzusehen.  Man  wird  im  allgemeinen  nicht  erwarten  dürfen, 
dass  sich  ausserhalb  der  Kugel  ein  Punkt,  nachweisen  lässt,  durch 
welchen  sämtliche  an  Pq  beteiligten  Polyederseiten  hindurchlaufen,  und 
in  welchem  sich  sämtliche  Axen  der  in  der  Gruppe  enthaltenen  Sub- 
stitutionen schneiden.  Wir  können  auch  sagen,  dass  der  über  Pq  her- 
vorragende Teil  des  Normalpolyeders  im  allgemeinen  mehr  als  eine 
Ecke  darbieten  wird.  Die  vorläufige  Besprechung  der  nun  eintretenden 
Verhältnisse  wollen  wir  auf  folgenden  Satz  gründen:  Liegt  der  Hattet- 
kreisfall  nicht  vor,  so  enthält  die  Gruppe  stets  loxodromische  Substitutionen. 

Man  nehme  nämlich  an,  dass  die  Gruppe  G  aller  Substitutionen 
des  Netzes  N  in  sich,  welche  im  vorliegenden  Falle  mit  der  Gesamt- 
gruppe  identisch  ist  oder  als  Untergruppe  des  Index  2  in  ihr  enthalten 
ist,  lauter  nicht-loxodromische  Substitutionen  enthält.  Wie  wir  dann 
zeigen  können,  lassen  sich  die  Substitutionen  der  Gruppe  so  schreiben, 
dass  sie  sämtlich  reelle  Coefficienten  haben.     Zu  diesem  Ende  fixiere 
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man  diese  Substitutionen  uuimodular  und  greife  eine  hyperbolische  V 
heraus*).     Sodann  führe  man   g  in  der  Art  ein^    dass    die   Fixpunkte 

von  V  die  Werte  5  =  0  und  cx)  bekommen;  man  hat  V  =  (  '  j,  abge- 
kürzt geschrieben,  wobei  a  und  d  reell  und  von  1  verschieden  sind. 
Ist  C^«  (    '  ^j    irgend  eine  andere  Substitution  der   Gruppe,   so  ist 

nach  Voraussetzung  die  Summe  (a  -}-  d)  reell.  Da  dasselbe  für  VU 
gilt,  so  sind  a  und  S  einzeln  reell  und  also  folgt  weiter,  dass  auch 
das  Product  ßy  reell  ist.  Die  Variabele  g  ist  bisher  nur  erst  bis  auf 
einen   Factor   bestimmt;    wir   wählen    denselben    so,    dass    in    irgend 

einer  Substitution   C^=  (    '  ^)»  i^  welcher  nicht  zugleich  /J  =  0  und 

y  =  0   ist,   ß   und   y   reell    ausfallen.     Ist   nun   [7'  =  f   /  ^ J  irgend 

eine  weitere  Substitution  der  Gruppe,  so  folgt  die  Realität  von  ß' 
und  /  aus  dem  Umstände,  dass  f/' CT  und  UU'  reelle  erst«  Coefficienten 
haben.  Es  haben  sonach  alle  Substitutionen  der  Gruppe  G  reelle  Co- 
efficienten, und  also  ist  G  sowie  auch  die  vorgelegte  Gesamtgruppe 
eine  Hauptkreisgruppe;  G  selbst  gehört  zum  ersten  Typus,  da  alle  ihre 
Substitutionsdeterminanten  als  -f~  ^  fixiert  waren.  Sobald  dieser  Fall 
nicht  vorliegt,  werden  sich  also  loxodromische  Substitutionen  in  der 
Gruppe  finden,  und  zwar  offenbar  unendlich  viele. 

Unter  Bückkehr  zum  allgemeinen  Fall  markiere  man  auf  der 
Grenzcurve  des  Netzes  N  die  unendlich  vielen  loxodromischen  Fix- 
punktepaare. Für  ein  einzelnes  Paar  fixiere  man  auf  der  Eugelober- 
flache  überdies  die  unendlich  vielen  ringförmigen  Discoutinuitätsbereiche, 
wie  wir  sie  pg.  66  verabredeten,  sowie  die  doppelspiraligeu  Bahncurven. 
Jeder  loxodromische  Fixpimkt  liegt  auf  der  Grenzcurve,  und  da  letztere 
durch  alle  Substitutionen  der  Gruppe  in  sich  transformiert  wird,  so 
gelangen  wir  zu  der  Vorstellung,  dass  sich  die  Grenzcurve  um  jeden 
ihrer  unendlich  vielen  loxodromischen  Fixpunkte  unendlich  oft  spiralig 
icindeL  Es  sollte  diese  vorläufige  Entwicklung  auf  die  merkwürdige 
Compliciertheit  der  Grenzcurven  hindeuten,  welche  stets  dann  eintritt, 

*)  Den  Zweifel,  ob  vielleicht  Gruppen  uneDdlich  hoher  Ordnung  nur  aue 
elliptischen  und  parabolischen  Substitutionen  bestehen  könnten,  wird  man  auf 
Grund  der  folgenden  Sätze  beseitigen,  die  nicht  schwer  beweisbar  sind  und  auch 
sonst  mit  Vorteil  verwendet  werden  können:  Sind  U,  V  elliptische  Substitutionen, 
80  ist  ü'Fl/'""^  F~~^  elliptisch,  parabolisch,  hyperbolisch  oder  loxodromisch,  je 
nachdem  sich  die  Axen  von  U  und  V  innerhalb,  auf,  ausserhalb  der  Kugel  oder 
gar  nicht  schneiden.  Sind  ü  und  V  parabolisch,  so  ist  UVU^^  F""^  hyperbolisch, 
wenn  nicht  bereits  UV  loxodromisch  war. 


M      -■ 
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wenn  nicht  der  elementare  Fall  eines  Kreises  vorliegt.  In  der  Thal 
sind  die  Grenstcurveny  die  nicht  Kreise  sind,  überhaupt  den  gewöhnlichen 
Mähoden  der  analytischen  Geometrie  nicht  mehr  zugänglich;  sie  sind  durch 
Jceine  analytische,  geschweige  algebraische  Gleichungen  zunschen  den  Coordi- 
naten  g,  iy  darstellbar*).  Wir  kommen  auf  die  Natur  dieser  Grenzcurven 
im  zweiten  Abschnitt  (Eap.  3)  ausführlich  zurück,  wollen  jedoch  schon 
bei  der  Formulierung  der  nächstfolgenden  Sätze  auf  die  eben  ge- 
machten Angaben  Bezug  nehmen**). 

Es  bleibt  endlich  der  Fall  zu  besprechen,  dass  die  Kugelcberfläche 
von  mehr  als  zwei  Polygonnetzen  bedeckt  ist.     Das  einzelne  Netz  kann, 
wie  im  eben  besprochenen  Falle,  einfach  zusammenhängend  sein;  doch 
ist  dies  keineswegs  erforderlich,   und   wir  werden  sogleich  über  den 
Zusammenhang  des  einzelnen  Netzes  noch  weitere  Untersuchungen  an- 
stellen.   Vorab  nehmen  wir  an,  die  Kugelteilung  weise  im  ganzen  die 
endliche  Anzahl  von  v  Netzen  auf.    Es  wird  alsdann  in  der  Gesamt- 
gruppe eine  Untergruppe  Gq  von  endlichem  Index  geben,   deren  ein- 
zelne Substitution  jedes  der  Netze  in  sich  seibet  überführt.    Da  diese 
Untergruppe  auch  in   der   zum  Netze  N  gehörenden  Gruppe  G   eine 
Untergruppe  von  endlichem  Iudex  ist,  so  wird  die  Grenzcurve  des  Netzes 
N  von  hyperbolischen  und  loxodromischen  Fixpunkten  der  Gruppe  G^ 
überall  dicht  bedeckt  sein  ***).  Ist  andrerseits  V  eine  beliebige  hyperbo- 
lische oder  loxodromische  Substitution,  welche  Gq  angehört,  so  liegen  die 
beiden  Fixpunkte  von  V  notwendig  auf  dem  Rande  von  N]  denn  läge 
einer  derselben  ausserhalb  N^  so  würde  N  durch  wiederholte  Anwen- 
dung von  V  oder  F""^  beliebig  nahe  an  diesen  Fixpunkt  und  also  nicht 
in   sich    transformiert   werden.     Die    Anwendung   der   gleichen   Über- 
legung auf  ein  zweites  Netz  N'  lehrt,  dass  die  Grenzcurve  von  N  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  auch  N'  begrenzen  wird.     Da  beide  Netze 
zusammenhängende  Bereiche  darstellen,  so  folgt,  dass  sie  auch  einfach 
zusammenhängen,  und  dass  sie  zusammen  die  Kugel  bereits  vollständig 


'*)  Anf  das  Auftreten  derartiger  nicht- analytischer  Grenzcnrven  hat  zuerst 
Klein  in  seinem  pg.  105  citierten  Briefe  an  Poincar^  aufmerksam  gemacht 

**)  Man  yergl.  insbesondere  schon  jetzt  die  unten  a.  a.  0.  mitgeteilte  an- 
nähernde Zeichnung  der  Grenzcurve  für  den  Fall,  dass  das  Ausgangspolygon  ein 
Viereck  mit  vier  Winkeln  null  und  ohne  gemeinsamen  Orthogonalkreis  ist. 

**'^)  Gegen  die  Grenzcurve  des  Netzes  N  hin  werden  n&mlich  die  Polygone 
unbegrenzt  klein.  Dies  könnte  freilich  auch  dadurch  geschehen,  dass  die  zuge- 
hörigen Substitutionen  elliptisch  wären,  bei  deren  einzelner  die  beiden  Fixpunkte 
einander  unbegrenzt  nahe  liegen.  Doch  würde  man  dann  um  so  mehr  in  unmittel- 
barer Nähe  der  elliptischen  Fixpunktepaare  loxodromische  oder  hyperbolische 
Fixpunkte  nachweisen,  welche  ana  entfernt  gelegenen  Punkten  dieser  Art  durch 
die  fi-aglichen  elliptischen  Substitutionen  hervorgehen. 
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bedecken:  Enthält  der  Schnitt  der  Polyederteilung  einer  Crruppe  F  mit 
der  Kugeloberfläche  mehr  als  zwei  Näze,  so  enthält  er  sogleich  unendlich 
viele  Netze.  Diese  unendlich  vielen  Netze  werden  sich  in  fi  Glassen 
anordnen,  fi  in  der  Bedeutung  des  vorigen  Paragraphen  gebraucht. 
Ist  fi  >  2,  so  tritt  der  Fall  unendlich  vieler  Netze  immer  ein,  doch 
kann  er  auch  bei  ft  =  1  und  ft  =  2  vorliegen  *). 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen ,  dass  die  Grenzcurven  zweier  Netze 
aus  dem  System  N,  N',  . . .,  N^—V  der  inäquivalenten  Netze  ein- 
zelne Punkte  gemein  haben,  und  wir  werden  dies  späterhin  insbe- 
sondere bei  parabolischen  Punkten  zu  beobachten  haben.  Inzwischen 
veranschauliche  man  sich  den  Fall,  dass  die  Netze  N,  N\  , . .,  N^"^^ 
durchaus  isoliert  liegen.  Ist  dann  V  eine  nicht- elliptische  Substitu- 
tion der  zu  N  gehörenden  Gruppe  Gy  so  entspringen  durch  wiederholte 
Ausübung  von  V  ausserhalb  N,  aber  hart  am  Bande  in  der  Nähe  eines 
Fixpunktes  von  F  unendlich  viele  mit  N',  K'j  . . .,  N^~^^  äquivalente 
Netze.  Da  die  Grenzcurve  jedes  Netzes  überall  dicht  mit  Fixpunkten 
besetzt  ist,  so  folgt:  Im  Falle  unendlich  vieler  Polygonnetze  ist  jedes 
einzelne  derselben  ausserhalb  überall  dicht  von  anderen  Netzen  umlagert^ 
tcdche  gegen  die  Grenzcurve  des  ersteren  hin  unbegrenzt  klein  werden**). 

Es  ist  nun  weiter  die  Frage  nach  dem  Zusammenhang  des  ein- 
zelnen Netzes  zu  discutieren.  Im  Yoraufgehenden  haben  wir  die  Be- 
nennung ,,Grenzcurve^'  immer  auf  die  gesamte  Begrenzung  des  einzelnen 
Netzes  bezogen;  ist  dasselbe  mehrfach  zusammenhängend,  so  wollen 
wir  den  einzelnen  geschlossenen  Zug  der  Berandung  fortan  als  eine 
Grenzcurve  bezeichnen.  Wir  werfen  daraufhin  die  Frage  auf,  ob  es 
Polygonnetze  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  v  Grenzcurven  geben  kann. 

Es  sei  V  eine  hyperbolische  oder  loxodromische  Substitution 
der  zum  Netze  N  gehörenden  Gruppe  G;  und  man  nehme  an,  dass 
die  beiden  Fixpunkte  von  V  auf  zwei  verschiedenen  unter  den  v  Grenz- 
curven gelegen  seien,  welch'  letztere  sonach  durch  endliche  Zwischen- 
räume getrennt  sind.  Es  müssten  dann  einmal  diese  beiden  Grenz- 
curven durch  V  einzeln  in  sich  transformiert  werden.  Andrerseits 
würden  durch  hinreichend  häufige  Anwendung  von  V  bez.  F""^  Teile 
der  ersten  Grenzcurve  in  unmittelbare  Nähe  des  auf  den  zweiten  ge- 
legenen Fixpunktes  transformiert  werden  und  umgekehrt.  Wir  sehen  so. 


*)  Auch  zur  Erläuterung  des  Falles  unendlich  vieler  Netze  kann  man  eine 
Figur  ans  dem  Kapitel  II,  3  heranziehen.  Wir  kommen  daselbst  auf  eine  ans  fünf 
Spiegelungen  zu  erzeugende  Gruppe  zu  sprechen,  für  welche  die  im  Texte  mit  fi 
bezeichnete  Zahl  >»  3  ist.  Die  drei  Polygone  P^ ,  P^\  P^"  stellen  insbesondere  ein 
Dreieck,  ein  Viereck  und  ein  Fünfeck  jeweils  mit  den  Winkeln  null  dar. 

**)  Yergl.  hierzu  wieder  die  Zeichnung  der  eben  citierten  Gruppe  mit  fi  »-  3. 
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da^s  die  leiden  Fixpunkte  einer  hyperbolischen  oder  loxodromischen  Sub- 
stitution stets  auf  einer  und  derselben  Grensscurve,  d,  h.  auf  einem  und 
demselben  geschlossenen  Zuge  der  Berandung  des  Netzes  liegen. 

Indem  man  nunmehr  die  Substitation  V  immer  wieder  aasübt 
gehen  die  (y  —  1)  übrigen  Grenzcurven  immer  wieder  in  neue  Grenz- 
curven  des  Netzes  über,  welche  sich  gegen  die  Fixpunkte  von  V  oflFen- 
bar  in  unendlicher  Anzahl  häufen.  Wir  finden:  Es  ist  entweder  1/«=  1, 
d.  h.  das  Netz  N  stellt  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  dar, 
oder  der  Grad  des  Zusammenhanges  ist  unendlich  gross,  d.  h.  das  Netz 
besitzt  unendlich  viele  Crrenzcurven.  Im  letzteren  Falle  lassen  sich  in 
der  Nähe  jedes  Punktes  der  einzelnen  Grenzcurve  beliebig  viele  weitere 
Grenzcurven  nachweisen.  Man  wird  nun  die  Crrenzcurven  des  Netzes 
N  in  Glossen  äquivalenter  Gurven  anordnen,  wobei  die  Classenanzahl 
sowohl  endlich  wie  auch  unendlich  gross  sein  kann;  doch  werden  wir 
späterhin  die  Discussion.  zumeist  auf  Netze  mit  endlicher  Classenanzahl 
der  Grenzcurven  einschränken.  Übrigens  sei  sogleich  bemerkt,  dass 
in  der  Eugelteilung  der  Gesamtgruppen  neben  Netzen  von  unendlich 
hohem  Zusammenhange  sich  auch  solche  von  einfachem  Zusammenhange 
zeigen  können.  Alle  diese  Angaben  werden  wir  bei  den  Specialbe- 
trachtungen im  Kapitel  II,  3 ,  auf  welches  wir  schon  wiederholt  unter 
dem  Texte  Bezug  nahmen,  an  Beispielen  bestätigt  finden. 

Was  die  Gestaltung  der  einzelnen  Grenzcurve  anlangt,  so  gelten 
hier  durchaus  die  in  der  ersten  Hälfte  des  Paragraphen  über  diese 
Frage  gegebenen  Entwicklungen:  die  einzelne  Grenzcurve  stellt  ent- 
weder einen  Ereis  oder  eine  nicht-analytische  Gurve  von  grosser  Com- 
pliciertheit  dar.  Wir  könnten  demgemäss  drei  Gattungen  von  Polygon- 
netzen  eines  unendlich  hohen  Zusammenhangs  unterscheiden,  je  nachdefn 
dasselbe  durch  unendlich  viele  Kreise  oder  nicht- analytische  Gurven  oder 
endlich  teils  von  Kreisen,  teils  von  nicht- analytischen  Gurven  begrenzt  ist. 
Alle  drei  Möglichkeiten  kommen  thatsächlich  vor;  aber  natürlich  sind 
die  Grenzcurven  der  einzelnen  Glosse  äquivalenter  Grenzcurven  stets 
gleichartig. 

Es  ist  hiermit  ein  erster  allgemeiner  Überblick  über  die  Verhält- 
nisse gegeben,  welche  wir  bei  der  Polygon-  oder  Polyederteilung  irgend 
einer  Gruppe  aus  g- Substitutionen  erster  Art  antreffen  können.  Indem 
wir  die  Untersuchung  unter  Einhaltung  der  gleichen  Allgemeinheit 
noch  sogleich  nach  zwei  Richtungen  hin  ergänzen  wollen,  wiederholen 
wir  hier  nochmals,  dass  in  den  Specialuntersuchungen  des  zweiten 
Abschnitts  die  hier  gewonnenen  Ergebnisse  durch  Betrachtung  gewisser 
besonderer  Gruppen  im  einzelnen  erläutert',  und  weiter  ausgebaut  wer- 
den sollen. 
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§  11.  Die  normalen  DisoontinnitStsbereiche  für  die  ans  Snbstitntionen 
erster  nnd  zweiter  Art  bestehenden  Grnppen. 

Ist  die  bisher  besprochene  Gruppe  F  der  Substitutionen  V^  =  1, 
^1»  ^2>  •  ••  <Jer  Erweiterung  auf  eine  Gruppe  der  zweiten  Art  fähig, 
80  heisse  die  letztere  F  und  enthalte  neben  den  Substitutionen  erster 
Art  von  F  noch  die  Substitutionen  zweiter  Art  Vq,  V^,  V^j  '"  -  loner- 
balb  F  ist  nun  F  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  zwei. 
Die  bisher  entwickelte  Theorie  der  normalen  Discontinuitätsbereiche 
übertragt  sich  hier  ohne  Schwierigkeit,  wie  wir  för  die  einzelnen,  oben 
unterschiedenen  Fälle  leicht  nachweisen  werden. 

Sei  zuerst  F  eine  Gruppe  der  hyperbolischen,  elliptischen  oder 
parabolischen  Ebene,  so  operieren  wir  in  dieser  Ebene  und  werden  die 
Operationen  zweiter  Art  F^,  F,,  ...  als  symmetrische  Umformungen 
der  projectiyen  Ebene  in  sich  oder  Combinationen  aus  symmetrischen 
Umformungen  und  Bewegungen  zu  deuten  haben.  Der  Deutlichkeit 
halber  denken  wir  die  folgenden  Überlegungen  für  den  byperboliscben 
Fall  der  projectiyen  Ebene  durchgeführt;  auf  die  beiden  anderen  Fälle 
tibertragen  sie  sich  mit  Leichtigkeit 

Im  Ellipseninnern  der  hyperbolischen  Ebene  wählen  wir  zunächst 
den  Punkt  Cq  so,  dass  er  weder  mit  einem  elliptischen  Fixpunkte  von  F 
zusammenföllt,  noch  auch  auf  der  Symmetrie^eraden  einer  etwa  in  F 
enthaltenen  Spiegelung  gelegen  ist.  .Durch  die  Substitutionen  Vq,  F^, 
Fl,  F,,  Fj,  ...  von  F  geht  alsdann  C^  in  lauter  äquivalente  Punkte  Cq, 
Cqj  Cj,  C^,  Cj,  ...  über,  von  denen  keine  zwei  coincidieren  können. 
Man  lasse  nunmehr  von  diesem  Punktsystem  aus  genau  in  der  früher 
wiederholt  geschilderten  Weise  (durch  wachsende  concentrische  Kreise) 
eine  reguläre  Einteilung  des  Ellipseninnern  bez.  der  projectiven  Ebene 
entstehen.  Die  Grenzen  der  einzelnen  um  Cq,  Cq,  C^,  ...  entstehenden 
Bereiche  werden  nach  wie  vor  gerade  Linien  sein,  so  dass  wir  von 
einer  regulären  Einteilung  in  geradlinige  Polygone  Pqj  Pq,  P^,  P^,  . . . 
sprechen  können.  In  „M.^  I  pg.  304,  336  etc.  gewannen  wir  bei 
Gruppen  der  zweiten  Art  stets  „regulär- symmetrische''  Einteilungen, 
die  sich  ersichtlich  hier  einordnen.  Diese  Bezeichnungsweise  ist  in* 
dessen  nur  anwendbar,  falls  thatsächlich  Symmetrielinien  auftreten, 
und  also  Spiegelungen  in  F  enthalten  sind.  Es  lassen  sich  aber,  wie 
wir  bei  FortfÖhrung  unserer  Untersuchungen  noch  leicht  bemerken 
werden,  beliebig  viele  Gruppen  zweiter  Art  aus  g- Substitutionen  nach- 
weisen, unter  denen  Spiegelungen  nicht  vorkommen.  Um  demnach 
eine  allgemein  gültige  Bezeichnungsweise  zu  haben,  nennen  wir  die 
gewonnene' !E!inteiIung   Pq,  Pq,  P,,   ...   eine   reguläre   Einteilung   der 
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zweiten  Art  und  bezeichnen  entsprechend  den  Discontinuüätsbereich  P^ 
von  r  als  ein  Nomudpolygon  der  zweiten  Art. 

Die  erste  Frage  wird  nun  stets  die  sein^  ob  F  Spiegelungen  ent- 
hält oder  nicht,  und  ob  daraufhin  die  reguläre  Einteilung  den  Charakter 
der  Symmetrie  darbieten  wird  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  ordnen 
wir  die  gesamten  Spiegelungen  von  F  in  Glassen  an  und  übertragen 
diese  Anordnung  auf  die  zugehörigen  Symmetriegeraden.  Es  gilt  als- 
dann der  leicht  erweisliche  Satz:  Das  Normalpolygon  ztveiter  Art  Pq 
zieht  sich  wenigstens  an  eine,  vielleicht  auch  an  mehrere  Symmetriegeraden 
aus  der  einzelnen  Glosse  heran,  ohne  dass  im  letzteren  FaUe  Cq  particidär 
gewählt  wäre.  Die  einzelne  Symmetriegerade  liefert  dabei  entweder 
mit  einem  ganz  im  Ellipseninneren  gelegenen  Stücke  oder  auch  bis  an 
die  Ellipse  heran  oder  über  dieselbe  hinaus  eine  Seite  des  Polygons  P^. 
Man  bemerke  noch,  dass  die  einzelne  Symmetriegerade  ofiTenbar  längs 
ihres  ganzen  Verlaufs  im  Ellipseninnern  aus  Polygonseiten  zusammen- 
gesetzt sein  muss. 

Bei  der  Zusammenordnung  der  Seiten  des  Polygons  Po  bleiben 
im  wesentlichen  die  Überlegungen  von  pg.  111  ff.  in  Kraft.  Neu  gegen 
früher  ist,  dass  solche  Polygonseiten y  welche  von  Symmetriegeraden  geliefert 
werden,  iei  der  Zuordnung  der  Seiten  ersichtlich  offen  bleiben,  indem  jeder 
Punkt  einer  derartigen  Seite  sich  selbst  zugeordnet  ist.  Die  übrigen 
Seiten  sind  einander  zu  Paaren  durch  Substitutionen  von  F  zugeordnet 
Folgende  Festsetzung  erscheint  hier  zweckmässig:  Wir  unterscheiden 
die  Seiten  von  P^  in  solche  der  ersten  und  solche  der  zürnten  Art,  je  nach- 
dem sie  in  die  zugeordneten  Seiten  durch  Substitutionen  erster  oder  Zureiter 
Art  übergeführt  werden.  Durch  Spiegelungen  sich  selbst  zugeordnete 
Seiten  gehören  natürlich  zur  zweiten  Art.  Die  Seiten  der  zweiten  Art 
dürfen  jedenfalls  nicht  gänzlich  fehlen. 

Vereinen  wir  nunmehr  Pq  mit  einem  solchen  benachbarten  Poly- 
gon Pq,  welches  mit  Pq  eine  Seite  zweit.er  Art  gemein  hat,  so  ent- 
springt im  Doppeipolygon  ein  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  F. 
Dies  Doppelpolygon  ist  im  allgemeinen  durchaus  kein  Normal- 
polygon im  Sinne  von  pg.  109.  Wenn  wir  jedoch  Cq  unendlich 
nahe  an  eine  Symmetriegerade  heranrücken  lassen,  so  kommen  die 
Punkte  Cqj  C^JJ  C^,  C^f  . , .  zu  Paaren  einander  unendlich  nahe.  Lassen 
wir  sie  vollends  zusammenfallen,  so  nimmt  das  Doppelpolygon  offen- 
bar die  Gestalt  eines  durch  eine  Gerade  symmetrisch  gehälfteten  Nor- 
malpolygons erster  Art  an.  Allgemein  gilt  hierbei  der  Satz:  Eine  Seite 
des  Doppelpolygons  ist  durch  eine  Substitution  von  F  stets  auf  eine  Seite 
des  gleichen  oder  des  anderen  Elementarpolygons  bezogen,  je  nachdem  sie 
als  Seite  des  Elementarpolygons  von  der  ersten   oder  zweiten  Art  war. 
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Einige  weitere  Sätze  über  die  Beziehung  der  Symmetriegeraden  zu  den 
elliptischen  Fixpunkten,  die  wir  später  gelegentlich  brauchen,  werden 
leicht  an  Ort  und  Stelle  nachgetragen  werden. 

Sei  jetzt  eine  hdiebige  Gruppe  F  aus  g- Substitutionen  gegeben, 
welche  sich  durch  Zusatz  von  F^,  F^,  ...  zur  Gruppe  zweiter  Art  F 
ausgestalten  lässt,  so  werden  wir  unseren  Betrachtungen  den  hyper- 
bolischen Raum  zu  Grunde  legen.  Die  yoraufgehenden  Entwicklungen 
übertragen  sich  hier  fast  unmittelbar.  Von  einem  System  äquivalenter 
Punkte  CJ),  CJ,,  C^,  C^,  Cj,  ...  aus  lassen  wir  die  reguläre  Einteilung 
sweUer  Art  des  hyperbolischen  Baumes  in  Normalpolyeder  zweiter  Art 
Uq,  IIq,  . . .  entstehen.  Das  einzelne  Polyeder  ist  ebenflächig  und  zieht 
sich,  sofern  Spiegelungen  und  damit  Symmetrieebenen  vorkommen,  an 
wenigstens  je  eine  Symmetrieebene  aus  der  einzelnen  Glasse  heran. 
Die  einzelne  Symmetrieebene  ist  jedenfalls  in  ihrem  ganzen  im  Kugel- 
innem  verlaufenden  Teile  aus  lauter  Polyederseiten  zusammengesetzt. 
Insbesondere  kann  es  auch  eintreten,  dass  eine  Symmetrieebene  nur 
eine  einzige  Polyederseite  liefert,  wofür  wir  bereits  oben  (pg.  104)  ein 
Beispiel  kennen  lernten. 

Die  Seiten  des  Elementarpolyeders  werden  wir  in  Seiten  der  ersten 
und  solche  der  zuzeiten  Art  einteilen,  je  nachdem  sie  in  die  zugeord- 
neten Seiten  durch  Substitutionen  erster  oder  zweiter  Art  von  F  über- 
geführt werden.  Ist  die  gemeinsame  Seite  von  Uq  und  77^  eine  Seite 
zweiter  Art,  so  können  wir  diese  beiden  Elementarpolyeder  zu  einem 
Doppelpolyeder  vereinen,  welches  einen  Discontinuitätsbereich  für  die 
Grruppe  erster  Art  F  abgiebt.  Kommen  Spiegelungen  vor,  so  können 
wir  durch  zweckmässige  Auswahl  von  Cq  das  Doppelpolyeder  so  ge- 
stalten, dass  es  ein  Normalpolyeder  erster  AH;  im  früheren  Sinne  aus- 
macht Die  gesamte  Poly«  lerteilung  ist  dann  eine  regulär-symmetrische, 
wie  sie  z.  B.  bei  der  Picard'schen  Gruppe  vorliegt. 

Eine  ergänzende  Bemerkung  erfordert  noch  der  Fall,  dass  die 
Gruppe  F  bereits  auf  der  absoluten  Kugel  des  hyperbolischen  Baumes 
eigentlich  discontinuierlich  ist.  Wir  hatten  für  diesen  Fall  im  vorauf- 
gehenden Paragraphen  (pg.  129)  gewisse  fi  Untergruppen  G,  G\  ..., 
QOi—i)  Yon  F  ausgesondert,  welche  jeweils  die  gesamten  Substitutionen 
des  einzelnen  Netzes  N,  IT,  . .  .,  N^^^^  in  sich  enthielten.  Man  wird 
Tom  Elementarpolyeder  aus  auch  bei  unseren  Gruppen  zweiter  Art 
genau  in  derselben  Art  zu  einem  System  inäquivalenter  Polygonnetze 
gelangen  können  und  findet  jedem  Netze  eine  Gruppe  von  Substitutionen 
desselben  in  sich  zugeordnet  Es  ist  aber  keineswegs  nötig,  dass  die 
wieder  bei  den  einzelnen  Netzen  hier  eintretenden  Gruppen  sämtlich 
von  der  zweiten  Art  sind;  es  kann  sogar  der  Fall  vorkommen,  dass 
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sie  alle  der  ersten  Art  angehören.  Bleibt  aber  ein  Netz  beim  Fort- 
gang von  F  zu  F  intact,  d.  h.  bleibt  es  ein  Netz  der  ersten  Art^  so 
wird  es  offenbar  bezüglich  F  mit  einem  der  (ft  —  1)  übrigen  (bezüglich 
F  inäqnivalenten)  Netze  äquivalent.  Wir  können  demgemäss  den  Satz 
aufstellen:   Gehen  v  unter  den  [i  bezüglich  F  inäquivalenten  Netzen  bei 

Übergang  zu  F  in  reguläre  Netze  zweiter  Art  über,   so   ist   - -T       die 

Gesamtzahl  der  bezüglich  F  inäquivalenten  Netze,  — 

Hiermit  möge  die  allgemeine  Besprechung  der  normalen  Disconti- 
nuitätsbereiche  in  der  projectiven  Ebene  und  im  projectiven  Räume 
einstweilen  abgeschlossen  sein. 

§  12.    Übertragung  der  normalen  DiBOontinnitätsbereiohe  auf  die 
g-Ebene  und  in  den  g-Banm.     Historisohes. 

unsere  späteren  functionentheoretischen  Untersuchungen  knüpfen 
zumeist  an  den  Gebrauch  der  {;- Ebene  und  des  von  ihr  durchzogenen 
^-Raumes  an,  und  es  wird  demnach  wünschenswert  sein,  dass  die  über 
die  Gestalt  der  Discontinuitätsbereiche  in  der  projectiven  Ebene  bez. 
im  projectiven  Räume  gewonnenen  Ergebnisse  auf  die  g- Ebene  oder 
den  ^-Raum  übertragen  werden.  Hier  könnten  wir  uns  nun  kurz  dar- 
auf berufen,  dass  unsere  obigen  Untersuchungen  über  Polyederteilung 
des  hyperbolischen  Raumes  für  jede  g- Gruppe  ohne  infinitesimale  Sub- 
stitutionen gültig  sind,  und  dass  die  ausführlich  gegebenen  Erörte- 
rungen über  den  Schnitt  dieser  Polyederteilung  mit  der  absoluten 
Eugely  d.  h.  mit  der  g-Eugel,  die  hier  gewünschte  Ergänzung  unserer 
bisherigen  Betrachtungen  bereits  giebt;  denn  man  wird  ja  die  stereo- 
graphische Projection  der  g- Kugel  auf  die  g- Ebene,  sofern  man  sie 
überhaupt  ausführen  will,  nicht  mehr  als  einen  wesentlichen  Schritt 
ansehen.  Doch  müssen  wir  hier  noch  einige  erläuternde  Bemerkungen 
nachtragen,  wobei  wir  mit  den  Gruppen  der  hyperbolischen  Ebene 
beginnen. 

Nach  den  Entwicklungen  der  Einleitung  entspricht  einem  Punkte 
im  Ellipseninnem  der  hyperbolischen  Ebene  jedesmal  ein  zur  reellen 
g-Axe  symmetrisch  gelegenes  Punktepaar  der  g-Ebene;  die  Punkte 
dieses  Paares  fallen  insbesondere  auf  der  reellen  t-^^^  zusammen, 
wenn  der  Punkt  der  hyperbolischen  Ebene  auf  die  Ellipse  selbst  rückt. 
Dagegen  liefert  der  einzelne  Punkt  im  Ellipsenäusseren  ein  Punktepaar 
der  reellen  J-Axe;  das  Ellipsenäussere  der  projectiven  Ebene  überträgt 
sich  also  nicht  auf  ein  endlich  ausgedehntes  Flächenstück  der  {[-Ebene. 
Wir  entnehmen  hieraus:  Der  im  Ellipseninnem  gelegene  Teil  des  Nor- 
maipolygons  Pq  überträgt  sich  in  die  i- Ebene  und  zwar  in  zwei  bezüglich 
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der  reeUen  Axe  symmetrisch  ytltymt  Jrolyyone  Pq  und  F^;  etwaige  ausser- 
halb der  Ellipse  liegende  Teile  des  Normalpolygons  gehen  als  Flächenstücke 
in  der  t^-Ebene  verloren.  Dieser  Satz  gilt  ohne  Änderung  auch  für  die 
Polygone  sweüer  Art. 

Indem  wir  jetzt  in  der  g- Ebene  die  Benennung  ^^Normalpolygon^' 
beibehalten,  gilt  der  Satz,  dass  das  der  einzelnen  Halbebene  angehörende 
Normalpolygon  P^  oder  Pq\  soweit  es  nicht  von  Stücken  der  reellen  i-Äze 
berandet  ist,  gegen  diese  Axe  orthogonal  gerichtete  Kreisbogen  zu  Band- 
eurven  hat  Im  übrigen  gewinnen  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse 
einen  durchaus  verschiedenen  Charakter,  je  nachdem  die  Gruppe  auf 
der  reellen  g- Axe  ..eigentlich  oder  uneigentlich  discontinuierlich  ist. 

Im  letzteren  Falle  verlaufen  die  beiden  Ereisbogenpolygone  Fq  und 
P^'  durduius  getrennt;  denn  selbst  wenn  sie  sich  mit  parabolischen 
Spitzen  an  die  reelle  Axe  heranziehen  sollten,  wollen  wir  ja  die  para- 
bolischen Fixpunkte  selber  den  Polygonen  nicht  mehr  zurechnen,  so 
dass  Pq  und  Pq  an  einer  solchen  Stelle  nicht  zusammenhängen  werden. 
Das  einzelne  Normalpolygon  Pq  oder  Pq  ist  ein  Discontinuitätsbereich 
für  seine  Halbebene,  und  man  merke  an,  dass  dieser  Bereich  einfach 
zusammenhangend  ist 

Im  Falle  der  eigentlichen  Discontinuität  auf  der  reellen  Axe  ist-  das 
einzelne  Polygon  durch  ein  oder  mehrere  Stücke  der  reellen  Axe  begrenzt; 
Pq  und  P^  zusammen  bilden  einen  ein-  oder  mehrfach  zusammenhängen- 
den Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  für  die  ganze  g- Ebene.  Wenn 
man  will,  kann  man  im  letzteren  Falle  P^  allein  als  ein  Polygon  zweiter 
Art  ansehen,  wobei  die  P^  begrenzenden  Stücke  der  reellen  Axe  Seiten 
zweiter  Art  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  sind.  Dann  würde  man 
also  r*  durch  Hinzunahme  der  Spiegelung  an  der  reellen  Axe  erwei- 
tem. Auch  falls  wir  schon  von  einem  Polygon  zweiter  Art  P^  aus- 
gingen, veranlasst  die  Durchführung  der  letzteren  Auffassung  keinerlei 
Schwierigkeit. 

Umgekehrt  kann  man  Gruppen  zweiter  Art  der  hyperbolischen 
Ebene  in  Hauptkreisgruppen  vom  „zweiten  Typus"  (nach  pg.  132)  um- 
seteen.  Nach  den  Entwicklungen  der  Einleitung  können  wir  nämlich  das 
Ellipseninnere  der  hyperbolischen  Ebene  doppelseitig  auffassen  (wobei 
die  beiden  Seiten  längs  der  Ellipse  zusammenhängen).  Die  Operationen 
zweiter  Art  kann  man  dann  so  einführen,  dass  bei  ihnen  ein  Austausch 
der  beiden  Seiten  stattfindet.  Dies  wird  beim  Fortgang  zur  g- Ebene 
hervortreten,  insofern  sich  nun  die  beiden  Seiten  des  EUipseninnern  in 
die  beiden  Halbebenen  übertragen.  Analytisch  entspricht  unserer  Ver- 
abredung, dass  wir  die  in  der  zunächst  vorgelegten  Gruppe  F  ent- 
haltenen Substitutionen  zweiter  Art    Vq,  F^,  Fj,  ...    einzeln   mit   der 
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Spiegelung  an  der  reellen  g-Äxe  combinieren  und  so  Substitutionen 
erster  Art  Fq',  F/,  F/,  . . .  herstellen,  welche  mit  den  bereits  in  F  ent- 
haltenen Substitutionen  erster  Art  eine  zu  F  genau  isomorphe  Gruppe 
erster  Art  F'  bilden  werden.  Will  man  dies  im  einzelnen  nachweisen, 
so  hat  man  sich  nur  auf  den  Umstand  zu  berufen,  dass  jede  Substi- 
tution von  F  durch  die  Spiegelung  an  der  reellen  g-Axe  in  sich  selbst 
transformiert  wird.  In  F'  haben  wir  nun  eine  Hauptkreisgruppe  ge- 
wonnen, von  deren  Substitutionen  folgendes  gilt:  die  in  F'  enthaltenen 
Substitutionen  F^',  F^',  . . .  permutieren  die  beiden  HcHbAenen,  wahrend  die 
Substitutionen  F^  =  1,  F^ , . . .  der  in  F'  enthaltenen  ursprünglichen  Gruppe  F 
die  einzelne  Halbebene  in  sich  überführen.  Der  zweite  Typus  liegt  somit 
wirklich  vor.  Der  Discontinuitätsbereich  von  F  liefert  in  der  einzelnen 
(etwa  der  positiven)  Halbebene  einen  Discontinuitätsbereich  für  F'  in 
der  ganzen  g-Ebene.  Man  bemerke  noch,  dass  unr  auf  dem  gekenn- 
BeicJmeten  Wege  zu  jeder  Hauptkreisgruppe  F'  des  zweiten  Typus  gelangen 
können;  denn  jede  solche  Gruppe  liefert  durch  Umkehrung  des  obigen 
Processes  eine  Gruppe  zweiter  Art  F.  Übrigens  würde  der  Zusatz  der 
Spiegelung  an  der  reellen  Axe  zu  F  oder  auch  zu  F'  eine  Gruppe 
zweiter  Art  F'  erzeugen,  in  welcher  jene  beiden  Gruppen  Untergruppen 
des -Index  zwei,  F  aber  eine  Untergruppe  des  Index  vier  sein  würde. 
Man  wird  sich  diese  allgemeinen  Entwicklungen  am  Falle  der  Modul- 
gruppe ohne  Mühe  klar  machen  können.  — 

Es  sei  nun  erlaubt,  ein  paar  historische  Bemerkungen  einzu- 
schalten. Eine  ausführliche  Theorie  der  Discontinuitätsbereiche  f&r 
Hauptkreisgruppen  ist  auf  gruppen theoretischer  Grundlage  von  Poin- 
car^  in  seiner  Arbeit  „Theorie  des  groupes  fuchsien^'*)  entwickelt  wor- 
den. Aber  es  muss  sogleich  betont  werden,  dass  die  1.  c.  pg.  19  ein- 
geführte Benennung  ^ypolygone  normaV^  sich  nicht  mit  der  von  uns 
gebrauchten  Sprechweise  deckt.  Poincar^  knüpft  an  den  allgemeinen 
BegrifiP  eines  Discontinuitätsbereiches  an  und  macht  ausgedehnten  Ge- 
brauch von  dem  Mittel  der  „erlaubten  Abänderung'',  wie  wir  das- 
selbe in  „M.'^  I  pg.  280  erklärten;  dies  ist  deshalb  statthaft,  weil 
Poincare  einzig  von  Gruppen  der  ersten  ^-^t  handelt.  Die  Folge  aber 
ist,  dass  die  von  Poincarä  entwickelten  Vorstellungen  über  die  Gestalt 
der  Discontinuitätsbereiche  noch  ziemlich  lose  gefügt  erscheinen,  wo- 
gegen die  hier  auf  Grundlage  der  Anschauungen  des  §  4  entwickelte 
Theorie  eben  in  diesen  Anschauungen  einen  inneren  Organismus  ge- 
wonnen hat.  Die  oben  gewonnenen  Ergebnisse,  wie  z.  B.  dass  die 
Randeurven  stets  als  gegen  die  reelle  Axe  orthogonale  Kreisbogen  an- 


*)  Acta  mathematica  Bd.  I  pg.  1  (18S2). 
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genommen  werden  können,  kommen  demnach  bei  Poincare  a  posteriori 
als  Resultat  erlaubter  Abänderung  heraus,  während  sie  oben  durch 
Deduction  aus  dem  an  die  Spitze  gestellten  Begriffe  des  Normalpolj- 
gons  folgten.  Unsere  Normalpolygone  ordnen  sich  natürlich  in  letzterer 
Hinsicht  denjenigen  Poincare's  ein;  aber  sie  haben  vor  den  letzteren 
eine  Menge  weiterer  Eigenschaften  voraus,  welche  in  der  Folge  sehr 
wichtig  werden. 

Eine  beiläufige  Folge  dieser  Sachlage  war,  dass  die  Stellung  der 
hyperbolischen  Fixpunkte  anfänglich  nicht  genau  erkannt  wurde.  In 
der  That  ist  Poincar^  bei  seinen  ersten  functionentheoretischen  An- 
wendungen*), indem  er  seine  Polygone  mit  hyperbolischen  Spitzen 
versah,  zu  irrtümlichen  Ergebnissen  gelangt,  die  er  späterhin  zurück- 
zog**); in  den  parallel  gehenden  Untersuchungen  Klein's***)  wurde 
die  in  Bede  stehende  Schwierigkeit  unberührt  gelassen.  Späterhin  hat 
Klein  in  einem  besonderen  Aufsatze  „Über  den  Begriff  des  funcHonen- 
theoretischen  Fundamentalbereichs^ -f)  die  Sachlage  klargestellt.  Wir 
gehen  hier  unter  Vorbehalt  der  späteren  functionentheoretischen  Be- 
sprechong  insoweit  darauf  ein,  als  es  für  unsere  gegenwärtigen  grup- 
pentheoretisch-geometrischen Untersuchungen  in  Betracht  kommt. 

Nach  oben  gefundenen  Sätzen  kann  kein  Normalpolygon  in  der 
(-Ebene  eine  hyperbolische  Ecke  aufweisen.  Dies  ist  aber  durchaus 
nur  eine  Folge  aus  dem  oben  aufgestellten  Begriff  des  Normalpolygons; 
denn  durch  erlaubte  Abänderung  können  wir,  sogar  ohne  die  kreis- 
f5rmigen  Randcurven  aufzugeben,  sofort  zu  Polygonen  mit  hyper- 
bolischen Ecken  gelangen.  Wir  behaupten  nun,  cUiss  es  sich  hierbei 
nur  um  scheinbare  Ecken  handelt;  in  Wirklichkeit  setet  sich  der  Discon- 
tinuiiätsbereich  über  dieselben  hinaus  fort 

Der  Fall  einer  cyclischen  Gruppe  aus  hyperbolischen  Substitutionen 
ist  hier  schon  hinreichend  bezeichnend.  In  Fig.  34  ist  (pg.  144)  die  ge- 
wohnte Gestalt  des  ringförmigen  Discontinuitätsbereichs  für  diesen  Fall 
angegeben;  der  eine  begrenzende  Kreis  ist  beliebig  angenommen,  nur  so, 
dass  er  die  beiden  Fixpunkte  trennt;  der  andere  geht  aus  ihm  durch  Aus- 
übung der  erzeugenden  Substitution  hervor.  Legen  wir  nun  den  ersten 
dieser  beiden  Kreise  durch  den  einen  Fixpunkt  der  Substitution,  so 
wird  auch  der  andere  durch  diesen  Punkt  ziehen,  und  wir  würden  nach 


*)  Cf.  Comptes  rendua,  Bd.  93  pg.  5S2  (1881)  und  Mathem.  Annalen  Bd.  19 
pg.  658  u.  f.  (1881). 

*^)  Cf.  Acta  mathem.  Bd.  4  pg.  236  ff.  (1884). 
***)  Im  21»««tt  Bande  der  Annalen  (1882). 
t)  Math.  Annalen  Bd.  40  pg.  130  (1891). 
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Aoalugie  tod  Figur  34  zunächst  den  in  Figur  35  angedeuteten  Dib- 
continuitätäbereich  gewinnen,  welcher  im  FLxpunkte  eine  hyperbolische 
Ecke  aufweist 


Versuchen  wir  jedoch  nunmehr  den  Bereich  der  Figur  34  durch 
erlaubte  ÄbitnderuDg  in  die  in  Figur  35  angegebene  Gestalt  zu  über- 
führen, so  zeigt  sich,  dass  die  letztere  Gestalt  überhaupt  noch  gar 
keinen  vollständigen  Ersatz  des  ersteren  Bereiches  darbietet.  Vielmehr 
mOssen  wir,  wie  Figur  36  des  näheren  angiebt,  um  einen  solchen  Er- 
satz zu  haben,  zwei  Bereiche  mit  vier 
hyperbolischen  Spitzen  zuaammenftigen 
und  diese  Spitzen  zu  Paaren  derart  ver^ 
binden,  daes  ein  zusammenhängender 
Bereich  entspringt.  Dieser  leietere  Be- 
reich würde  mtn  für  spätere  Amoen- 
dungen  durchaus  tmeweckmässtg  gewählt 
seiti.  Die  oben  entworfene  Theorie  der 
normalen  Polygone  und  Polyeder  zeigt, 
daBS  man  das  Auftreten  derartiger  Figuren  von  vornherein  meiden 
kann. 

Analoge  Bemerkungen  kann  man  an  die  loxodromischen  Fixpunkte 
anschlie^sen;  nur  würden  dieselben  insofern  noch  complicierter  ana- 
fallen,  als  sich  loxodromische  Zipfel  des  Polygons  spiralig  um  den 
Fixpunkt  herumwinden  würden.  Auf  Grund  der  Theorie  der  Normal- 
polyeder werden  wir  auch  derartige  Polygonzipfel  stete  vermeiden  dürfen. 
Es  würde  übrig  bleiben,  der  Übertragung  unserer  Untersnchungen 
auf  den  f-Raum  noch  mit  einigen  Worten  zu  gedenken.  Die  Polygon- 
teilungen, welche  auf  der  absoluten  Kugel,  d.  i.  der  £-Kugel,  im  Falle 
eigentlicher  Discontinuität  daselbst,  entspringen,  übertn^en  sich  bei 
diesem  Übergange  durch  stereographische  Projection  auf  die  £-Ebene. 
Die  Polyederteilung  des  Kugelinnem  überträgt  sich  dabei  in  eine  re- 
guläre  Einteilung   des  positiven    sowie    des    n^ativen   l-HaQ>raumes   in 
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KugdschcUenpolyeder;  die  eventuell  über  die  Kugel  hinausragenden  Teile 
der  Polyeder  gehen  beim  Übergang  mm  g-jRaum  verloren.  Die  Ein- 
teilung jedes  der  beiden  Halbräume  ist  ein  eindeutiges  Abbild  der 
Polyederteilung  des  hyperbolischen  Eugelinnern. 

Liegt  uneigentliche  Discontinuität  in  der  g- Ebene  vor,  so  verlaufen 
die  Polyeder  des  einen  Halbraumes  getrennt  von  denen  des  anderen 
Halbraumes;  dieser  Fall  liegt  z.  B.  bei  der  Picard'schen  Gruppe  vor.  Ist 
die  Gruppe  in  der  (-Ebene  eigentlich  discontinuierlich,  so  hängt  das 
Polyeder  77^  mit  seinem  Spiegelbild  Uq  bezüglich  der  {[-Ebene  in  einem 
oder  mehreren  Polycconen  zusammen.  Die  Polyeder  bilden  dann,  ob- 
wohl  einzeln  stets  einfach  zusammenhängend,  vereint  einen  ein-  oder 
mehrfach  zusammenhängenden  Baum.  — 


Die  Untersuchungen  des  hiermit  abzuschliessenden  Kapitels  haben 
uns  zu  einer  ersten  allgemeinen  Anschauung  über  die  Gestalt  der  Dis- 
continuitatsbereiche  hingeführt.  Wir  werden  die  gewonnenen  Ergeb- 
nisse durch  Betrachtung  besonders  zugänglicher  Beispiele  erläutern 
und  ergänzen  wollen.  Es  soll  dies,  wie  schon  wiederholt  angedeutet 
wurde,  ein  Hauptgegenstand  der  Untersuchungen  des  zweiten  Abschnittes 
sein.  Vorab  aber  ist  die  allgemeine  Theorie  der  (-Gruppen  nach 
verschiedenen  anderen  Richtungen  hin  weiterzubilden. 


Friok«-Kl«iii,  Aatomoxphe  t'nnotionen.     I.  lO 


Drittes  Kapitel. 

Weitere  Ansätze  zur  geometrischen  Theorie  der  eigentlich 

discontinnierlichen  Gruppen. 

Auf  Grundlage  der  Ergebnisse  des  vorigen  Kapitels  soll  die  all- 
gemeine Theorie  unserer  Gruppen  jetzt  nach  verschiedenen  Richtungen 
hin  weiter  ausgebaut  werden.  Doch  bleibt  die  Betrachtung  alsbald 
einzig  auf  die  Polygongruppen  eingeschränkt,  da  wir  allein  diese  letz- 
teren in  der  Theorie  der  automorphen  Functionen  einer  Yariabelen  zu 
verwenden  haben.  Es  tritt  jetzt  vor  allem  die  Frage  nach  der  Existenz 
der  Gruppen  auf,  welche  wir  demgemäss  zuerst  behandeln.  Des  wei- 
teren wollen  wir  uns  durch  eine  sachgemässe  Classification  einen  syste- 
matischen Überblick  über  die  gesamten  Typen  der  ^-Gruppen  ohne 
infinitesimale  Substitutionen  schaffen.  Wir  werden  sodann  genau  wie 
in  ,,M.''  I  pg.  328  die  Polygone  der  Gruppen  zu  geschlossenen  Flächen 
ausgestalten.  Diese  Maassnahme  wird  für  die  späteren  functionen- 
theoretischen  Untersuchungen  principielle  Bedeutung  gewinnen;  doch 
wird  sie  auch  schon  im  vorliegenden  Kapitel  zu  sehr  wichtigen  Er- 
gänzungen der  allgemeinen  Theorie  der  Polygongruppen  hinführen. 

§  1.    Von  der  erlaubten  Abänderung  der  Discontinuitätsbereiohe, 
insbesondere  bei  Gruppen  mit  Hauptkreis. 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  beziehen  wir,  sofern  nichts 
anderes  bemerkt  ist,  auf  Gruppen  der  ersten  Art.  Die  Ausdehnung 
auf  die  Gruppen  der  zweiten  Art  würde  zwar  zumeist  keine  Schwierig- 
keit haben ^  soll  jedoch  stets  nur  dann  vollzogen  werden,  wenn  die 
Hereinnahme  der  Gruppen  zweiter  Art  zu  wesentlich  neuen  Gesichts- 
punkten hinführt. 

Ein  ebener  oder  räumlicher  Discontinuitätsbereich  erster  Art  ist 
nun,  wie  häufig  bemerkt  wurde,  noch  im  hohen  Grade  unbestimmt. 
Die  Art  dieser  Unbestimmtheit  lässt  sich  vollständig  durch  den  in 
„M."  I  pg.  313  definierten  liigriff  der  „erlaubtest  Abänderung*'  charak- 
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terisieren.  Letztere  Operation  besteht  darin ,  dass  ein  am  Rande  oder 
an  der  Oberfläche  des  Discontinuitätsbereiches  gelegenes  Stück  des- 
selben von  endlicher  Flächen-  bez.  Raumausdehnung  abgetrennt  und 
vermöge  der  Zuordnung  der  Rand-curven  bez.  -flächen  an  einer  zuge- 
ordneten Stelle^  welche  nicht  mit  abgetrennt  sein  darf,  durch  ein 
äquivalentes  Stück  ersetzt  wird.  Auch  die  wiederholte  Anwendung 
dieser  Operation  auf  einen  Discontinuitätsbereich  werden  wir  als  er- 
laubte Abänderung  desselben  bezeichnen;  doch  ist  es  zweckmässig,  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Abtrennungen  und  Anfügungen  der  gedachten 
Art  als  erlaubt  anzusehen.  Eine  hyperbolische  Ecke  kann,  wie  man 
sich  an  den  pg.  144  betrachteten  Figuren  (nämlich  durch  schrittweisen 
Übergang  von  der  Figur  34  zu  Figur  36)  deutlich  machen  wolle,  nur 
durch  unendlich  oft  wiederholte  Abtrennungen  und  Anfügungen  her- 
gestellt werden,  sofern  diese  Ecke  nicht  schon  anfangs  bestand ;  analoges 
gilt  für  die  räumlichen  Discontinuitätsbereiche  in  Bezug  auf  die  hyper- 
bolischen und  loxodromischen  Fixpunkte  auf  der  Kugel.  Wir  merken 
sonach  den  Satz  an,  dass  ein  Discontinuitätsbereich  durch  erlaubte  Ab- 
änderung niemals  an  einen  auf  der  Ellipse  oder  auf  der  absoluten  Kugel 
gdegenen  hyperbolischen  oder  loxodromischen  Fixpunkt  unmittelbar  heran- 
gebracht werdefi  kann,  wenn  er  nicht  schon  anfangs  an  denselben  heran- 
reichte. 

Wenden  wir  insbesondere  auf  die  normalen  Bereiche  des  vorigen 
Kapitels  die  erlaubte  Abänderung  an,  so  werden  wir  die  Erhaltung 
der  geradlinigen  bez.  ebenflächigen  Begrenzung  nicht  fordern.  Aber 
es  ist  doch  zumeist  zweckmässig,  in  Anbetracht  der  neuen  Begrenzung 
nicht  jeder  möglichen  Willkür  die  Thür  zu  öffnen.  So  könnte  man 
z.  B.  fordern,  dass  die  neue  Begrenzung  aus  lauter  Stücken  analytischer 
Curven  bez.  Flächen  besteht;  und  es  werden  sogar  bei  den  späteren 
Einzeluntersuchungen  fast  ausnahmslos  wieder  Gerade  und  Ebenen  sein, 
durch  welche  wir  die  Bereiche  auch  nach  der  Abänderung  eingegrenzt 
finden. 

Wir  gehen  nun  speciell  auf  die  Hauptkreisgruppen  ein  und  werden 
dabei  die  Betrachtung  auch  in  dem  Falle  auf  das  Eliipseninnere  (unter 
Einschluss  der  Ellipse  selbst)  beschränken,  dass  eigentliche  Disconti- 
nuität  auf  der  Ellipse  vorliegt*).    Es  ist  die  Frage,  inwieweit  die  oben 


*)  Wir  beschränken  uns  übrigens  auf  die  Gruppen,  deren  Substitutionen  jede 
durch  den  Hauptkreis  auf  der  £- Kugel  abgetrennte  Kalotte  einzeln  in  sich  trans- 
formieren. Gruppen,  bei  denen  auch  Vertauschungen  beider  Kalotten  vorkommen, 
ebenso  Gruppen  der  zweiten  Art  beanspruchen  bei  den  augenblicklich  vorliegenden 
Fragen  kein  selbständiges  Interesse,  da  bei  ihnen  jedesmal  eine  Gruppe  von  der 
im  Texte  gemeinten  Art  als  Untergruppe  vom  Index  zwei  vorliegt. 

10* 
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gefundenen  Eigenschaften  der  normalen  Discontinuitatsbereiche  gegen- 
über erlaubter  Abänderung  den  Charakter  der  Invarianz  besitzen^  und 
welches  daraufhin  die  wesentlichen  Eigenschaften  eines  Discontinuitäts- 
bereiches  sind,  den  man  durch  beliebige  erlaubte  Abänderung  vom 
Normalpolygon  aus  zu  erzielen  vermag.  Wir  nennen  den  veränderten 
Discontinuitatsbereich  sogleich  wieder  Pq  und  haben  dann  die  nach- 
folgenden Sätze,  welche  um  so  wichtiger  sind,  als  wir  durch  Um- 
kehrung derselben  bald  zu  Ergebnissen  betreffs  der  Existenz  unserer 
Gruppen  gelangen. 

I.  Der  Bereich  Pq  ist  ein  einfach  etisamfnenhängendes,  dem  EUipsen- 
innem  angehörendes  Polygon, 

IL  Die  Randcurven  des  Polygons  Pq  sindy  sotveit  sie  nicht  durch 
Stücke  der  Ellipse  selbst  gebildet  werden ,  eu  Paaren  auf  einander  beeogen, 
und  gehen  in  dieser  Zuordnung  durch  Substitutionen  der  Gruppe  ohne 
Rest  und  Überschuss  in  einander  über. 

III.  Die  Polygonecken  innerhalb  der  Ellipse  gehören  zu  geschlossenen 
Oyclen  zusammen,  und  es  ist  für  den  einzelnen  Cyclus  die  Winkelsumme 
gleidh  2%  (eufällige  Ecken)  oder  gleich  einem  aliquoten  Teile  von  2«  (ellip- 
tische Ecken), 

IV.  Ecken  auf  der  Ellipse  bilden  entweder  geschlossene  Cyclen  {parch 
bolische  Ecken);  oder  sie  liefern  als  zufällige  Ecken  offene  Cyclen ^  wobei 
die  Winkelsumme,  im  elementaren  Sinne  gemessen,  gleich  n  ist. 

Einige  Erläuterungen  zu  diesen  Sätzen  werden  zuvörderst  am 
Platze  sein.  Wenn  von  einer  Randcurve  des  Polygons  die  Rede  ist, 
so  denken*  wir  dieselbe  durch  zwei  auf  einander  folgende  Ecken  be- 
grenzt, so  dass  die  Randcurve  zwar  selber  durchaus  stetig  gekrümmt 
erscheint,  während  in  ihren  Endpunkten  die  Berandung  des  Polygons 
eine  convexe  oder  concave  Einknickung  erfährt.  Doch  wird  man  in 
zwei  Fällen  eine  Ausnahme  dieser  Regel  eintreten  lassen,  indem  man 

nämlich  eine  uneigentliche  Ecke,  d.  i.  eine  solche 
vom  Winkel  sr,  unter  Umständen  doch  als  eine 
Ecke  gelten  lassen  muss.  Dies  wird  erstlich 
erforderlich  sein,  falls  die  Ecke  Fixpunkt  einer 
elliptischen  Substitution  der  Periode  zwei  ist.  Des 
weiteren  kann  der  in  Figur  37  skizzierte  Fall 
einer  zufälligen  Ecke  des  Polygons  Pq  vom  Winkel 
7t  eintreten.  Hier  haben  die  mit  Pq  äquivalenten 
Fig.  »7.  Polygone  P^  und  P^  beide  in  E  eine  Ecke.    Wür- 

den wir  nun  E  nicht  auch  als  Eckpunkt  des  Poly- 
gons Pq  ansehen,  so  würde  ersichtlich  der  unter  II.  formulierte  Satz 
seine  Allgemeingültigkeit  verlieren. 
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Unter  den  Cyclen  zufälliger  Polygonecken  können  jetzt  auch  solche 
auftreten,  die  nur  ans  zwei  Ecken  bestehen.  Doch  ist  dann^  wie  man 
aus  Figur  38  abliest,  stets  eine  der  beiden  Ecken  eine 
convexe.  Das  Auftreten  offener  Cyclen  für  Ecken  auf 
der  Ellipse  erkennt  man  als  eine  einfache  Folge  des 
Umstandes,  dass  wir  die  etwa  über  die  Ellipse  hin- 
ausragenden Teile  des  Discontinuitätsbereiches  ver- 
nachlässigen wollten. 

Die  Angaben  der  Sätze  I  etc.  wird  man  grössten- 
teils ohne  weiteres  als  zutreffend  erkennen;  nur  der 
Umstand,  dass  Pq  beständig  einfach  zusammenhängend 
bleibt^  erfordert  einige  Überlegung.  Wir  nehmen  an, 
das  durch  beliebige  erlaubte  Abänderung  gewonnene  Polygon  Pq  sei 
noch  einfach  zusammenhängend,  und  erzeugen  von  Pq  aus  die  zuge- 
hörige reguläre  Einteilung  des  Ellipseninnern.  Um  erneut  eine  erlaubte 
Abänderung  vorzunehmen^  zerlegen  wir  Pq  durch  einen  zwei  Rand- 
punkte verbindenden  Querschnitt  in  die  beiden  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiche  Qq  und  jß^  und  vollziehen  die  entsprechende  Zer- 
schneidung bei  allen  äquivalenten  Polygonen,  Nach  der  anfänglichen 
Definition  der  erlaubten  Abänderung  ist  Qq  neben  Rq  wenigstens  noch 
mit  einem  weiteren  Bereiche  R  benachbart,  etwa  mit  dem  Zu  P|  ge- 
hörenden Stücke  12| .  Man  wolle  dann  Qq  und  R^  zum  neuen  Polygon  Pq 
vereinen  und  verfahre  in  den  äquivalenten  Bereichen  gerade  so.  Sollte 
nun  Pq  mehrfach  zusammenhängend  sein,  so  müssen  die  gemeinsamen 
Seiten  von  Qq  und  iZ^  und  also  von  Pq  und  P^  aus  mehreren  getrennten 
Zügen  bestehen;  und  es  muss  sich  wenigstens  eine  zwischenliegende 
Seite  von  Pq  finden,  längs  welcher  mit  Pq  ein  drittes  Polygon  P, 
benachbart  ist.  Nach  der  Abänderung  liefert  P,  ^^^  neues  Polygon 
P/,  welches  von  Pq'  rings  umschlossen  ist.  Dies  ist  aber  unmöglich; 
denn  P^'  wäre  nun  seinerseits  auch  mehrfach  zusammenhängend  und 
würde  ein  Polygon  P^'  umschliessen,  dieses  ein  Polygon  P/  u.  s.  w., 
und  die  Inhalte  dieser  Polygone  müssten  notwendig  gegen  Null  con- 
Tergieren,  obwohl  sie  doch  sämtlich  (im  Sinne  der  hyperbolischen 
Ifaassbestimmung)  mit  Pq  congruent  sind.  Der  einfache  Zusammen- 
hang jedes  durch  erlaubte  Abänderung  erreichbaren  Polygons  ist  da- 
mit bewiesen.  — 

§  2.    Fortsetsxing:  Erlaubte  Abänderung  der  Disoontlntiitätsbereiohe 
bei  Polyedergnippen  sowie  Folygongmppen  ohne  Hauptkreis. 

Indem  wir  uns  nunmehr  zur  ausführlichen  Betrachtung  der  Poly- 
eder Üq  wenden ;  sollen   alle  im  hyperbolischen   Räume  etwa  in  das 
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Eugeläussere  hinausragende  Teile  der  Polyeder  yemachlässigt  werden; 
es  werden  somit  an  der  Begrenzung  eines  einzelnen  Polyeders  stets 
dann  Stücke  der  Eugeloberfläche  Teil  nehmen^  wenn  auf  der  letzteren 
eigentliche  Discontinuitat  der  Gruppe  vorliegt.  Die  Verhältnisse  ge- 
stalten sich  nun  hier  insofern  etwas  complicierter,  als  man  am  ein- 
fachen Zusammenhang  der  Polyeder  nach  erlaubter  Abänderung  nicht 
mehr  festhalten  kann«  Schneidet  man  z«  B.  aus  dem  Normalpolyeder 
ein  cylindrisch  dasselbe  durchdringendes  Stück  aus,  um  es  an  richtiger 
Stelle  zu  ersetzen^  so  wird  der  Zusammenhang  des  neuen  Disconti- 
uuitätsbereichs,  ohne  dass  derselbe  in  getrennte  Stücke  zerfiele,  doch 
nicht  mehr  einfach  sein.  Man  wird  somit,  obschon  man  nach  der 
Theorie  der  Normalbereiche  mit  einfach  zusammenhängenden  Polyedern 
reicht,  gleichwohl  nur  den  Zusammenhang  des  einzelnen  Polyeders, 
aber  nicht  mehr  die  Einfachheit  dieses  Zusammenhanges  als  eine  gegen- 
über erlaubter  Abänderung  invariante  Eigenschaft  ansehen. 

Entsprechend  der  bei  den  Polygonen  befolgten  Maassnahme  werden 
wir  die  gesamte  Oberfläche  des  Polyeders,  das  wir  auch  nach  der  Ab- 
änderung noch  IIq  nennen  wollen,  in  einzelne  Randflächen  zerlegen,  wobei 
die  einzelne  Randfläche  im  innern  Verlauf  überall  stetig  gekrümmt  ist 
und  von  einem  oder  mehreren  geschlossenen  Zügen  von  Kanten  mit  con- 
vexen  oder  concaven  Polyederwinkeln  eingegrenzt  ist.  Nach  Analogie 
der  im  Anschluss  an  Figur  37  (pg.  148)  besprochenen  Verhältnisse  der 
ebenen  Polygone  wird  man  hier  in  den  entsprechenden  Ausnahmefallen 
auch  Kanten  mit  gestreckten  Polyederwinkeln  als  Grenzen  einer  Rand- 
fläche zulassen.  Auch  isoliert  liegende  Kanten  im  Innern  einer  Rand- 
fläche können  auftreten;  doch  kommen  die  meisten  dieser  Gompliea- 
tionen  zum  Fortfall,  wenn  man  auch  für  die  abgeänderten  Polyeder 
nur  ebene  Randflächen  zu  benutzen  gestattet. 

Die  gegenüber  erlaubter  Abänderung  invarianten  Eigenschaften 
des  einzelnen  Polyeders  sind  nun  die  folgenden: 

I.  Der  Bereich  Uq  ist  ein  isusammenhängendes,  nirgends  über  die 
Kugel  hinausragendes  Polyeder. 

II.  Die  Randflächen  des  Polyeders  IIq  sind,  soweit  sie  nicht  durch 
Stücke  der  Kugeloherfläche  seihst  gebildet  werden,  gu  Paaren  auf  einander 
bezogen  und  gehen  in  dieser  Zuordnung  durch  Substitutionen  der  Gruppe 
ohne  Rest  und  Überschuss  in  einander  über, 

III.  Die  Kanten  von  IIq  im  Inneren  der  Kugel  gehören  m  cydisch 
geschlossenen  Systemen  zusammen,  und  es  ist  die  Summe  der  Neigungs- 
winkel mit  äquivalenten  ScfieiteJpunkten  im  einzelnen  System  gleich  2rc  {zu- 
fällige Kanten)  oder  gleich  einem  aliquoten  Teile  von  2ic  {elliptische  und 
damit  geradlinige  Kanten)^  Kanten  auf  der  Kugel  sind  stets  zufällig  und 
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gehören  au  offenen  Cyclen  von  im  allgemeinen  zwei  Gliedern  Busammen, 
wobei  die  Summe  der  Neigungswinkel ,  elementar  gemessen,  gleich  ic  ist. 

IV.  Die  Ecken  von  IIq  innerhalb  der  Kvgd  gehören  in  sphärisch 
geschlossene  Systeme  zusammen,  und  es  ist  bei  richtiger  Zusammenfügung 
der  Ecken  eines  Systems  entweder  die  räumliche  Umgebung  des  gemein- 
samen Scheitelpunktes  gerade  vollständig  ausgefüllt  (zufällige  Ecken  mit 
lauter  zufälligen  Kanten),  oder  wir  erhalten  die  Ausfüllung  eines  Winkel- 
raumes mit  geradliniger  Kante  und  einem  Neigungswirikel,  der  ein  ali- 
quoter Teil  von  2n  ist  {halbreguläre  Ecken  mit  einer  elliptischen  Kante), 
oder  endlich  wir  gelangen  solcherweise  zu  einer  von  den  in  der  Theorie 
der  regulären  Körper  auftretenden  Ecken  {reguläre  Ecken);  die  Ecken 
auf  der  Kugel  sind  entweder  zufällig  oder  elliptisch  oder  parabolisch 
und  baden  dementsprechend  verschiedenartige  Systeme  zusammengehöriger 
Ecken. 

Bei  den  eben  zuletzt  besprochenen  Ecken  auf  der  Kugel  kann  es 
Yorkommen,  dass  die  gesamten  Ecken  eines  Systems  die  Kugel  nur 
in  einem  Punkte  erreichen;  dies  tritt  erstlich  bei  den  parabolischen 
Spitzen  auf,  welche  wir  z.  B.  bei  der  Picard'schen  Gruppe  kennen 
lernten.  Andrerseits  kann  eine  Ecke  auf  der  Kugel  zugleich  Polygon- 
ecke  einer  von  einem  Stück  der  Kugel  fläche  gelieferten  Randfläche  von 
77q  sein.  Wir  kommen  hiermit  zu  dem  Falle  eigentlicher  Disconti- 
nuität  auf  der  Kugeloberfläche,  welcher  seiner  grossen  Bedeutung 
halber  hier  noch  besonders  betrachtet  werden  muss. 

Gehen  wir  zu  diesem  Ende  auf  die  im  vorigen  Kapitel  gewonnenen 
allgemeinen  Ergebnisse  über  Einteilungen  der  Kugeloberfläche  zurück, 
die  zu  Polygongruppen  gehören,  so  ist  hier  vor  allem  folgender  Satz 
an  die  Spitze  zu  stellen:  Das  System  aller  Grenzpunkte  einer  zu  einer 
vorgelegten  Gruppe  gehörenden  Einteilung  der  Kugeloberfläche  ist  invariant 
gegenüber  erlaubter  Abänderung  des  Discontinuitätsbereichs,  mögen  diese 
Qrenepunkte  aus  lauter  isoliert  liegenden  Funkten  bestehen  oder  sich  zu 
einer  oder  unendlich  vielen  Grenzcurven  vereinigen.  Es  ist  dieser  Satz 
eine  unmittelbare  Folge  aus  der  Begriffsdefinition  der  Grenzpuukte. 

Im  vorigen  Kapitel  (pg.  128)  verstanden  wir  unter  v  die  Anzahl 
der  auf  der  Kugeloberfläche  gelegenen  Polygone,  in  welchen  das  ur- 
sprüngliche Normalpolyeder  IIq  die  Kugelfläche  durchdrang.  Durch 
erlaubte  Abänderung  der  Polygone  hatten  wir  dieselben  in  fi  ^  i/ 
Polygone  Pq,  P^',  . . .,  P^""^^  verwandelt,  welche  die  Eigenschaft  hatten, 
dass  eine  Randcurve  eines  einzelnen  dieser  Polygone  stets  wieder  einer 
Bandcurve  des  gleichen  Polygons  entsprach.  Nehmen  wir  nunmehr 
erneut  erlaubte  Änderungen  an  diesen  Polygonen  P^,  . .  .,  I^"  ®iii- 
zeln  vor,  so   bleibt  die   zuletzt  erwähnte  Eigenschaft  dieser  Polygone 
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offenbar  erhalten.    Solche  Änderungen  lassen  sich  übrigens  durch  spe- 
cielle  erlaubte  Abänderungen  des  Polyeders  77^  stets  erzielen. 

Bei  dieser  Sachlage  werden  wir  die  Betrachtung  auf  ein  einzelnes 
Polygon,  etwa  P^^  einschränken,  welches  nach  pg.  129  zur  Bildung  der 
Untergruppe  Q  und  des  Netzes  N  hinfQhrt.  Über  die  gegenüber  er- 
laubter Abänderung  invarianten  Eigenschaften  des  Polygons  P^  gelten  dann 
die  oben  für  Hauptkreisgruppen  aufgestellten  Sätze  I,  II  und  III  mü 
einigen  sogleich  naher  anzugebenden  Abweichungen  und  Zusätzen.  Diese 
Abweichungen  sind  teils  wesentlich,  teils  nur  von  untergeordneter 
Bedeutung  und  in  dem  Umstände  begründet^  dass  wir  gegenwärtig 
mit  der  (- Kugel ^  damals  aber  mit  der  projectiyen  Ebene  arbeiteten. 

In  letzterer  Hinsicht  sei  folgendes  bemerkt.  Die  von  den  Be- 
wegungen der  hyperbolischen  Ebene  gelieferten  Hauptkreisgruppen 
subsumieren  sich  hier;  doch  wird  im  Falle  eigentlicher  DiscontinuitSt 
auf  dem  Hanptkreise  das  pg.  148  betrachtete  Polygon  Pq  nur  eine  durch 
den  Hauptkreis  abgetrennte  Hälfte  des  jetzigen  Polygons  P^  sein.  Die 
Folge  ist,  dass  nunmehr  (und  zwar  nicht  nur  bei  den  fraglichen  Haupir 
kreisgruppen,  sondern  stets)  die  Randcurven  von  Pq  ausnahmslos  zu 
Paaren  zusammengehören,  und  dass  die  Ecken  stets  geschlossene  Cyclen 
bilden.  Von  hyperbolischen  und  loxodromischen  Fixpunkten  bleibt 
Pq  nach  wie  vor  fern. 

Ganz  besonders  in  den  Vordergrund  müssen  wir  nun  hier  die 
Eigenschaft  von  Pq  rücken,  bei  Reproduction  auf  Grund  der  Zuord- 
nung der  Randcurven  um  eine  elliptische  oder  zufällige  Ecke  herum 
in  bekannter  Weise  eine  geschlossene  Polygonreihe  zu  liefern.  Diese 
Eigenschaft  gilt  selbstverständlich  auch  von  jedem  Polygon  einer 
Hauptkreisgruppe,  ist  indessen  dort,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  eine 
Folge  der  Eigenschaften  III  und  darf  deshalb  nicht  gesondert  ange- 
führt werden.  Hier  haben  wir  den  bisher  genannten  Eigenschaften  des 
Polygons  Pq  noch  als  eine  wesentlich  neue  die  folgende  anzureihen: 

V.  Der  Reproductionsprocess  des  Polygons  Pq  um  eine  seiner  eUip- 
tischen  oder  zußlligen  Ecken  führt  nach  einmaliger  Umlaufung  der  Ecke 
zu  Pq  zurück  und  schliesst  sich  solchergestalt  um  die  Ecke  herum  glatt  ab. 

Um  die  Notwendigkeit  dieser  Angaben  zu  ermessen,  nehme  man 
z.  B.  ein  von  Kreisbogen  begrenztes  Polygon  P^  mit  einem  Gyclus  von 
drei  zufälligen  Ecken.  Ist  eine  derselben  E,  so  mögen  um  E  die  Po- 
lygone Pq,  Pj,  Pj  herum  liegen.  Wir  können  nun  die  Bezeichnungen 
der  Figur  30  pg.  112  hier  anwenden,  so  dass  P,  und  P,  aus  Pq  durch 
die  Substitutionen  F,  und  F^  hervorgehen.  Die  Endpunkte  der  gemein- 
samen Seite  von  P^  und  P,  seien  E  und  E\  und  es  sei  V  eine  be- 
liebige hyperbolische  Substitution,   welche  E  und  E'  zu   Fixpunkten 
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und  also  die  gemeiDsame  Seite  von  P^  und  P^  zur  Bahncurve  hat. 
Ersetzen  wir  Fj  durch  V^  '^VV^y  was  hier,  wo  der  Hauptkreisfall  nicht 
mehr  vorliegt,  an  sich  durchaus  erlaubt  ist  und  eine  Änderung  der 
Eigenschaften  I  bis  lY  nicht  bewirkt,  so  tritt  an  Stelle  von  P^  ein 
Polygon  P/,  dessen  bisher  mit  P,  gemeinschaftliche  Seite  nunmehr 
nur  noch  in  E  mit  dieser  Seite  in  Berührung  ist,  ohne  weiterhin  mit 
ihr  zu  coincidieren.  Man  sieht  somit,  dass  unter  Fortdauer  der  Be- 
dingungen I  bis  IV  die  Eigenschaft  Y  verloren  gegangen  ist. 

Eine  weitere  wesentliche  Abweichung  von  den  Polygonen  der  pro- 
jectiven  Ebene  besteht  darin,  dass  Pq  keineswegs  mehr  einfach  srnsammen- 
hängend  0u  sein  braucht;  bereits  in  Figur  25  pg.  104  lernten  wir  in 
der  That  ein  vierfach  zusammenhängendes  Polygon  der  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Art  kenneu.  Hierbei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass 
die  Hauptkreispolygone  in  der  ^-Ebene  auch  gelegentlich  bereits  mehr- 
fachen Zusammenhang  zeigen  können  (wie  bereits  pg.  141  angedeutet 
wnrde).  Das  für  die  einzelne  Halbebene  gebildete  Polygon  hat  zwar 
stets  einfachen  Zusammenhang.  Nun  aber  mögen  wir  eigentliche  Dis- 
eontinuitat  auf  der  reellen  ^-Axe  (dem  Hauptkreise)  haben,  und  das 
Polygon  der  positiven  Halbebene  möge  u.  a.  durch  wenigstens  zwei 
Strecken  der  reellen  Axe  begrenzt  sein.  Liegt  nun  der  erste  Typus 
vor,  d.  h.  besteht  die  Gruppe  aus  lauter  solchen  Substitutionen,  welche 
die  Halbebenen  einzeln  in  sich  transformieren,  so  müssen  wir  dem 
Polygon  der  positiven  Halbebene  sein  Spiegelbild  an  der  reellen  Axe 
anfügen,  um  ein  auf  die  ganze  S- Ebene  bezogenes  Polygon  der  Gruppe 
zu  gewinnen.  Letzteres  ist  dann  offenbar  von  mehrfachem  Zusammen- 
hang; vergl.  hierzu  Figur  24  pg.  102. 

Wir  f&gen  noch  folgenden,  übrigens  nicht  umkehrbaren,  Satz  an: 
Liefert  Pq  ein  Polygonnetz  N  mit  nur  einer  geschlossenen  Randcurve,  so 
ist  Pq  notwendig  einfach  zusammenhängend.  Man  wolle  nämlich  gerade 
in  der  oben  (pg.  149)  durchgeführten  Art  unter  der  Yoraussetzung  eines 
mehrfachen  Zusammenhanges  von  Pq  den  Reproductionsprocess  der 
Polygone  verfolgen.  Die  äquivalenten  Polygone  sind  jetzt  nicht  mehr 
von  gleichem  Flächeninhalt,  und  es  werden  an  sich  in  den  vom  mehr- 
fach zusammenhängenden  Polygon  P^  umschlossenen  Lücken  jetzt  un- 
endlich viele  weitere  Polygone  des  Netzes  sich  einfügen  können,  womit 
aber  das  Auftreten  von  Grenzpunkten  in  diesen  Lücken  gegeben  sein 
würde.  Daraus  würde  folgen,  dass  Grenzpunkte  des  Netzes  vorkämen, 
welche  durch  Pq  von  einander  geschieden  sind.  Unter  diesen  Um- 
ständen würden  die  Grenzpunkte  also  nicht  insgesamt  eine  geschlossene 
Curve  bilden  können,  was  doch  vorausgesetzt  wurde. 

Die  Besprechung  der  erlaubten   Abänderung   sei   mit  dem  Satze 
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geschlossen,  dass  zwei  Discontinnitätsbereiche  unserer  Art,  tcdche  eu  der- 
selben Gruppe  gehören  und  im  Falle  einer  Polygongruppe  nidU  durch 
Grenzcurven  von  einander  getrennt  sind,  durch  erlaubte  Abänderung  stets 
in  einander  überführbar  sind.  Man  wird  sich  dies  im  Falle  der  Haupt- 
kreisgruppen  etc.  leicht  veranschaulichen. 

§  8.     Definition    aller   Gruppen    ohne    infinitesimale   Snbstitationen 
durch  geeignete  Disoontinuitätsbereiche.     Durchführung  im 

Hauptkreisfalle. 

Der  bisherige  Gedankengang  soll  jetzt  in  dem  Sinne  umgekelirt 
werden,  dass  wir  nicht  mehr  an  eine  Gruppe  ohne  infinitesimale  Sub- 
stitutionen anknüpfen,  sondern  ein  Polygon  Pq  oder  Polyeder  Uq  von 
den  im  vorigen  Paragraphen  aufgezählten  Eigenschaften  als  das  primär 
Gegebene  ansehen.  Wir  werfen  die  Frage  auf,  welche  Willkür  in  der 
Auswahl  von  Pq  bez.  IIq  noch  übrig  bleibt,  wenn  P^  bez.  TI^  der 
Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  sein  soll,  und  zwar  in  dem  Um- 
fange, wie  dies  von  den  Normalbereichen  und  den  Bereichen  des  vo- 
rigen Paragraphen  gilt.  Indem  wir  hierüber  entscheiden,  werden  wir 
zu  wichtigen  Existenztheoremen  der  Gruppen  ohne  infinitesimale  Sub- 
stitutionen gelangen;  denn  es  ist  in  der  überwiegenden  Mehrzahl  der 
Fälle  weit  leichter,  ein  mit  bestimmten  Eigenschaften  ausgestattetes 
Polygon  oder  Polyeder  zu  bilden,  als  auf  Grund  analytischer  oder 
arithmetischer  Maassregeln  Substitutionen  in  unendlicher  Zahl  herzu- 
stellen, die  eine  eigentlich  discontinuierliche  Gruppe  bilden.  Ein  richtig 
gewählter  Discontinuitätsbereich  unrd  direct  als  Definition  einer  zugehörigen 
Gruppe  gelten.  Die  Zuordnung  der  Rand-curven  bez.  -flächen  liefert 
dabei  genau  wie  bei  den  Gruppen  des  ersten  Kapitels  ein  System  von 
erzeugenden  Substitutionen  der  Gruppe,  und  man  kann  weitere  Substi- 
tutionen der  Gruppe  von  hieraus  in  beliebiger  Anzahl  berechnen*). 

Wenn  wir  nunmehr  auf  die  nähere  Besprechung  des  aufgeworfenen 
Problems  eingehen,  so  sei  es  erlaubt,  das  vorzulegende  Polygon  P^ 
oder  Polyeder  U^  nur  mit  endlich  vielen  Rand-curven  bez.  -flächen  aus- 
zustatten. Die  Ergebnisse,  zu  welchen  wir  gelangen,  büssen  freilich 
ihre  Gültigkeit  auch  im  Falle  unendlich  vieler  Rand-curven  bez.  -flächen 
nicht  ein.     Doch  ist  es  mit  Rücksicht    auf  unsere    späteren    Zwecke 


*)  Die  hiermit  dargelegte  Methode  ist  aus  „M.**I  sehr  bekannt;  sie  bezeichnet, 
wie  schon  pg.  64  angegeben  wurde,  den  Standpunkt,  welchen  Klein  bei  seiner 
Darstellung  in  Bd.  21  der  Annalen  befolgt.  Auch  bei  Poincard  liegt  diese  Denk- 
weise implicite  von  vornherein  zu  Grande,  und  er  benutzt  dieselbe  insbesondere 
ezplicit  zum  Ezistenzbe weise  der  Gruppen;   et'.  Acta  mathem.  Bd.  8  pg.  72. 
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statthaft^  die  mit  dem  Eintreten  unendlich  vieler  Rand-curven  bez. 
-flächen  verbundene  Complication  der  Vorstellungen  zu  meiden. 

Sei  nun,  um  wieder  mit  dem  Haupfkreisfalle  zu  beginnen,  im 
EUipseninnern  ein  Polygon  Pq  gezeichnet,  dessen  Randcurven,  soweit 
sie  nicht  Ton  Stücken  der  Ellipse  gebildet  werden,  durch  Bewegungen 
in  der  hyperbolischen  Ebene  zu  Paaren  ohne  Rest  und  Überschuss  in 
einander  QberfQhrbar  sind.  Dem  Polygon  sollen  ferner  auch  die  unter 
I,  m  und  IV  pg.  148  angegebenen  Eigenschaften  anhaften,  von  denen 
übrigens  keine  eine  notwendige  Folge  der  übrigen  ist.  Wir  können 
alsdann  beweisen:  Jedes  diesen  Vorschriften  gemäss  gewählte  Polygon  ist 
Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  für  den  gesamten  im  Innern  der  El- 
lipse verlaufenden  Teil  der  projectiven  Ebene. 

Man  reihe  nämlich  an  Pq  auf  Grund  der  Zuordnung  der  Rand- 
curven  in  bekannter  Art  immer  wieder  neue  äquivalente  Polygone  an 
und  überzeuge  sich  zuvorderst,  dass  sich  der  Reproductionsprocess  um 
die  Ecken  im  EUipseninnern  herum  glatt  schliesst.  Diese  Thatsache 
ist  eine  Folge  der  Eigenschaften  III  nur  unter  der  ausdrücklichen 
Voraussetzung,  dass  der  Hauptkreisfall  vorliegt.  Möge  nämlich  E 
eine  zur  Periode  v  gehörende  elliptische  Ecke  sein,  wobei  wir  den 
Fall  zuföUiger  Ecken  als  i/  <=  1  subsumieren;  es  möge  überdies  die 
Ecke  E  einem  Gyclus  von  n  Ecken  des  Polygons  Pq  angehören.  Man 
bilde  nun  die  Kette  der  Polygone  um  E  herum.  Das  (nv  -{-  1)**  Po- 
lygon liegt  jedenfalls  zum  Teil  über  P^,  und  zwar  in  der  Art,  dass 
in  E  zwei  einander  äquivalente  Ecken  beider  Polygone  coincidieren, 
indem  zugleich  die  diese  Ecken  einschliessenden  Polygonseiten  die 
äquivalenten  Seiten  des  anderen  Polygons  berühren.  Die  Äquivalenz 
beider  Polygone  kann  somit  nur  durch  die  identische  Substitution 
vermittelt  sein,  da  sie  den  im  Innern  der  Ellipse  gelegenen  Punkt 
E  zum  Fixpunkte  hat  und  die  Ellipse  in  sich  überführt,  während 
sie  doch  andrerseits  offenbar  nicht  elliptisch  sein  kann.  Hiermit 
ist  der  Zusammenschluss  des  Polygonnetzes  um  die  Ecke  E  herum 
nachgewiesen;  man  kann  das  Resultat  dahin  aussprechen,  dass  das 
im  Ellipseninneren  entstehende  Polygonnetz  nirgends  Verzweigungspunkte 
bekommen  kann.  Hiermit  ist  indessen  die  ausgesprochene  Behauptung 
nur  erst  zum  Teil  bewiesen;  wir  haben  die  Untersuchung  in  folgender 
Weise  fortzusetzen: 

Von  einem  beliebigen  Punkte  A  im  Innern  yon  Pq  denke  man  in 
der  Ebene  beliebige  geradlinige  Strahlen  gezogen  und  verfolge  die 
Polygone,  welche  auf  einen  einzelnen  dieser  Strahlen  auf  Grund  der 
Zusammenordnung  der  Randcurren  des  anfanglich  allein  vorgelegten 
Polygons  Pq  aufgereiht   erscheinen;    diese   Polygone  werden  eine  be- 
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stimmte  Kette  P^^  P^,  . . .,  P„,  . . .  bilden.  Man  discutiere  nun  die 
Frage,  ob  sich  der  Reproductionsprocess  der  Polygone  längs  des  frag- 
lichen Strahles  bereits  im  Innern  der  Ellipse  verlangsamen  kann,  so 
dass  sich  ein  Punkt  B  des  Strahles  im  Innern  der  Ellipse  nachweisen 
Hesse,  dem  sich  die  Polygone  P^,  P^, ...  der  Reihe  zwar  beliebig  nähern, 
ohne  ihn  indes  zu  erreichen.  Dies  ist  jedenfalls  nur  so  möglich,  dass 
die  Kette  der  längs  des  Strahles  angereihten  Polygone  P^,  P,,  ... 
unendlich  viele  Glieder  enthält,  und  man  findet  daraufhin  die  Strecke 
AB  durch  die  Randcurven  der  Polygone  in  unendlich  viele  sich  gegen 
B  häufende  Segmente  geteilt.  Wir  wählen  nunmehr  n  so  gross,  dass 
das  in  P„  gelegene  Segment  sowie  alle  gegen  B  hin  folgenden  im  Sinne 
unserer  hyperbolischen  Maassbestimmung  kleiner  als  die  beliebig  klein 
gewählte  Zahl  6  >  0  sind,  und  wollen  sodann  P«  samt  der  in  Rede 
stehenden  Geraden  nach  P^  zurücktransformieren. 

Man  überlege  nunmehr,  wie  die  transformierte  Gerade  das  Polygon 
Pq  durchschneiden  mag.  Das  in  P^  gelegene  Segment  könnte  in  der 
Weise  sehr  klein  sein,  dass  die  Gerade  nahehin  eine  Tangente  einer 
Randcurve  von  P^  wäre.  Doch  würde  nach  unseren  Annahmen  über  die 
Natur  der  Randcurven  die  Gerade  alsdann  nächstbenacbbarte  Polygone 
in  endlichen  Segmenten  durchsetzen.  Dies  würde  auch  dann  bestehen 
bleiben,  wenn  die  Gerade  hart  an  einer  zufälligen  oder  elliptischen 
Ecke  durch  P^  hindurchzöge.  Da  zufällige  Ecken  auf  der  Ellipse  der 
Natur  der  Sache  nach  hier  nicht  in  Betracht  kommen  können,  so 
würde  nur  noch  die  Möglichkeit  bleiben,  dass  die  Gerade  dicht  an 
einer  parabolischen  Ecke  durch  P^  hindurchzieht.  Doch  diese  letzte 
Annahme  lässt  sich  nicht  vereinen  mit  der  Eigenart  eines  Polygon- 
netzes in  der  Umgebung  eines  parabolischen  Punktes,  wie  dieselbe 
z.  B.  für  cyclische  Gruppen  oben  pg.  68  oder  mit  besonderer  Aus- 
führlichkeit für  die  Modulgruppe  in  „M.'^  I  pg.  236  geschildert  wurde. 
Die  Segmente  der  geraden  Linie  werden  im  fraglichen  Falle  gar  nicht 
unendlich  klein,  sie  würden  vielmehr  in  irgend  einem  Polygon  des  zum 
parabolischen  Punkte  gehörenden  Kranzes  ein  Minimum  erreichen  und 
von  dort  nach  beiden  Seiten  hin  zunehmen. 

Der  oben  angenommene  Punkt  Ä  war  ein  beliebiger  Punkt  des 
Polygons  Pq,  und  wir  können  die  nämliche  Überlegung  auf  jedes  be- 
liebige andere  Polygon  des  Netzes  anwenden.  Es  folgt  sonach,  dass 
das  Polygonnetz  im  Innern  der  Ellipse  nirgends  einen  Grenzpunkt  dar- 
bieten kann.  Dieser  Satz  ist  übrigens  wesentlich  durch  die  Voraus- 
setzung bedingt,  dass  P^  keine  hyperbolische  Ecken  haben  sollte.  Die 
vorhin  auf  ihre  Möglichkeit  hin  untersuchte  Yerlangsamung  im  Re- 
productionsprocess der  Polygone  im  „Innern''  der  Ellipse  tritt  in  der 
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That  bei  einem  Polygon  mit  hyperbolischer  Ecke  stets  ein,  wie  man 
aus  den  Entwicklungen  von  pg.  144  und  den  dortigen  Figuren  un- 
mittelbar entnehmen  wird.  Noch  leichter  ist  es,  mit  Hilfe  der  Figur  10 
pg.  67  sich  die  vorliegenden  Verhältnisse  deutlich  zu  machen.  Zieht 
man  hier  durch  den  einen  auf  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkt  der 
hyperbolischen  Substitution  eine  Gerade  und  übt  diese  Substitution  auf 
diese  Gerade  immer  wieder  aus,  so  drängen  sich  die  so  entspringenden 
Geraden  gegen  die  Verbindungslinie  der  beiden  auf  der  Ellipse  ge- 
legenen Fixpunkte  immer  mehr  zusammen,  ohne  dieselbe  indes  völlig 
zu  erreichen.  Die  zwischen  den  Geraden  eingegrenzten  Bereiche  werden 
somit  gegen  jene  das  „Innere*'  der  Ellipse  durchziehende  Gerade  hin 
schliesslich  unendlich  schmal;  wir  haben  in  dieser  Geraden  eine  Grenz- 
lage, welche  der  Reproductionsprocess  nicht  überschreitet. 

Nehmen  wir  die  bisherigen  Ergebnisse  zusammen,  so  folgt  von 
selber,  dass  das  Polygonnetz  das  gesamte  Iimere  der  Ellipse  lückenlos 
und  überall  nur  einfach  bedeckt.  Denn  eine  Gollision  zwischen  Poly- 
gonen des  Netzes  ohne  das  Auftreten  von  Verzweigungspunkten  würde 
nur  dadurch  möglich  sein,  dass  im  EUipseninnem  Lücken  offen  bleiben, 
um  welche  sich  das  Polygonnetz  ohne  sie  auszufüllen  herumzieht. 
Diese  Möglichkeit,  welche  unter  anderen  Voraussetzungen  eine  wich- 
tige Bolle  spielen  wird,  ist  indessen  hier  ausgeschlossen,  da  der  Re- 
productionsprocess nur  die  Ellipse  selber,  nicht  aber  bereits  irgend 
welche  Punkte  oder  Linien  im  „lunem''  der  Ellipse  zu  Grenzen  hat. 
Unsere  obige  Behauptung  über  P^,  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe 
zu  sein,  ist  damit  bewiesen. 

§  4.    Fortsetzung:   Definition  der  Folyedergrappen  dnroh 

Discontintiitätsbereiche. 

Die  Überlegungen  des  voraufgehenden  Paragraphen  lassen  sich 
vollständig  auf  das  Kugelinnere  des  hyperbolischen  Raumes  übertragen. 
Wir  denken  im  Eugelinnem  ein  Polyeder  77^  gegeben,  das  die  ge- 
samten für  die  Discontinuitätsbereiche  Uq  oben  (pg.  150  u.  f.)  aufge- 
zahlten Eigenschaften  besitzt.  Natürlich  ist  der  Wortlaut  der  unter 
n  1.  c.  genannten  Eigenschaften  dem  Umstände  entsprechend  anders  zu 
wählen,  dass  wir  hier  nicht  von  der  Existenz  einer  Gruppe  ausgehen. 
Wir  werden  sagen  müssen,  dass  die  Randflächen  von  77^,  soweit  sie 
nicht  von  Teilen  der  Kugeloberfläche  gebildet  werden,  paarweise  im 
Sinne  der  hyperbolischen  Maassbestimmung  einander  congruent  sind, 
80  dass  sie  in  dieser  Zuordnung  durch  solche  Gollineationen  erster 
Art  in  einander  überführbar  sind,  welche  die  Kugel  in  sich  trans- 
formieren.    Natürlich   muss  diese  Zuordnung  derartig  sein,    dass    das 
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aus  IIq  durch  die  einzelne  Collineation  hervorgehende  Polyeder  77, 
mit  jenem  nur  eine  Randfläche  gemein  hat,  d.  h.  dass  77^  und  72^  auf 
verschiedenen  Seiten  ihrer  gemeinsamen  Randflache  gelegen  sind.  Es 
sei  auch  hier  bemerkt,  dass  von  den  Fundamentaleigenschaften  des  Po- 
lyeders 77^  keine  durch  die  übrigen  bereits  mit  bestimmt  ist 

Wir  können  nun  den  Satz  beweisen,  dass  das  dergestalt  bestimtfUe 
Polyeder  11^  IHscontinuüätsbereich  einer  Gruppe  für  das  gesamte  Kugd- 
innere  ist,  so  dass  unr  also  jede  für  uns  in  Betracht  kommende  Gruppe 
durch  ein  im  Baume  geeignet  gewähltes  Polyeder  mit  bezogenen  Bandflächen 
zu  definieren  im  Stande  sind.  Zum  Beweise  dessen  reihe  man  wieder 
an  77^  auf  Grund  der  Zuordnung  der  Randflächen  Polyeder  77^,  77,,  ... 
an  und  setze  diesen  Process  in  bekannter  Weise  fort.  Wir  müssen 
zeigen,  dass  das  entspringende  Polyedersystem  das  gesamte  Kngelinnere 
ohne  Lücke  aber  auch  überall  nur  einfach  ausfüllt. 

Analog  wie  im  vorigen  Paragraphen  werden  wir  uns  zunächst 
überzeugen,  dass  sich  der  Reproductionsprocess  um  die  Kanten  und 
Ecken  herum  glatt  abschliesst.  Betrachten  wir  zunächst  eine  Kante 
von  77o,  so  werden  wir  nach  einmaligem  Umgange  um  dieselbe  ein  mit 
77q  äquivalentes  Polyeder  erhalten,  wobei  die  mit  einander  in  Deckung 
befindlichen  Kanten  der  beiden  Polyeder  einander  entsprechen,  während 
von  den  Paaren  der  einschliessenden  Randfiächen  jedesmal  die  beiden 
einander  äquivalenten  längs  der  Kante  in  Berührung  sind.  Endigt  nun 
die  Kante  wenigstens  in  einer  im  Innern  der  Kugel  gelegenen  Ecke 
von  77^,  so  ist  dieser  Endpunkt  ein  Fixpunkt  derjenigen  Substitution, 
welche  die  Äquivalenz  zwischen  beiden  Polyedern  vermittelt.  Diese 
Substitution  muss  also  die  Identität  sein,  da  sie  ersichtlich  nicht 
elliptisch  sein  kann  und  doch  einen  im  Kugelinnem  gelegenen  Fix- 
punkt hat  Reicht  die  Kante  von  77^  als  solche  beiderseits  bis  an  die 
Kugel  heran,  so  liefern  die  beiden  Endpunkte  wieder  Fixpunkte  der 
fraglichen  Substitution.  Dass  dieselbe  auch  nun  wieder  der  Identität 
gleich  ist,  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  sie  ersichtlich  weder  ellip- 
tisch noch  parabolisch  sein  kann,  und  dass  doch  77^  an  hyperbolische 
Fixpunkte  nicht  heranreicht.  Der  glatte  Abschluss  des  Polyedersystems 
um  die  Kanten  herum  ist  damit  dargethan.  Für  die  Umlagerung  der 
Ecken  im  Innern  der  Kugel  bleibt  dieselbe  Überlegung  beweiskräftig. 
Es  werden  sonach  überhaupt  keine  Verzweigungen  im  Polyedersystem 
des  Kugelinnern  auftreten  können. 

Des  ferneren  überzeugen  wir  uns  wie  oben,  dass  der  Reproduc- 
tionsprocess der  Polyeder  niemals  im  „Innern^^  der  Kugel  verlangsamen 
kann.  Wir  denken  sogleich  von  einem  beliebigen  Punkte  Ä  im  Innern 
eines   beliebigen  Polyeders  77„  des   Systems   nach   allen  Seiten  gerad- 
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linige  Strahlen  gezogen  und  verfolgen  die  längs  eines  derselben  auf- 
gereihten Polyeder.  Sollte  noch  im  Innern  der  Kugel  ein  Grenzpunkt 
B  auftreten,  so  ist  die  Gerade  AB  gegen  B  hin  durch  die  Randflächen 
der  Polyeder  in  unendlich  viele  Segmente  geteilt.  Sind  nun  die  längs 
des  Strahles  aufgereihten  Polyeder  Unj  Hn^i,  Hn^iy  . . .,  so  nehme 
man  ein  in  der  Reihe  hinreichend  weit  entferntes  Polyeder  i?»^.^  und 
transformiere  dasselbe  samt  dem  geradlinigen  Strahle  nach  IIq.  Der 
Strahl  würde  hier  eine  Gerade  ergeben,  welche  nicht  nur  Uq,  sondern 
die  gesamten  nach  der  einen  Seite  sich  längs  ihr  anschliessenden  Po- 
lyeder in  unendlich  kleinen  Segmenten  durchsetzt. 

Es  ist  nun  auch  hier  wieder  ohne  Mühe  zu  sehen,  dass  eine  Gerade 
der  fraglichen  Art  unmöglich  ist  auf  Grund  der  Voraussetzung,  dass 
n^  von  allen  hyperbolischen  und  loxodromischen  Fixpunkten  fern  bleibt. 
Die  Betrachtung  ist  genau  wie  oben,  und  es  bringt  das  Auftreten  der 
Ecken  neben  den  Polyederkanten  nur  eine  geringe  Verlängerung,  aber 
keine  Erschwerung  der  Überlegung  mit  sich.  Von  den  auf  der  Eugel- 
oberfläche  gelegenen  Kanten  und  Ecken  können  die  zubilligen  und 
elliptischen,  wie  man  leicht  bemerkt,  hier  nicht  in  Betracht  kommen. 
Eine  Überlegung  erfordern  einzig  die  parabolischen  Punkte,  welche 
entweder  Polyederecken  oder  Polygonecken  für  Randflächen  der  Poly- 
eder auf  der  Kugel  darstellen.  Doch  ergiebt  auch  hier  wieder  der 
bekannte  Charakter  der  Umgebung  eines  parabolischen  Punktes,  dass 
eine  dortselbst  in  der  Nähe  durch  IIq  hindurchziehende  Gerade  in 
keiner  Weise  innerhalb  der  weiter  sich  anreihenden  Polyeder  unendlich 
klein  werdende  Segmente  bekommen  kann. 

Nehmen  wir  nun  die  bisherigen  Ergebnisse  zusammen,  so  ergiebt 
sich  die  einfache  und  vollständige  Ausfüllung  des  Kugelinnern  durch 
unser  Polyedernetz.  Eine  Collision  der  Polyeder  bei  fortgesetzter  Bil- 
dung des  Systems,  ohne  dass  je  Verzweigungen  aufträten,  wäre  in 
der  That  nur  noch  so  möglich,  dass  sich  im  Kugelinnern  Lücken 
finden,  um  welche  sich  das  Polygonnetz  ohne  sie  auszufüllen  herumlegte. 
Dies  ist  indessen,  da  Grenzpunkte  im  Kugelinnern,  wie  wir  sahen, 
nicht  auftreten  können,  ausgeschlossen.  Unser  Fundamentalsatz  über 
die  Definition  der  Gruppen  durch  Polyeder  IIq  ist  damit  bewiesen. 

§  5.    Fortsetzung:  Allgemeine  Definition  der  Folygongmppen  dnroh 

geeignete  Disoontiniutätsbereiche. 

Wie  bei  früheren  Gelegenheiten,  so  ist  es  auch  hier  wieder  be- 
sonders wichtig,  der  Gattung  der  Polygongruppen,  welche  nicht  gerade 
notwendig  in  die  specielle  Classe  der  Hauptkreisgruppen  hineingehören, 
eine  ausführlichere  Betrachtung  zu  widmen;   hier  in  der  That  werden 
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wir  zu  neuen  Gesichtspunkten  geftlhri  Wir  setzen  voraus,  dass  auf 
der  l'Kugel  ein  Polygon  P^  gegeben  sei,  das  nicht  über  sich  selbst  hin- 
übergreife^  und  dessen  Bandcwrven  eu  PcMren  auf  einander  beeogen  und 
in  dieser  Zuordnung  durch  i- Substitutionen  erster  Art  genau  in  einander 
überfährbar  sind;  die  Ecken  sollen  nur  eufaUige,  elliptische  oder  parabo- 
lische sein  und  auf  die  wiederholt  genannte  Art  in  geschlossene  Chfden  an- 
gereiht erscheinen;  es  soU  endlich  um  die  BufaUigen  und  elliptischen  Ecken 
von  Pq  herum  der  Beproductionsprocess  der  Polygone  sich  glaU  schliessen. 
Das  Problem,  ob  ein  ausgewähltes  Polygon  Pq  der  bezeichneten  Art 
Discontinuitatsbereich  einer  Gruppe  ohne  infinitesimale  Substitutionen 
ist,  versuchen  wir  zunächst  in  der  bisherigen  Weise  durch  Bildung 
des  von  Pq  aus  zu  erzeugenden  Polygonnetzes  zu  beantworten.  Doch 
treten  hierbei  verschiedene  neue  Fragen  und  Schwierigkeiten  ein. 

Erstlich  ist  zu  bemerken,  dass  nach  den  Entwicklungen  des  vo- 
rigen Kapitels  in  solchen  Fällen,  wo  Grenzcnrven  vorliegen,  die  Gruppe 
im  allgemeinen  nicht  durch  ein  eineelnes  Polygon  mit  bezogenen  Band- 
curven  definierbar  ist.  In  der  Thal  können  wir  durch  ein  einzelnes 
Polygon  Pq  immer  nur  eine  Gruppe  von  der  Art  der  im  vorigen  KapUd 
pg,  129  ff,  mit  G  bezeichneten  Untergruppen  definieren.  Wir  würden,  um 
allgemeiner  zu  verfahren,  an  Systeme  von  f*  Polygonen  P^,  Pq',  .  . ., 
P^~^^  anknüpfen  müssen.  Doch  würden  sich  auch  auf  diese  Weise 
noch  nicht  alle  denkbaren  Polygongruppen  definieren  lassen.  Haben 
wir  nämlich  z.  B.  eine  Gruppe  mit  unendlich  vielen  Netzen,  die  aber 
alle  unter  einander  äquivalent  sind,  so  würde  zwar  ein  einzelnes  Po* 
lygon  Pq  den  Discontinuitatsbereich  vorstellen;  aber  die  Zuordnung 
der  Randcurven  von  Pq  würde  noch  nicht  auf  diejenigen  Substitutionen 
führen  können,  welche  die  Äquivalenz  der  verschiedenen  Netze  unter 
einander  vermitteln. 

Nehmen  wir  jedoch  vorab  an,  dass  beim  Beproductionsprocess 
des  am  Anfang  des  Paragraphen  vorgelegten  Polygones  Pq  sich  eine 
Grenze  des  Polygonnetzes  einstellt,  so  tritt  die  Frage  auf,  ob  diese 
Grenze  auch  eine  wesentliche  Grenze  der  Gruppe  ist,  d.  h.  aus  einer  un- 
unterbrochenen Folge  von  nicht- elliptischen  Fixpunkten  und  deren  Hau- 
fungsstellen  besteht.  Es  würde  hier  also  erneut  die  Möglichkeit  einer 
Yerlangsamung  des  Beproductionsprocesses  an  unwesentlicher  Stelle 
zu  discutieren  sein,  welche  im  Hauptkreisfalle  wegen  des  Ausschlusses 
hyperbolischer  Ecken  unmöglich  war.  Ferner  aber  würde  die  Frage 
eintreten,  weldie  Einteilungen  der  Kugeloberfläche  die  entsprechende  Gruppe 
ausserhalb  des  zu  Pq  gehörenden  Netzen  liefert. 

Vor  allem  ist  zu  fordern,  das5  die  Polygone  des  aus  Pq  zu  erzeu- 
genden Netzes  auf  der  l- Kugel  nirgends  mit  einander  coUidieren,     Nun 
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ist  zwar  auf  Grund  der  Eigenart  der  Polygoneckeu  das  Auftreten  von 
Vei*zweigungspunkten  im  Polygonnetz  von  vornherein  ausgeschlossen. 
Überhaupt  unmöglich  ist  die  Coliision  der  Polygone  daraufhin  aber 
nur  dann,  vrenn  die  Grenzpunkte  des  Netzes  eine  einzige  geschlossene 
Grenzcurve  bilden  und  also  das  Netz  einen  einfach  zusammenhängen- 
den Bereich  bildet.  Treten  aber  unendlich  viele  Grenzcurven  oder 
auch  nur  unendlich  viele  isoliert  liegende  Grenzpunkte  auf,  so  kann 
das  Netz  nicht  mehr  endlichen,  geschweige  denn  einfachen  Grad  des 
Zusammenhanges  darstellen.  Dann  aber  ist  durchaus  die  Frage,  ob 
der  Reproductionsprocess  um  eine  einzelne  der  bleibenden  Lücken 
herum  sich  gerade  glatt  abschliesst  oder  nicht.  Es  vrerden  sich 
freilich  äquivalente  Grenzcurven  in  letzterer  Hinsicht  stets  gleich  ver- 
halten, so  dass  man  nur  je  eine  Grenzcurve  aus  der  einzelnen  Classe 
in  Untersuchung  zu  ziehen  braucht.  Aber  aus  dem  blossen  Anblick 
des  Polygons  Pq  oder  auch  einiger  sich  anschliessender  Polygone  des 
Netzes  vrird  man  in  keiner  Weise  unmittelbar  auf  den  Verlauf  der 
Grenzcurven,  geschweige  denn  auf  ihre  Classenanzahl  schliessen  können. 
Wir  können  einzig  auf  Grund  der  schon  pg.  153  durchgeführten  Über- 
legung aussagen,  dass  im  Falle  eines  mehrfach  zusammenhängenden 
Polygons  Pq  notwendig  unendlich  viele  Grenzcurven  oder  Grenzpunkte 
auftreten.  Dagegen  sind  bei  einfach  zusammenhängendem  Pq  nach  dem 
Bisherigen  noch  alle  Möglichkeiten  offen  (die  unendlich  vieler  isoliert 
liegender  Grenzpunkte,  sowie  die  Möglichkeit  einer  und  schliesslich 
unendlich  vieler  Grenzcurven),  und  sie  kommen,  wie  wir  später  sehen 
werden,  auch  alle  wirklich  vor.  — 

Bieten  sich  sonach  der  endgültigen  Lösung  unseres  Problems  bei 
alleiniger  Operation  in  der  {[-Ebene  oder  auf  der  S- Kugel  erhebliche 
Schwierigkeiten  dar,  so  gewinnen  wir  durch  Recursion  auf  die  im  vo- 
rigen Paragraphen  bereits  festgestellten  Ergebnisse  eine  endgültige  und 
überaus  einfache  Erledigung  aller  aufgeworfenen  Fragen  in  dem  nach- 
folgenden Satze:  Das  Polygon  Pq  ist  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe 
in  dem  hier  zu  erwartenden  Umfange,  falls  es  gelingt,  ein  den  oben  for- 
mulierten Anforderungen  genügendes  Polyeder  Uq  zu  bilden,  welches  Pq 
0u  einer  seiner  Handflächen  Juit*). 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  leuchtet  nach  den  Überlegungen  des 
vorigen  Paragraphen  sowie  nach  den  hierher  gehörenden  Untersuchungen 
des  vorigen  Kapitels  unmittelbar  ein.    Die  Ausgestaltung  von  Pq  zum 


*)  Dieses  Theorem  stellt  wohl  den  wichtigsten  Erfolg  der  von  Poincar^ 
eingeführten  Maassnahme  dar,  die  Poljederteilungen  des  Raumes  für  die  Zwecke 
unserer  Gmppen  zn  verwerten. 

Friok«-Kl«iD,  Automorph«  Fmnctionen.   I.  11 
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Polyeder  IIq  hat  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  Nur  der  Einfach- 
heit halber  mögen  wir  annehmen,  dass  die  Randcuryen  ron  P^  aus- 
schliesslich aus  Kreisbogen  bestehen ,  wie  solches  späterhin  in  der  That 
stets  eintreffen  wird.  Man  wolle  alsdann  im  Kugelinnern  die  Ebenen 
legen,  welche  auf  der  g- Kugel  die  Randkreise  Ton  Pq  ausschneiden  und 
fasse  den  Bereich  des  Kugelinnern  auf,  welcher  durch  P^,  die  eben 
gezogenen  Ebenen,  bez.  Teile  derselben,  sowie  eventuell  weitere  Stücke 
der  Kugeloberfläche  eingegrenzt  ist.  Dieser  Bereich  muss  ein  Polyeder 
Uq  mit  den  erforderlichen  Eigenschaften  darstellen.  Dabei  bemerke 
man,  dass  die  Zuordnung  derjenigen  Randflächen  von  /7q,  welche  nicht 
auf  der  Kugel  liegen,  durch  die  Zuordnung  der  Randcurven  Ton  P^ 
bereits  vollständig  gegeben  ist. 

Indem  wir  annehmen,  dass  IIq  den  oben  geforderten  Eigenschaften 
in  der  That  genügt,  bemerken  wir  schliesslich  noch,  dass  nun  auch 
die  gesamten  weiteren  im  Anschluss  an  Pq  aufgestellten  Fragen  ihre 
einfache  Erledigung  finden.  Ist  Pq  die  einzige  Handfläche  von  IIq, 
welche  auf  der  i- Kugel  liegt ^  so  besitzt  das  von  Pq  aus  zu  erzeugende 
Netz  mir  isoliert  liegende  Grenzpunkte  und  udrd  abgesehen  von  diesen 
letzteren  die  ganze  Kugeloberfläche  bedecken.  Man  beweist  diesen  Satz  leicht 
unter  Benutzung  des  Umstandes,  dass  die  Randflächen  von  77^  auf 
die  Randcurven  von  Pq  wechselweise  eindeutig  bezogen  sind.  Hat  IIq 
ausser  Pq  noch  weitere  Stücke  der  Kugeloberfläche  Pq,  . . .,  P^*"^^  zu 
Handflächen,  so  hat  das  von  Pq  aus  zu  erzeugende  Netz  eine  oder  unend- 
lich viele  Grenzcurven.  Die  Einteilung  der  Kugeloberfläche  in  dem  vom 
Netze  N  des  Polygons  Pq  noch  frei  bleibenden  Teile  regelt  sich  dann 
nach    den    allgemeinen   Ergebnissen    des   vorigen   Kapitels    pg.  134  ff. 

Doch  hat  gegenüber  den  damaligen  Erörterungen  die  hier  vor- 
liegende Kugelteilung  der  durch  Pq  definierten  Gruppe,  wie  wir  schon 
am  Anfang  des  Paragraphen  kurz  ausführten,  einen  particulären  Cha- 
rakter. Derselbe  ist  in  dem  schon  benutzten  Umstände  begründet, 
dass  die  Randflächen  von  IIq  auf  die  Randcurven  von  Pq  eindeutig 
belogen  sind,  während  für  die  Randcurven  etwa  noch  weiter  in  Be- 
tracht kommender  Polygone  Pq  ,  ...  sehr  wohl  nur  ein  Teil  der  Rand- 
flächen von  IIq  zur  Verwendung  kommen  können.  Unter  den  Poly- 
gonen, welche  Randflächeu  von  IIq  auf  der  Kugeloberfläche  darstellen, 
giebt  es  also  hier  eines  (nämlich  eben  Pq),  an  dessen  Berandung  alle 
Seiteuflächen  von  IIq  particip leren.  Gehen  wir  somit  in  der  Polyeder- 
teilung von  IIq  zu  benachbarten  Polyedern  fort,  so  liefern  dieselben 
stets  mit  Pq  unmittelbar  benachbarte  Polygone.  Wir  finden:  Selbst 
in  dem  Falle,  dass  die  durch  Pq  zu  definierende  Gruppe  eine  Kugel- 
teilung  mit  unendlich  vielen  Grenzcurven  liefert,  ist  das  zu  Pq  gcJiörende 
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Polygonnetg  nur  mit  sich  selbst  äqtiivalent.  Liefern  die  übrigen  (v  —  1) 
Polygone  Pq',  . . .,  P^^*'""^^  nach  der  Methode  von  pg.  129  reduciert 
(u  —  1)  Polygone,  so  Hesse  sich  noch  leicht  zeigen,  dass  stets  für 
/LI  >  2,  vielfach  aber  auch  für  fi  =  2  die  (fi  —  1)  übrigen  Classen  von 
Polygonnetzen  aus  unendlich  vielen  Netzen  bestehen. 

Einen  ersten  Schritt  zur  Beseitigung  der  hiermit  bezeichneten  Be- 
schränkung können  wir  übrigens  dadurch  thun,  dass  wir  Systeme  von 
Polygonen  P^,  Pq,  ...,  P^~^^  vorlegen.  Aber  auch  auf  diese*  Weise 
würden  sich  z.  B.  diejenigen  schon  vorhin  erwähnten  Gruppen  nicht 
miterledigen  lassen,  welche  zwar  ^=1,  aber  gleichwohl  unendlich  viele 
(mit  einander  äquivalente)  Netze  haben*).  In  einem  solchen  Falle  ist 
zum  Zwecke  der  Bildung  eines  Discontinuitätsbereiches  der  Rückgang 
auf  das  zugehörige  Polyeder  immer  unvermeidlich.  Dasselbe  wird  als- 
dann wenigstens  ein  Paar  Seitenflächen  darbieten,  die  gänzlich  im 
Eugelinnern  verlaufen,  und  deren  zugehörige  Substitution  die  Äqui- 
valenz zwischen  zwei  verschiedenen  Polygonnetzen  vermittelt.  — 

Da  die  Polyeder  11^,  11^,  ...  das  ganze  Kugel  innere  ohne  Lücke 
füllen,  so  werden  die  Polygonnetze  auf  der  Kugeloberfläche  keinen 
endlichen  Bereich  frei  lassen.  Wir  schliessen  daraus,  dass  die  beim 
Netze  von  Pq  auftretefide  Berandung  eine  der  Gruppe  als  wesentlich  zu- 
gehörende natürliche  Grenze  vorstellt. 

Vor  allen  Dingen  klärt  sich  nun  der  Fall  eines  mehrfach  und 
damit  unendlich  vielfach  zusammenhängenden  Polygonnetzes  vollständig 
auf,  ein  Umstand,  den  wir  baldigst  noch  weiter  auszubeuten  haben. 
Vorab  bemerken  wir  nur,  dass  im  gedachten  Falle  an  JIq  gänzlich  im 
Kugelinnem  verlaufende  Kanten  auftreten,  d,  h.  Kanten,  deren  beide  Eck- 
punkte im  Kugelinneren  liegen.  Diese  Kanten  gehören  somit  zu  Rand- 
flächenpaaren, deren  zugeordnete  Eandcurven  von  Pq  nicht  benachbart 
sind.  Der  Zusammenschluss  des  Polygonnetzes  um  die  Lücken  herum 
ohne  Collision  kommt  nun  einfach  auf  den  Umstand  zurück,  dass  sich 
jene  Kanten  zu  Cyclen  der  oft  genannten  Eigenschaften  zusammen- 
ordnen werden.  —     • 


*)  Ein  ßeispiel  einer  solchen  Gruppe  wurde  pg.  130  (unter  dem  Texte)  be- 
sprochen. Wir  hatten  daselbst  zuvörderst  ein  reguläres  Tetraeder  der  absolutt^n 
Kugel  des  hyperbolischen  Raumes  so  eingeschrieben,  dass  die  Kanten  des  Tetra- 
eders Kugeltangenten  sind.  Sodann  hatten  wir  noch  die  Unterteilung  dieses  Te- 
traeders durch  die  Symmetrieebenen  in  24  kleinere  Tetraeder  vollzogen  und  ein 
einzelnes  dieser  letzteren  Tetraeder  als  Discontinuitätsbereich  (zweiter  Art)  vor- 
gelegt. Hier  ist  P^  ein  Dreieck  und  das  Tetraeder  besitzt  eine  gänzlich  im  Kugel- 
innem gelegene  Seitenfläche  (man  vergl.  die  weiteren  Ausfahrungen  in  Kap.  3  des 
Abschn.  TT). 

11* 
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Es  würde  übrig  bleiben^  die  hiermit  vollständig  entwickelte  Theorie 
auf  die  Polygone  der  zweiten  Art  zu  übertragen  und  also  insbesondere 
zu  fragen,  in  wie  weit  ein  willkürlich  zu  wählendes  Polygon  zweiter 
Art  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  zweiter  Art  sein  kann.  Wir 
erledigen  diese  Frage  einfach  dadurch,  dass  wir  an  das  gegebene  Po- 
lygon längs  einer  Seite  zweiter  Art  ein  äquivalentes  Polygon  anreihen 
und  mit  ersterem  zu  einem  Polygon  der  ersten  Art  vereinen.  Auf 
dieses  würde  sodann  die  vorangehend  entwickelte  Theorie  anzuwen- 
den sein. 

Es  sind  hiermit  die  wichtigsten  theoretischen  Grundlagen  für  die 
geometrische  Theorie  der  eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen  ge- 
wonnen. Bevor  wir  jedoch  an  den  speciellen  Ausbau  dieser  Theorie 
herangehen,  sind  die  allgemeinen  Erörterungen  erst  noch  nach  ver- 
schiedenen Seiten  zu  ergänzen. 

§  6.    Classification  aller  Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen 
nach   der  Gestalt  der  Disoontinuitätsbereiche    und   der   aus   diesen 

entspringenden  regulären  Einteilungen. 

Da  wir  nach  den  bisherigen  Ergebnissen  alle  Gruppen  ohne  in- 
finitesimale Substitutionen  durch  geeignete  Polygone  und  Polyeder  de- 
finieren können,  so  dürfen  wir  nun  auch  auf  die  Gestalten  dieser 
Discontinuitätsbereiche  und  der  aus  ihnen  entspringenden  Ebenen-  und 
Raumteilungen  eine  sachgemässe  Classification  aller  in  Rede  stehenden 
Gruppen  gründen.  Wir  können  uns  hierbei  wieder  auf  die  Gruppen 
der  ersten  Art  beschränken;  die  Classification  der  Gruppen  zweiter  Art 
ist  hierdurch  unmittelbar  mit  erledigt,  da  jede  Gruppe  zweiter  Art 
eine  bestimmte  Untergruppe  erster  Art  vom  Index  zwei  in  sich  ent- 
hält. Späterhin  werden  wir  dann  natürlich  bei  der  einzelnen  Gruppe 
erster  Art  untersuchen  müssen,  ob  und  wie  sie  sich  auf  eine  Gruppe 
zweiter  Art  erweitern  lässt.  Unter  Vorbehalt  gleich  folgender  Erläu- 
terungen stellen  wir  hier  zunächst  tabellarisch  die  Classification  der 
Gruppen  zusammen,  welche  ims  am  empfehlenswertesten  erscheint: 

I.  Cyclische  Gruppen. 

a)  Im  projectiven  Räume   bleibt   eine   Axe  Punkt  für  Punkt 
fest  (elliptische,  parabolische,  hyperbolische  Gruppen). 

b)  Im  projectiven  Räume  bleiben  nur  zwei  Punkte  fest,  näm- 
lich zwei  Punkte  der  Kugelfläche  (loxodromische  Gruppen). 

II.  Nichtrotationsgruppen  mit  zwei  Grenzpunkten. 
III.  Rotationsgruppen. 

a)  Das  Centrum  liegt  innerhalb   der  Kugel    (elliptische  Ro- 
tationsgruppen oder  Gruppen  der  regulären  Körper). 
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b)  Das  Gentrum  liegt  auf  der  Kugel  (parabolische  Rotations- 
gruppen oder  doppeltperiodische  Gruppen). 

c)  Das  Oentrum  liegt  ausserhalb  der  Engel  (hyperbolische 
Rotationsgruppen  oder  Hauptkreisgruppen). 

1.  Die  Gruppe  ist  auf  dem  Hauptkreise  uneigentlich  dis- 
coutinuierlich  (zwei  Polygonnetze). 

a)  Erster  Typus:  Die  durch  den  Hauptkreis  abgeteilten 
Kalotten  der  g-Kugel  werden  durch  alle  Substitutionen 
der  Gruppe  einzeln  in  sich  transformiert. 

ß)  Zweiter  Typus:  Die  Gruppe  besteht  zur  Hälfte  aus 
Substitutionen,  welche  beide  Kalotten  permutieren. 

2.  Die  Gruppe  ist  auf  dem  Hauptkreise  eigentlich  discon- 
tinuierlich  (ein  Polygonnetz). 

a)  Erster  Typus:  Die  durch  den  Hauptkreis  abgeteilten 
Kalotten  der  g-Kugel  werden  durch  alle  Substitutionen 
der  Gruppe  einzeln  in  sich  transformiert. 
ß)  Zweiter  Typus:   Die  Gruppe  besteht  zur  Hälfte  aus 
Substitutionen,  welche  beide  Kalotten  permutieren. 
IV.  Nichtrotationsgruppen    mit   unendlich    vielen  Grenz- 
punkten. 

a)  Polygongruppen  mit  einem  Netze. 

1.  Der  Discontinuitätsbereich  ist  einfach  zusammenhängend. 

2.  Der    Discontinuitätsbereich    ist    mehrfach    zusammen- 
hängend. 

b)  Polygongruppen  mit  zwei  Netzen. 

c)  Polygongruppen  mit  unendlich  vielen  Netzen,  wobei  im 
allgemeinen  jedes  Netz  eines  von  unendlich  vielen  äqui- 
valenten ist,  im  speciellen  aber  ein  nur  mit  sich  selbst 
äquivalentes  Netz  eintritt. 

1.  Die   Grenzcurven   sind   sämtlich   oder   teilweise   nicht- 
analytisch. 

a)  Die  Netze  sind  sämtlich  einfach   zusammenhängend. 
ß)  Die  Netze  sind  entweder  insgesamt   oder   teilweise 
von  unendlich  hohem  Zusammenhang. 

2.  Die  Grenzcurven  sind  sämtlich  Kreise. 

a)  Die  Netze  sind  sämtlich  einfach  zusammenhängend. 
ß)  Die  Netze  sind  entweder  alle  oder  teilweise  unend- 
lich vielfach  zusammenhängend, 
d)  Eigentliche  Polyedergruppen. 
Man  wird  diese  Classification  nach  den  bisher  gesammelten  Er- 
fahrungen   zumeist    ohne  weiteres   verständlich   finden.     Verschiedene 
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Gesichtspunkte  werden  freilich  erst  bei  den  Einzel  Untersuchungen  des 
folgenden  Abschnitts  zur  endgültigen  Erledigung  kommen.  Es  betrifft 
dies  jedoch  nur  solche  Gruppen,  welche  wegen  ihrer  nebensächlichen 
Bedeutung  unsere  Aufmerksamkeit  bisher  nicht  besonders  auf  sich 
zogen.  Hierher  gehören  die  doppeltperiodischen  Gruppen  III.  b)  sowie 
die  mit  ihnen  verwandten  Gruppen  IL  mit  zwei  Grenzpunkten,  von 
denen  wir  oben  (pg.  130)  nur  erst  die  Möglichkeit  constatierten.  Für 
die  wohlbekannte  Dreiteilung  der  Rotationsgruppen  je  nach  der  Lage 
des  Centrums  bringen  wir  hier  die  kurze  und  bezeichnende  Ausdrucks- 
weise der  „elliptischen^^  u.  s.  w.  Rotationsgruppen  in  Vorschlag.  Eine 
ausführlichere  Gliederung  erfordert  hier  nur  die  Glasse  der  Hauptkreis- 
gruppen. Unter  den  Nichtrotationsgruppen  haben  wir  alle  diejenigen, 
welche  auf  der  g- Kugel  uneigentlich  discontinuierlich  sind,  also  alle 
Polyedergruppen  im  engeren  Sinne,  in  IV.  d  zusammengefasst. 

Es  sind  hier  noch  einige  historische  Bemerkungen  anzufügen. 
Zunächst  ist  nämlich  zu  erwähnen,  dass  Poincare  in  seinen  wieder- 
holt genannten  Abhandlungen  „Theorie  des  groupes  fuchsiens"  und 
fßlemoire  sur  les  groupes  Meineensf^  Classificationsprincipien  für  die 
Gruppen  entwickelt*).  Doch  basiert  Poincare  seine  Einteilung  vor- 
nehmlich auf  die  Eigenart  der  Ecken  und  Kanten  der  Polygone  und 
Polyeder,  ohne  betreffs  der  Beschaffenheit  der  gesamten  regulären  Ein- 
teilung bereits  zu  abgeklärten  Anschauungen  durchzudringen.  Die 
Folge  ist,  dass  Poincar^'s  Entwicklungen  an  dieser  Stelle  jedenfalls 
unvollständig  erscheinen,  indem  sie  die  Natur  der  Mannigfaltigkeit 
der  Grenzpunkte  nicht  gehörig  in  den  Vordergrund  stellen.  Dass  die 
volle  Rücksichtnahme  auf  diese  letztere  Mannigfaltigkeit  zu  einer  prin- 
cipielleren  Einteilung  führt,  braucht  wohl  nicht  weiter  erläutert  zu 
werden**). 

Wir  müssen  hier  auch  noch  einen  Blick  auf  die  von  Poincare 
gebrauchte  Terminologie  der  „Fuchs'schen'^  und  „Klein'schen^^  Gruppen 
werfen.  Als  Fuchs'sche  Gruppen  bezeichnet  Poincare  die  Hauptkreis- 
gruppen des  ersten  Typus  (III,  c,a),  bei  welchen  man  durch  zweckmässige 
Auswahl  von  g  zu  reellen  unitnodulareti  Substitutionen  geführt  wird 
(cf.  pg.  105).  In  allen  übrigen  Fällen  lassen  sich  unter  Gebrauch  uni- 
modularer  Substitutionen  coraplexe  Coefficienten  der  Substitutionen  nicht 
meiden,  und  die  gesamten  hierher  gehörenden  Gruppen  fasst  Poincar^ 
unter  der  Benennung  ,,Klein'sche''  Gruppen  zusammen. 

•)  Siehe  Acta  mathematica,  Bd.  1  pg.  20  und  Bd.  3  pj?.  74. 
**)  Vergl.   hierzu  auch   Ritter,    „Dk  automorphen  Formen  vom   GeschlecJUe 
nuW  in  den  Math.  Annalen  Bd.  41  pg.  7  (1892). 
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Diese  Benennungen  (welche  sich  des  weiteren  auf  die  zu  den 
Gruppen  gehöreuden  Functionen  übertragen)  entsprechen  dem  zu- 
fälligen Entwicklungsgange,  den  Poincar^'s  Arbeiten  über  die  Grup- 
pen genommen  haben.  Poincare  spricht  sich  hierüber  in  einem  an 
Klein  gerichteten  und  in  den  Mathem.  Anualen  Bd.  20  pg.  52  ver- 
öffentlichten Briefe  aus.  Dass  die  Terminologie  sachlich  kaum  zu- 
treffend sein  dürfte,  hat  Klein  bereits  in  den  Mathem.  Annalen  Bd.  19 
pg.  564  und  Bd.  21  pg.  214  dargelegt;  sein  Vorschlag,  dem  wir  hier 
selbstverständlich  folgen,  ging  dahin,  beide  Personalbenennungen  fallen 
zu  lassen  und  je  nach  Bedürfnis  durch  Benennungen,  die  aus  dem  Wesen 
der  Sache  geschöpft  sind,  zu  ersetzen.  Leider  hat  Poincare,  ohne  im 
Princip  Widerspruch  zu  erheben,  sich  diesem  Vorschlage  nicht  ange- 
schlossen, sondern  an  dem  Rechte  des  Erfinders,  die  Namen  nach 
Gutdünken  zu  wählen,  festgehalten. 

Es  würde  an  sich  nicht  notwendig  gewesen  sein,  hier  auf  diese 
Angelegenheit,  die  nur  Formalien  betrifft,  zurückzukommen,  und  es 
geschieht  nur,  um  die  hier  gegebene  Darstellung  gegen  die  sonstige 
Litt«ratur  des  Gegenstandes  zu  orientieren.  Dabei  handelt  es  sich 
nicht  nur  um  die  Poincare'schen  Originalarbeiten,  sondern  um  die 
Publicationen  zahlreicher  Autoren,  welche  Poincare's  Terminologie 
schlechthin  acceptiert  haben.  Wir  können  hier  die  generelle  Mah- 
nung nicht  unterdrücken,  dass  man  die  Arbeiten  Poincare's  bei 
allem  ihren  Reichtum  an  neuen  und  weittragenden  Gedanken  in 
ihren  thatsächlichen  Resultaten  vielfach  nicht  ohne  Kritik  aufneh- 
men sollte.  In  der  That  sind  diese  Arbeiten  vielfach  nur  Skizzen 
der  mit  aller  Mächtigkeit  der  Intuition  auf  den  Verfasser  eindrin- 
genden Ideen,  die  unmittelbar  niedergeschrieben  und  nicht  im  Ein- 
zelnen abgeglichen  sind.  Um  nur  bei  einem  direct  zum  vorliegen- 
den Paragraphen  gehörenden  Gegenstande  stehen  zu  bleiben,  so  sagt 
Poincare  in  dem  mit  „Classification*'  überschriebenen  §  6  seiner  Arbeit 
über  die  Klein'schen  Gruppen  wörtlich  Folgendes:  „Nous  classerons 
„d'abord  les  polyedres  g^n^rateurs  d'apr^s  le  nombre  de  leurs  faces 
„de  la  2*  sorte*).  C'est  la  en  effet  un  point  fort  important;  car  si 
„un  polyfedre  P^  a  w  faces  de  la  2*  sorte,  le  plan  des  gi^  se  trouve 
„divis^  en  n  parties  et  chacune  de  ces  parties  en  une  infinite  de  poly- 
„gones  i2  de  teile  fa<;on  qu'ä  chaque  Substitution  du  groupe  corre- 
„sponde  un  polygone  R  et  un  seul."  Der  Leser  des  vorigen  Kapitels 
weiss,   dass  sich  in  diesem   fiir  allgemeines  n  ausgesprochenen  Satze 


*)  Randflächen  der  Polyeder,  die  von  Teilen  der  f- Kugel  bez.  -Ebene  ge 
bildet  sind. 
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eine   völlig  missverstandliche  Auffassung   über   die   thatsächlich   hier 
vorliegenden,  und  zwar  principiellen  Verhältnisse  documentierf^). 


§  7.    Von  der  Erzeugung  der  Gruppen  und  den  Bwiaohen  den 
erseugenden  Substitutionen  bestehenden  Belationen. 

Die  Erörterungen,  welche  wir  über  die  Erzeugung  der  Gruppen 
hier  auszuführen  haben,  sind  zwar  ihrem  Wesen  nach  in  keiner  Weise 
auf  Discontinuitatsbereiche  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Randcurven 
bez.  -flächen  eingeschränkt.  Aber  die  Übertragung  auf  Polygone  mit 
unendlich  vielen  Seiten  und  Polyeder  mit  unendlich  vielen  Randflächen 
vollzieht  sich,  wo  es  nötig  wird,  ohne  Schwierigkeit;  und  es  ist  andrer- 
seits die  Annahme  endlicher  Seiten-  bez.  Flächenanzahl  eine  Erleich- 
terung für  die  Darstellung,  so  dass  wir  diese  Annahme  hier  ausdrück- 
lich machen  wollen. 

Wir  beginnen  die  Betrachtung  hier  wieder  mit  den  unter  III,  c,a 
der  Tabelle  pg.  165  rubricierten  hyperbolischen  Botationsgruppen, 
welche  von  den  Bewegungen  der  hyperbolischen  Ebene  geliefert  werden. 
Es  sei  vor  allem  im  Ellipseninnem  der  projectiven  Ebene  ein  Polygon 
Pq  als  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  dieser  Art,  die  wir  F  nen- 
nen, in  richtiger  Weise  ausgewählt.  Die  nicht  von  Stücken  der  Ellipse 
gelieferten  Seiten  von  Pq  sind  zu  Paaren  einander  zugeordnet.  Ist  n 
die  Anzahl  der  Seitenpaare,  so  wird  die  Zuordnung  vermittelt  durch 
gewisse  n  Substitutionen  V^^V^j  . .  .,  F«,  die  wir  uns  sogleich  in  ihrer 
Gestalt  als  unimodulare,  und  zwar  hier  reelle,  g- Substitutionen  gegeben 
denken  können.  Entsprechend  der  Gegenseitigkeit  der  Zuordnung  der 
Randcurven  werden  wir  mit  der  einzelnen  Substitution  stets  auch  deren 
inverse  als  gegegeben  ansehen. 

Belegen  wir  ein  beliebiges  Polygon  P  der  zu  F  gehörenden  Ein- 
teilung des  Ellipseninnem  mit  derjenigen  Substitution  V  von  F  als 
mit  einem  Namen,  welche  das  Auagangspolygon  P^  in  P  transformiert, 
so  bekommt  P^  den  Namen   Vq  =  1.     Das  Ausgaugspolygon  P^  aber 

erscheint  umgeben  von   den  2n  Polygonen   F-\  F-\  . . .,  F-^,   und 

in  derselben  Weise  erscheint  ein  beliebiges  Polygon  P  der  Einteilung 

mit  dem  Namen  F  umgeben  von  den  2»  Polygonen  VVf\  W-^^  ..., 

VV-    **).    Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  successive  Entstehung  des 


*)  Vergl.  hierzu  Schlesinger  in  Crelle's  Journal  Bd.  110  pg.  134  and  185. 
**)  Die  Zahl  2n  der  umgebenden  Polygone  rednciert  sich  in   leicht  ersicht- 
licher Weise,  sobald  anter  den  Substitutionen  F^ ,  ■  •  •  •  ^n  ^^^  ^^^^  mehrere  ellip- 
tisch von  der  Periode  2  sind. 
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Polygonnetzes  von  Pq  aus  an,  so  ergiebt  sich,  dass  die  zu  irgend 
einem  bestimmten  Polygon  P  gehörende  Substitution  V  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Combinationen  von  Substitutionen  aus  der  Reihe 

Vf^,  V~\   F^\  ..,,   V^^  erzeugt  werden  kann.     Wir  gewinnen  den 

übrigens  aus  „M/^  I  bereits  sehr  bekannten  Satz:  Die  n  Substitutionen 
Fj,  V^,  . . .,  Vn  bilden  ein  System  von  erzeugenden  Substitutionen  der 
Gruppe  r,  und  die  thatsächliche  Herstellung  aller  Substitutionen  von  F 
aus  Vi,  . . .,  Vn  entspricht  der  Erzeugung  des  gesamten  Polygonnetzes  von 
Pq  aus.     Man  kann  diesen  Umstand  symbolisch   durch  die  Gleichung: 

(1)  F-77(F„F„...,  F,) 
oder  etwas  mehr  ausführlich  durch: 

(2)  V  =  T"  -V^'  ...F"" 

andeuten,  wo  der  einzelne  der  unteren  Indices  a,  deren  Anzahl  v  be- 
liebig gross  ist,  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  . . .,  n  darstellt  und 
die  «1,  a^y  . . .  irgend  welche  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind, 
während  die  Combination  der  Substitutionen  durch  Multiplication  ihrer 
Symbole  angedeutet  ist. 

Die  Erzeugenden  der  Gruppe  F  sind  natürlich  durchaus  von  der 
Auswahl  des  Discontinuitatsbereichs  P^  abhängig,  und  es  ist  nicht 
einmal  ihre  Anzahl  n  hierbei  invariant.  Doch  werden  wir  baldigst  in 
der  Theorie  der  kanonischen  Discontinuitätsbereiche  sehen,  dass  bei 
jeder  Gruppe  für  die  Anzahl  n  ein  eindeutig  bestimmtes  Minimum 
existiert. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  auf  wieviel  verschiedene  Weisen  sich 
die  einzelne  Substitution  F  von  F  in  der  Gestalt  (1)  darstellen  lässt. 
Diese  Frage  ist,  wie  man  leicht  bemerkt,  vollständig  mit  der  folgen- 
den beantwortet:  Welches  sind  die  für  die  Erzeugenden  Fj,  . . .,  Vn  be- 
stehenden, d,  h.  unabhängig  von  t  gültigen  Relationen: 

V"' .  F""  •  •  •  F""  (t)  =  t 

oder  noch  kürzer  geschrieben  n(V^,  . . .,  Vn)  =  1?  um  hierauf  zu  antr 
Worten,  betrachten  wir  die  Ecken  der  Polygonteilung  näher. 

Die  nachfolgende  Überlegung  wird  man  sich  zweckmässig  mit 
Hülfe  der  Figur  30  pg.  112  im  einzelnen  klar  machen;  doch  müssen 
wir  hier  sogleich  allgemein  argumentieren.  Sei  zu  diesem  Ende  E 
irgend  eine  Ecke  von  P^,  um  welche  ein  Cyclus  von  v  Polygonen 
gelagert  ist,  Pq  selbst  mit  gerechnet.  Man  umkreise  E  etwa  im  Sinne 
wachsender  Winkel  und  findet  dabei  als  zu  den  durchlaufenen  Poly- 
gonen zugehörig  die  Substitutionen: 
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WO  die  s  entweder  -f  1  oder  —  1  bedeuten.  Da  das  v**  Polygon  des 
Cyclus  wieder  mit  Pq  identisch  ist,  so  besteht  die  Relation: 

(3)  V'  .  F''  -1  . . .  V'  =  1      oder  auch      F""'*  •  F~''  •  •  •  F"'"  =  1 . 

Die  Bedeutung  der  in  dieser  Formel  auftretenden  Substitutionen  F«,, 
Fa.,  . .  .,  Va,  können  wir  unmittelbar  angeben,  indem  wir  die  mit  E 
zu  einem  Cyclus  vereinten  Ecken  E^,  E^j  ...,  E^^i  von  P^  einfähren: 
es  werden  durch  F^^  die  beiden  einander  zugeordneten  Randcurven  von 
Ek  und  Ek—i  correspondieren.  Wir  schliessen  hieraus:  die  Factoren 
des  symbolischen  Productes  auf  der  linken  Seite  von  (3)  sind  alle  von 
einander  verschieden  oder  wiederholen  sich  fi  Male  periodisch,  je  nach- 
dem E  eine  zufallige  oder  eine  zur  Periode  fi  gehörende  elliptische  Ecke 
ist  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich:  Ist  m  die  Anzahl  der  Cyclen,  welche 
die  im  Ellipseninnem  gelegenen  Ecken  von  Pq  bilden,  so  finden  wir  diesen 
Cyclen  entsprechend  m  verschiedene  wesentliche  Relationen  (3)  für  die  Er- 
scttgetiden  Fj,  . . .,  F„,  wobei  im  Falle  eines  zur  Periode  {jl  gehörenden 
Cyclus  elliptischer  Ecken  die  linke  Seite  von  (3)  als  ft**  Potenz  geschrieben 
tverden  kann. 

Als  Beispiel  möge  hier  vorderhand  die  Modulgruppe  dienen,  für 
welche  diese  Verhältnisse  in  „M/'  I  pg.  452  erörtert  sind.  Man  be- 
merke überdies,  dass  bei  einem  Normalpolygon  für  gewöhnlich  zu  einer 
zufalligen  Ecke  eine  dreigliedrige  Relation  F«,  •  F«,  •  F«,  =  1  gehört, 
während  eine  elliptische  Ecke  eine  Relation  der  Gestalt  F^  =  1  liefert. 

Es  gilt  nun  aber  weiter  der  Satz:  Mit  den  m  von  den  Ecken  des 
Polygons  Pq  gelieferten  Relationeth  sind  bereits  alle  wesentlichen  Relationen 
gewonnen,  welche  für  die  erzengenden  Substitutionen  Fj,  Fg,  . . .,  F»  be- 
stehen^ d,  h.  alle  überhaupt  existierenden  Relationen  lassen  sich  in  einer 
sogleich  noch  näher  zu  bezeichnenden  Weise  aus  jenen  m  Relationen  her- 
stellen. Beim  Beweise  dieses  Satzes  bleibt  die  für  die  Modulgruppe  in 
„M/^  I  pg.  452  ff.  durchgefflhrte  Überlegung  nicht  nur  vollgültig  be- 
stehen,  sondern  sie  erweist  sieh  sogar  auch  jetzt  noch  ab  völlig  aus- 
reichend, so  dass  es  genügen  wird,  wenn  wir  hier  nur  die  Gesichts- 
punkte der  fraglichen  Überlegung  kurz  andeuten. 

Liegt  irgend  eine  Relation: 

(4)  V'  -V"*  "V"''  =  1 

V    -^  ag  a%  Oy 

vor,  welche  links  insgesamt  ^  =  «^  -f-  «g  +  *  *  -|-  «t  symbolische  Fac- 
toren aufweist,  so  bilde  man  die  JV -f-  1   Substitutionen: 

1   F  ,  F',   ...,   F^',   V^'V  ,   ...,   r'^'V^,   ...,   F"»...F''% 
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wobei  jede  folgende  Substitution  aus  der  nächst  vorhergehenden  durch 
Zusatz  eines  weiteren  Factors  entsteht.  Von  den  zugehörigen  JV^  -{-  1 
Polygonen  des  Netzes  ist  jedes  mit  dem  folgenden  benachbart,  und  das 
letzte  ist  mit  dem  ersten  identisch.  Als  Gegenbild  der  Relation  (4) 
entspringt  solcherart  eine  geschlossene  Kette  von  Polygonen  des  Netzes, 
und  umgekehrt  liefert  auch  jede  solche  Kette  leicht  ersichtlich  eine 
Relation  für  die  Erzeugenden  Fj,  V^,  . . .,  F„. 

Es  ist  nun  eine  Erleichterung  für  die  Anschauung,  wenn  wir,  wie 
auch  in  „M."  I  1.  c.  an  der  Stelle  der  Kette  der  Polygone  eine  die 
Polygonecken  überall  meidende  geschlossene  Curve  C  treten  lassen, 
längs  welcher  die  Polygone  der  Kette  in  richtiger  Folge  angereiht 
sind.  Diese  Curve  C  ist  dann  insoweit  willkürlich,  dass  sie  im  Innern 
des  einzelnen  Polygons  in  ihrem  Verlauf  beliebig  abgeändert  werden 
darf,  und  dass  auch  die  Ein-  und  Austrittstelle  über  ihre  bezüglichen 
Seiten,  jedoch  nicht  über  die  Ecken  hinaus  verschoben  werden  mögen. 

Ziehen  wir,  wie  Figur  39  andeutet,  die  Curve  C  aus  einem  Po- 
lygon P  ohne  Überstreichung  einer  Ecke  in  ein  benachbartes  Polygon 
P'  hinüber,  so  bedeutet  das  die*  Einschaltung  zweier 
sich  identisch  aufhebenden  Factoren  F^*- F~*  an  ge- 
wisser Stelle  auf  der  linken  Seite  von  (4);  es  ist  dies 
eine  unwesentliche  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  iden- 
tische Umformung  der  Relation  (4).  Durch  wieder- 
holte Anwendung  der  bezeichneten  Veränderung  von 
C  kann  man,  wie   1.  c.  noch   näher  ausgeführt  wird,  vig.  S9. 

die  Curve  C  in  eine  Reihe  von  „Schleifen"  auflosen, 
die  alle  von  P^  ausgehen  und  nur  je  eine  Polygonecke  der  Einteilung 
umkreisen.     Die  Relation  (4)  lässt  sich  somit  durch   identische  Um- 
formung auf  die  Gestalt  bringen: 

(5)  77,(Fi,...,F,)-/7,(Fi,...,F.)---/7^(F,,...,F„)  =  l, 

wo  sich  die  links  stehenden  Factoren  auf  die  fraglichen  Schleifen  be- 
ziehen, deren  Anzahl  A  sein  mag. 

Hier  ist  nun  offenbar  jeder  der  A  Factoren  bereits  selbst  gleich  1 
und  stellt  in  einer  nur  unwesentlich  veränderten  Gestalt  eine  schon 
im  AnschlusB  an  die  Ecken  von  P^  in  (3)  construierte  Relation  dar. 
Es  basiert  dieser  Umstand  einfach  auf  der  Thatsache,  dass  jede  in 
der  Polygonteilung  überhaupt  vorkommende  Ecke  mit  einer  Ecke  von 
P^,  äquivalent  ist.  Um  etwa  für  den  ersten  Factor  von  (5)  die  iden- 
tische Umformung  in  die  betreffende  Relation  (3)  etwas  näher  zu  be- 
schreiben, so  wird  man  zuvorderst  eine  geeignete  cyclische  Vertauschung 
der   Factoren    in    der  fraglichen  Relation   (3)   vornehmen,    was   etwa 
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;ri(  K^, ...,  Fn)  =  1  liefere.    Sodann  hat  man  mit  Hilfe  einer  gewissen 
Substitution  V: 

zu  setzen  oder  auch  unter  Darstellung  von  V  durch  F,,  .. .,  F, : 

Beide  hiermit  vollzogene  Umformungen  der  ursprünglichen  Relation  (3) 
sind  unwesentliche  oder  identische  Umformungen.  Die  Relationen  (4) 
führen  demnach  stets  auf  die  schon  in  (3)  gewonnenen  Relationen 
zurück,  deren  Vollständigkeit  im  behaupteten  Sinne  somit  erwiesen  ist. 
Es  sei  gestattet;  hier  noch  zwei  kurze  Bemerkungen  anzuschliessen. 
Einmal  nämlich  wird  man  sich  sofort  überzeugen,  dass  die  m  aufge- 
stellten Relationen  für  die  F^,  ...,  F»  als  Folgen  der  unter  III.  pg.  148 
formulierten  Eigenschaften  der  Polygonecken  angesehen  werden  kön- 
nen. Auf  der  anderen  Seite  bemerke  man,  dass  die  ,;M.''  I  pg.  455 
gegebenen  Betrachtungen  über  Gruppenisomorphismus  sich  auf  die 
vorliegenden  Verhältnisse  ohne  weiteres  übertragen.  Sind  irgend  n 
gleichartige  Operatiouen  Uiy  ü^y  . . .,  Un  fähig,  durch  Combination 
eine  Gruppe  von  Operationen  derselben  Art  zu  erzeugen,  so  ist  diese 
Gruppe  mit  T  genau  isomorph,  falls  zwischen  den  U  dieselben  Re- 
lationen bestehen,  wie  zwischen  den  F*). 

§  8.    Fortsetzung:    Die  Erzeugenden  und  ihre  Belationen  bei 
Folyedergruppen  sowie  bei  beliebigen  Folygongruppen. 

Bei  der  Übertragung  unserer  Überlegungen  auf  die  Polyeder- 
teilungen des  projectiven  Raumes  soll  es  zunächst  ganz  gleichgültig 
sein,  ob  das  Polyeder  U^  einer  nun  vorgelegten  Gruppe  I  die  Eugel 
höchstens  in  Punkten  erreicht  oder  ob  nach  den  Vorstellungen  aus 
dem  Anfang  des  vorliegenden  Kapitels  unter  den  Randflächen  von  IIq 
auch  Teile  der  Eugeloberfläche  vorkommen.  Stets  sind  die  Schluss- 
weisen des  vorigen  Paragraphen  unmittelbar  und  vollständig  auf  IIq 
und  die  zugehörige  Gruppe  F  anwendbar,  wie  hier  nur  kurz  angedeutet 
zu  werden  braucht. 

Die  nicht  auf  der  Eugeloberfläche  gelegenen  Randflächen  oder 
Seiten    von  77^   sind   zu   Paaren    einander   zugeordnet   und,   wenn    im 


*)  Man  vergl.  hierzu  die  in  ,fM."  I  pg.  466  gegebenen  Citate  anf  Arbeiten 
von  Cayley  und  Dyck.  In  der  betreffenden  Arbeit  von  Dyck  (Mathem.  Ann. 
Bd.  20  pg.  1  ff.)  haben,  wie  es  dem  ausschliesslich  grnppentheoretischen  Charakter 
der  dort  gegebenen  Entwicklungen  entspricht,  die  zur  Verwendung  kommenden 
Polygonnetze  nur  eine  schematische  und  keineswegs  absolute  Bedeutung. 
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ganzen  n  solcher  Paare  vorliegen;  so  möge  diese  Zuordnung  in  be- 
kannter Weise  durch  die  n  Substitutionen  Fj,  Fg,  . . .,  F«  vermittelt 
sein.  Es  sind  alsdann  Fj,  Fg,  . .  .,  F«  die  dem  Polyeder  U^  entsprechen- 
den ergeugenden  Substitutionen  der  Gruppe  T,  und  die  Herstellung  des 
gesamten  Polyedersystents  von  TI^  aus  ist  ein  Bild  für  die  Erzeugung  der 
Gruppe  r  aus  F,,  F2,  . .  .,  F«. 

Die  im  Eugelinnern  gelegenen  Kanten  von  Uq  mögen  sich  zu  m 
Cyclen  zusammenschliessen,  die  entweder  elliptischen  oder  zufälligen 
Charakter  babeu.  Diese  m  Cyclen  von  Kanten  liefern  m  wesentlich  ver- 
schiedene Relationen: 

(1)  F''.F''...F'''  =  1 

zwischen  den  er  zeugenden  Substitutionen ,  wobei  im  dliptischen  Falle  auf 
der  linken  Seite  von  (1)  etwa  fi-malige  Wiederholung  derselben  Factoren- 
folge  eintritt.  Diese  Relationen  sind  wieder  die  Folgen  der  unter  III 
pg.  150  formulierten  Eigenschaften  der  Polyederkanten.  Im  übrigen 
bemerke  man,  dass  sie  bei  Gebrauch  von  Normalpolyedern  für  gewöhn- 
lich die   einfachen  Gestalten  Va^^a^Ya^  «=  1  und  F^=  1  annehmen. 

Auch  der  Beweis  des  Satzes,  dass  ausser  den  m  gewonnenen  Re- 
lationen zwischen  den  Fj,  F,,  ...,  F«  wesentlich  neue  Relationen  nicht 
melir  bestehen  Icönnen,  lässt  sich  durch  die  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelte  Überlegung  führen.  Jede  etwa  bestehende  Relation  ver- 
sinnlichen wir  vermöge  einer  die  Poljederteilung  durchziehenden  ge- 
schlossenen Curve  Cf  welche  die  Kanten  und  Ecken  der  Einteilung 
meidet.  Durch  unwesentliche  Abänderungen,  welche  identische  Um- 
formungen der  zugehörigen  Relation  im  Gefolge  haben,  lässt  sich  die 
Curve  C  in  eine  Anzahl  von  Schleifen  auflösen,  welche  sämtlich  von 
einem  Punkte  des  Ausgangspolyeders  77^  ausziehen  und  je  nur  eine 
Polyederkante  umlaufen.  Die  weiter  zum  Belege  unserer  Behauptung 
fahrende  Überlegung  gestaltet  sich  genau  wie  im  vorigen  Paragraphen. 

Die  eigentlichen  Polyedergruppen  sind  hiermit  vollständig  erledigt. 
Aber  auch  für  diejenigen  Gruppen,  welche  bereits  auf  der  g- Kugel 
eigentlich  discontinuierlich  sind,  werden  die  Fragen  nach  den  erzeu- 
genden Substitutionen  und  ihren  Relationen  unter  Rückgang  auf  die 
Polyederteilung  vollständig  und  in  einfachster  Weise  gelöst.  Gleich- 
wohl erscheinen  die  folgenden  zusätzlichen  Ausführungen  über  diese 
letzteren  Gruppen  noch  am  Platze. 

Indem  wir  für  den  Augenblick  unter  Wiederaufnahme  der  frühe- 
ren Vorstellung  das  Polyeder  Uq  in  seiner  Gesamtausdehnung,  d.  h. 
auch  über  die  Kugel  hinausgreifend,  auffassen,  kann  der  Fall  eintreten, 
dass  die  gesamten  Polyederkanten  ausserhalb  der  Kugel  verlaufen.    In 
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der  That  lieferte  die  im  Anschluss  an  Figur  25  pg.  104  betrachtete 
Gruppe  ein  hierher  gehörendes  Beispiel.  Wollen  wir  uns  hier  der 
Einfachheit  halber  der  Normalpolyeder  bedienen  und  nun  U^  gleich 
wieder  auf  das  Eugelinnere  beschränken ,  so  wird  eine  ebene  Rand- 
fiäche  von  77^  im  Eugelinnern  das  Polyeder  77^  stets  sogleich  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  begrenzen.  Der  77^  begrenzende  Bereich  der 
Kugeloberfläche  ist  von  2n  vollstäodigen  Kreisen  eingegrenzt,  die  ent- 
weder durchaus  getrennt  von  einander  verlaufen  oder  im  Grenzfall 
einander  auch  irgend  wie  berühren  dürfen.  Da  im  Kugelinnem  nun 
überhaupt  keine  Kanten  auftreten,  so  bestehen  für  die  hiermit  charak- 
terisierten Gruppen  gar  keine  Relationen  stoischen  den  eraeugenden  Sub- 
stitutionen, Wir  kommen  auf  diese  Gruppen  unten  bei  verschiedenen 
Gelegenheiten  ausführlich  zurück. 

Weiterhin  wollen  wir  uns  auf  solche  Gruppen  beschränken,  welche 
durch  Angabe  eines  einzelnen  Polygons  Pq  definiert  werden  können. 
Diese  Gruppen  wurden  im  Verlaufe  von  §  5  pg.  160  flf.  ausführlich  be- 
sprochen. Wir  fanden  u.  a.,  dass  die  Randcurven  von  Pq  auf  die 
Randflächen  des  zugehörigen  Polyeders  77^  im  Kugelinnern  wechsel- 
weise eindeutig  bezogen  waren,  sowie  vor  allem,  dass  das  zu  Pq  ge- 
hörende Polygonnetz  N  nur  mit  sich  selbst  äquivalent  ist,  selbst  wenn 
die  zur  Gruppe  gehörende  Einteilung  der  gesamten  Kugeloberfläche 
noch  unendlich  viele  weitere  Netze  darbietet. 

Mau  nehme  nun  zuvörderst  an,  das  zu  Pq  gehörende  Netz  N  sei 
einfach  zusammenhängend.  Dieses  Netz  besitzt  dann  eine  geschlossene 
Grenzcurve,  ausserhalb  welcher  entweder  ein  oder  unendlich  viele 
weitere  Netze  sich  finden;  Pq  selber  ist  hier  notwendig  einfach  zu- 
sammenhängend. Jeder  geschlossenen  Kette  von  Polyedern  entspricht 
nun  eine  geschlossene  Kette  von  Polygonen  des  Netzes  N  und  umge- 
kehrt. Dabei  können  wir  dank  detn  einfacfien  Zusamfnenhange  von  N 
hier  genau  wie  hei  den  Gruppen  der  hyperbolischen  Ebene  verfahren  und 
gewinnen  so  wie  dort  die  gesamten  m  Relationen.  Die  Ecken  der  Poly- 
gonteilung erscheinen  hier  eben  wechselweise  eindeutig  auf  die  Kanten 
der  Polyederteilung  bezogen. 

Ist  ferner  N  unendlich  vielfach  zusammenhängend,  so  kann  dies  ent- 
weder durch  unendlich  viele  isoliert  liegende  Grenzpunkte  oder  durch 
unendlich  viele  Grenzcurven  eintreten.  Ob  das  eine  oder  andere  der 
Fall  ist,  macht  für  unsere  Überlegung  keinen  wesentlichen  Unterschied 
aus;  die  Formulierung  der  Sätze  möge  sich  etwa  auf  den  Fall  unend- 
lich vieler  Grenzcurven  beziehen.  Wir  haben  hierbei  eine  Fallunter- 
scheidung nach  dem  Zusammenhang  des  Ausgaugspolygons  Pq  selber 
zu  treffen. 
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Ist  erstlich  Pq  einfach  zusammenhängend ,  so  können  wir  wegen 
des  unendlich  hohen  Zusammenhanges  von  N  beliebig  viele  geschlos- 
sene Polygonketten  nachweisen ,  deren  zugehörige  Curven  C  sich  nicht 
in  Schleifen  um  die  Eckpunkte  von  N  auflösen  lassen.  Es  steht  hier 
ja  sofort  frei,  im  Innern  von  N  um  eine  und  damit  sogleich  um  un- 
endlich viele  Lücken  herum  eine  geschlossene  Curve  zu  legen,  welche 
sich  ersichtlich  nicht  mehr  allein  in  Schleifen  um  die  Eckpunkte  auf- 
lösen lässt.  Relationen  zwischen  den  F^,  F^,  . . .,  F«,  welche  man  aus 
den  Eckpunkten  des  Netzes  nach  der  bisher  befolgten  Art  gewinnt, 
mögen  nun  als  primäre  Belationen  bezeichnet  werden ;  ihnen  reihen  sich 
als  secundäre  Relationen  alle  diejenigen  an,  welche  im  Falle  nicht  ein- 
fach zusammenhängender  Netze  von  geschlossenen  Curven  der  letzten 
Art  herrühren*). 

Während  nun  die  primären  Relationen  von  den  Ecken  des  Poly- 
gounetzes  N  aus  sich  ohne  weiteres  erledigen,  sind  die  secundären 
ohue  Recursion  auf  die  Polyederteilung  nicht  recht  verständlich;  doch 
klärt  sich  ihre  Eigenart  ohne  weiteres  auf,  wenn  wir  die  Polyeder- 
teilung wieder  in  Betracht  ziehen.  Unter  den  von  den  Kanten  des 
Polyeders  Uq  zu  liefernden  gesamten  m  Relationen  mögen  m^  primäre 
auch  aus  den  Ecken  von  P^  abzuleiten  sein.  Es  bleiben  dann  eben 
noch  m^  =  m  —  m^  secundäre  Relationen  übrig  y  welche  von  den  Cyclen 
derjenigen  im  Innern  der  i- Kugel  gelegenen  Kanten  von  Uq  geliefert  wer- 
den, deren  eingrenzende  Ratidflächenpaare  nicht  benachbarte  Randcurven 
von  Pq  liefem.  Die  hier  zur  Geltuug  kommenden  Kanten  reichen  eben 
nicht  bis  an  die  g- Kugel  heran,  so  dass  ihnen  keine  Polygonecken 
entsprechen.  Die  v  um  eine  solche  Kante  herumliegenden  Polyeder 
liefern  eine  gürtelförmig  auf  der  J;-Kugel  gelegene  Kette  von  Polygonen 
des  Netzes  N, 

Auf  die  Constitution  des  Polygonnetzes  N  fällt  von  diesem  Re- 
sultate aus  neues  Licht.  Sehen  wir  für  den  Augenblick  das  Hinweg- 
scbieben  einer  Curve  C  über  Ecken  der  Einteilung  als  erlaubt  an,  so 
giebt  es  immer  noch  m^  inäquivalente  Classen  elementarer  geschlosse- 
ner Wege  in  N,  d.  h.  solcher  Wege,  welche  sich  ohne  Hinwegschiebung 
über  Grenzpunkte  oder  Lücken  nicht  auf  Punkte  zusammenziehen  lassen. 
Der  allgemeinste  geschlossene  Weg  in  N  lässt  sich  aus  elementaren 
Wegen  dieser  Art  aufbauen. 

Arbeiten  wir  mit  ebenflächigen  Polyedern,  wie  wir  hier  der  Ein- 
fachheit halber  voraussetzen  wollen  und  was  ja  z.  B.   beim  Gebrauch 


*)  Vergl.  hierzu  E.  Ritter,  ,pjie  eindeutigen  automorphen  Formen  vom  Ge- 
BchlechU  nulV\  Matbem.  Ann.,  Bd.  41  pg.  8  (1892). 
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von  Normalpolyedern  immer  der  Fall  sein  würde,  so  sind  die  Rand- 
curven  von  P^  ausschliesslich  Kreise.  Fixiert  man  nun  den  zu  einer 
secundären  Relation: 


a,  a. 


gehörenden  Gürtel  von  Polygonen  F^,  Pj,  . . .,  Py,  so  erscheinen  diese 
Polygone  von  einander  durch  v  Kreisbogen  abgegrenzt,  die  durch  zwei 
gemeinsame  Punkte  laufen.  Man  könnte  diese  Punkte  als  „ideale^*  Ecken 
bezeichnen,  wobei  Immer  noch  zwischen  zufalligen  und  elliptischen 
Ecken  zu  unterscheiden  wäre;  und  man  findet  solchen  idealen  Polygon- 
ecken die  secundären  Relationen  in  genau  derselben  Art  zugehörig, 
wie  den  realen  Ecken  die  primären.  Man  bemerke  zum  Schluss:  Pq 
(und  damit  jedes  Polygon)  gehört  v  unterschiedenen  Gürteln  der  vor- 
liegenden Classe  an,  falls  es  sich  um  eine  zufällige  Ecke  handelt,  da- 
gegen Vq  Gürteln,  wenn  der  elliptische  Fall  der  Periode  (i  vorliegt  und 
v^fi^^  V  gesetzt  wird. 

Etwas  mannigfaltiger  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  falls  P^ 
mehrfach  zusammenhängend  ist;  doch  lassen  sich  natürlich  auch  hier 
alle  etwa  eintretenden  Fragen  nötigenfalls  durch  Rückgang  auf  die 
Polyederteilung  leicht  beantworten.  Man  stelle  sich  vor,  Pq  sei  von 
einer  im  Netze  N  geschlossenen  Curve  C  durchzogen,  welche  eine 
in  Pq  vorhandene  Öffnung  umschliesst.  In  dieser  Öffnung  werden 
unendlich  viele  weitere  Polygone  und  also  auch  Grenzpunkte  des 
Netzes  N  liegen.  Gleichwohl  können  wir  C  ohne  jede  Änderung  der 
zugehörigen  Relation  zwischen  den  Fj,  Fj,  . . .,  F„  über  die  in  Rede 
stehende  Lücke  hinüberschieben,  was  man  zumal  unter  Rückgang  auf 
die  Polyederbildung  unmittelbar  verständlich  finden  wird.  Lässt  sich 
nun  jede  Curve  C  des  Netzes  durch  derartige  Abänderungen  und  übrigens 
Hinwegschiebung  über  Ecken  auf  einen  Punkt  zusammenziehen,  so  treten 
trotz  unendlich  hohen  Zusammenhanges  von  N  nur  primäre  Belatianen 
ein.  Wir  haben  hierbei  die  Begriffe  der  primären  und  secundären 
Relationen  in  sofort  verständlichem  Sinne  allgemein  gebraucht  und 
bemerken  übrigens,  dass  sich  der  oben  besprochene  Fall,  in  welchem 
überhaupt  keine  Relation  zwischen  Fj,  Fg,  . . .,  F«  vorhanden  ist,  hier 
einordnet. 

Letzten  Endes  ist  es  möglich,  dass  nicht  jede  geschlossene  Curve 
C  durch  Abänderungen  der  gedachten  Art  auf  einen  Punkt  zusammen- 
gezogen werden  kann.  Es  erfordert  dies,  wie  wir  nebenher  bemerken 
wollen,  notwendig  das  Auftreten  von  Ecken  und  damit  von  primären 
Relationen.  Dann  treten  wieder  secundäre  Relationen  auf;  ist  m^  die 
Anzahl  der  primären  Relationen,  so  bleiben  m^  ==  w  —  m^  Cyclen  von 
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Kanten  des  Polyeders  Uq  über,  die  gänzlich  im  Innern  der  Engel  ver- 
laufen,  und  denen  demzufolge  keine  Ecken  von  Pq  entsprechen;  diese 
Cyclen  liefern  die  secundären  Relationen.  Die  Behandlung  der  secun- 
dären  BeUUionen  auf  Grund  der  das  Netz  N  nicht  erreichenden  Kanten 
von  IIq  gestaltet  sich  im  vollen  Umfange  genau  so,  wie  im  schon  erledigten 
Falle  eines  einfach  zusammenhängenden  Polygons  Pq, 

Hiermit  ist  die  allgemeine  Besprechung  der  Gruppenerzeugung 
beendet. 

§  9.   Einführong  der  gesohlossenen  bes.  teilweise  gesohlossenen 
Flachen  bei  Folygongruppen  erster  und  sweiter  Art. 

Behufs  Einführung  neuer  wichtiger  Gestalten  der  Discontinuitats- 
bereiche  bei  Polygongruppen,  sowie  um  die  späteren  functionentheo- 
retischen  Untersuchungen  vorzubereiten,  wollen  wir  jetzt  von  der  in 
,,M.''  I  aufs  häufigste  angewandten  Maassregel  Gebrauch  machen,  ein 
einzelnes  Polygon  durch  Zusammenbiegung  seiner  auf  einander  bezogenen 
Randcurven  in  eine  im  Baume  gelegene  Fläche  F  zu  verwandeln.  Wir 
wollen  hierbei  auch  im  Falle  der  Rotationsgruppen  an  ein  auf  der 
g-Eugel  gelegenes  Polygon  anknüpfen.  Haben  wir  dann  ein  Polygon  der 
ersten  Art,  so  ist  die  Fläche  F  eine  vollständig  geschlossene;  von  diesem 
Falle  handeln  wir  zunächst  allein*). 

Es  sei  sogleich  ausdrücklich  betont,  dass  die  geschlossenen  Flä- 
chen hier  einstweilen  allein  im  Sinne  der  analysis  situs  in  Unter- 
suchung gezogen  werden,  und  dass  sie  überhaupt  nur  erst  in  diesem 
Sinne  als  bestimmt  anzusehen  sind.  Es  wird  späterhin  erst  noch  aus- 
führlicher Untersuchungen  bedürfen,  die  Gestalt  der  Fläche  genauer 
zu  fixieren  und  ihre  Beziehung  zum  Polygon  analytisch  zu  fundieren. 
Immerhin  ist  es  eine  wesentliche  Erleichterung  der  Sprechweise,  wenn 
wir  die  Beziehung  der  geschlossenen  Fläche  zum  Polygon  und  damit 
zur  S-Kugel  schon  hier  als  eine  im  allgemeinen  „conforme'^  benennen; 
wir  wollen  damit  hier  nur  zum  Ausdruck  bringen,  dass  die  Umgebung 
eines  Punktes  der  g-  Kugel  im  allgemeinen  eindeutig  auf  die  Umgebung 
des  zugeordneten  Flächenpunktes  bezogen  ist. 

In  „M."  I  erschien  die  Fläche  der  zugehörigen  Gruppe  eindeutig 
zugeordnet.    Dasselbe  ist  hier  vielfach,  aber  keineswegs  stets  der  Fall. 


*)  Bei  einer  Hauptkreisgruppe  des  ersten  Typus,  die  auf  dem  Hauptkreise 
eigentlich  discontinuierlich  ist,  würde  ein  für  die  eine  durch  den  Hauptkreis  abge- 
trennte Kalotte  gebildetes  Polygon,  für  sich  genommen,  nach  früheren  Entwick- 
lungen ein  Polygon  zweiter  Art  sein.  Man  bat  in  diesem  Falle,  wie  wir  kurz  in 
Erinnerung  bringen,  das  am  Hauptkreis  entworfene  Spiegelbild  anzufügen  und  auf 
das  80  vervollständigte  Polygon  den  im  Texte  bezeichneten  Process  anzuwenden. 
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Man  erinnere  sich  nämlicli,  dass  der  Discontinuitätsbereich  einer  Poly- 
googruppe  allgemeinster  Art  aus  fi  getrennten  Polygonen  P^,,  Pq\  . . ., 
P^"^^  besteht,  wobei  die  ßandcurven  jedes  Polygons  immer  nur  wieder 
auf  Randcarven  desselben  Polygons  bezogen  sind.  Hier  also  würden 
wir  (i  unterschiedene  Flächen  als  der  Gruppe  zugehörig  finden;  und 
es  sind  z.  B.  die  Geschlechtszahlen  p,  d.  h.  die  Grade  des  Zusammen- 
hanges dieser  Flächen ^  wie  wir  noch  sehen  werden,  in  keiner  Weise 
an  einander  gebunden. 

Die  einzelne  der  eben  betrachteten  Flächen  F  können  wir  offen- 
bar derjenigen  Untergruppe  F  zuordnen^  welche  alle  Substitutionen 
des  vom  zugehörigen  Polygon  Pq  zu  erzeugenden  Netzes  in  sich  um- 
fasst.  Es  ist. bei  dieser  Sachlage  zweckmässig,  dass  wir  uns  hier  gleidi 
wieder  auf  Gruppen  F  beschränken,  bei  denen  ein  nur  mit  sich  selbst 
äquivalentes  Netz  N  auftritt^  die  also  durch  ein  einzelnes  Polygon  P^ 
vollständig  definiert  werden  können.  Doch  bemerke  man,  dass  die  Fläche 
der  Gruppe  auch  dann  noch  nicht  eindeutig  zugeordnet  ist;  denn  auch 
bei  einer  Gruppe  der  eben  gemeinten  Art  kann  der  Discontinuitäts- 
bereich neben  Pq  weitere  Polygone  Pq,  Pq\  .  .  .  enthalten^  welche 
ihrerseits  auf  ganz  andere  Flächen  führen  als  Pq.  Wo  auf  der  Ein- 
deutigJceit  besonderer  Nachdru^Jc  liegt,  werden  wir  also  die  Fläche  F  als 
Attribut  des  Polygons  P^  bez.  des  von  ihm  erzeugten  Netzes  und  nicht  als 
Attribut  der  Gruppe  F  ansehen. 

Die  mechanische  Umgestaltung  eines  Polygons  Pq  in  die  zuge- 
hörige Fläche  F  ist  zumeist  umständlich,  begrifflich  hat  diese  Ope- 
ration jedoch  keinerlei  Schwierigkeiten.  Übrigens  ist  durchaus  erlaubt, 
das  Polygon  Pq  vermöge  der  Zusammengehörigkeit  seiner  Bandcurven  direct 
als  geschlossene  Mannigfaltigkeit  anzusehen,  indem  wir,  wie  auch  in  ,,M.''  I 
häufig,  die  einander  zugeordneten  ßandpunkte  direct  identisch  setzen. 
Halten  wir  an  der  Vorstellung  der  im  Räume  geschlossenen  Fläche 
fest,  so  haben  wir  vor  allem  folgendes  zu  constatieren:  Durch  die 
Beziehung  des  Polygons  Pq  auf  F  ist  sogleich  eine  Beziehung  des  gesamten 
zu  Pq  gehörenden  Polygonnetzes  N  auf  die  Fläctie  F  festgelegt;  diese  Be- 
ziehung ist  im  allgemeinen  eine  conforme  in  dem  oben  verabredeten  Sinne, 
indem  sie  nämlich  einzig  in  den  elliptischen  und  paraboliscfien  Ecken  in 
einer  aus  „M."  I  bekannten  Art  den  Charakter  der  Conformität  einbüsst. 
Wir  kommen  hierauf  bei  den  späteren  functionentheoretischen  Unter- 
suchungen zurück. 

Wenn  wir  eben  die  Frage  discutierten,  inwieweit  der  einzelnen 
Gruppe  eine  zugehörige  Fläche  F  eindeutig  zugeordnet  war,  so  hatten 
wir  dabei  die  Invarianz  von  F  gegenüber  erlaubter  Abänderung  von  Pq 
bereits  stillschweigend  vorausgesetzt.    Um   hierauf  jetzt  etwas  näher 
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eiDzugeheD;  so  denkeD  wir  auf  der  geschlossenen  Fiäcbe  F  die  von 
den  zusammengehefteten  Randcurven  des  Polygons  Pq  herrührenden 
Linien  markiert.  Wir  fassen  dieselben  in  bekannter  Weise  als  ein 
Schnütsystem  auf,  durch  welches  die  Fläche ;  ohue  zerstückt  zu  werden, 
in  eine  einfach  oder  noch  mehrfach  zusammenhäugende  Fläche  zerlegt 
wird,  je  nachdem  Pq  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängend  ist. 
Eine  erlaubte  Abänderung  des  Polygo^is  ist  nun  auf  der  Fläche  F  ein- 
fach eine  Abänderung  in  der  Lage  des  Schnittsystems ,  bei  welcher  die 
Fläche  als  solche  unverändert  bleibt.  Insbesondere  wird  die  den  Grad 
des  Zusammenhangs  von  F  messende  Geschlechtseahl  p  der  Fläche  gegen- 
über erlaubter  Abänderung  invariant  sein.  Wir  werden  demgemäss  das 
Geschlecht  p  als  ein  Attribut  des  Polygons  Pq  und  dadurch  mittelbar  auch 
der  Gruppe  F  ansehen^  wie  dies  auch  in  „M."  I  pg.  339  flF.  geschah. 
Dabei  bemerke  man  sogleich ,  dass  im  Falle  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Netzes  N  das  hier  in  Rede  stehende  Schnittsystem  die 
Fläche  F  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerschneidet. 

Der  Leser  der  Modulfunctionen  versteht  ohne  weiteres  die  func- 
tionen theoretische  Wichtigkeit  der  hier  entwickelten  Vorstellungen. 
An  gegenwärtiger  Stelle  können  wir  jedoch  nur  erst  die  gruppen- 
theoretisch-geometrischen Verhältnisse  erörtern.  In  dieser  Hinsicht 
werden  uns  die  geschlossenen  Flächen  sogleich  zu  einer  neuen  und 
wichtigen  Gestalt  der  Discontinuitätsbereiche  von  Polygongruppen  hin- 
führen. Bevor  dies  indessen  ausgeführt  wird,  beanspruchen  die  Gruppen 
der  zweiten  Art  hier  eine  besondere  Betrachtung,  da  sie  an  vorliegender 
Stelle  in  der  That  zur  Aufstellung  neuer  Gesichtspunkte  Anlass  geben. 

Es  sei  irgend  eine  Polygongruppe  zweiter  Art  F  vorgelegt,  welche 
durch  Angabe  eines  einzelnen  Polygons  zweiter  Art  Pq  definierbar  ist. 
Indem  wir  die  pg.  138  eingeführte  Bezeichnung  der  Seiten  erster  und 
zweiter  Art  für  die  Randcurven  dieses  Polygons  P^  wieder  aufnehmen, 
wird  Pq  wenigstens  eine  Seite  der  zweiten  Art  aufweisen.  Längs  der- 
selben wird  mit  Pq  ein  Polygon  Pq  benachbart  sein,  welches  aus  P^ 
durch  die  Substitution  zweiter  Art  Vq  der  Gruppe  F  hervorgeht.  Die 
Polygone  P^  und  P^  zusammen  genommen  liefern  ein  zur  besseren 
Unterscheidung  durch  Pq  zu  bezeichnendes  Polygon  erster  Art,  welches 
der  in  F  enthaltenen  ausgezeichneten  Untergruppe  F  erster  Art  vom 
Index  zwei  zugehört. 

Wir  untersuchen  nun,  welche  Folgerungen  diese  Verhältnisse  für 
die  zum  Polygon  erster  Art  Pq  gehörende  geschlossene  Fläche  F' 
nach  sich  ziehen,  und  gehen  zu  diesem  Ende  auf  die  reguläre  Ein- 
teilung zweiter  Art  der  Polygone  P^,  P^,  P^,  P^,  .^  zurück,  die 
pg.  137  eingeführt  wurde.    Üben  wir  die  Substitution  Vq  aus,  so  geht 

12* 


180    I.  Allgemeine  Theorie  der  discontinuierlichen  Gruppen  aus  ^-Sabstitationen. 

Pq  in  Pq  über  und  Pq  in  ein  benachbartes  Polygon  Pj,  welches  be- 
züglich r  mit  Pq  äquivalent  ist.  Das  Polygon  erster  Art  P^'  geht 
somit  in  eine  neue  Gestalt  über,  die  indes  durch  erlaubte  Abänderung 
wieder  genau  in  die  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt  werden  kann; 
die  beiden  Polygone  zweiter  Art  Pq  und  Pq  erscheinen  dabei  gerade 
ausgetauscht  Die  geschlossene  Fläche  F'  wird  demgemäss  der  nicht 
weiter  specificierten  Substitution  zweiter  Art  Vq  entsprechend  eine  Trans- 
formation zweiter  Art,  d.  h.  eine  solche  mit  Umlegung  der  Winkel y  in  sieh 
erfahren.  Bei  dieser  Transformation  tauschen  sich  diejenigen  beiden 
durch  F  und  F  zu  bezeichnenden  Teile  von  F'  aus,  welche  den  Poly- 
gonen zweiter  Art  Pq  und  Pq  entsprechen. 

Die  aufgefundene  Transformation  der  Fläche  F'  in  sich  ist  nun 
von  der  Periode  zwei,  da  die  einmalige  Wiederholung  von  V^  eine  Sub- 
stitution erster  Art  von  F  liefert.  Dem  entspricht  es  nach  den  in 
„M.^^  I  pg.  320  ff.  entwickelten  Vorstellungen,  dass  innerhalb  F  die 
Gruppe  erster  Art  F  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  zwei 
ist.  Zugleich  aber  bedingt  der  Übergang  von  der  Polygonteilung  zur 
geschlossenen  Fläche  gegenüber  den  im  vorigen  Kapitel  pg.  137  u.  f. 
geschilderten  Verhältnissen  eine  wichtige  Vereinfachung.  Sollte  eine 
reguläre  Polygonteilung  zweiter  Art  eine  syrntnetrische  sein,  so  mussten 
in  der  Gruppe  F  notwendig  Substitutionen  zweiter  Art  der  Periode 
zwei  enthalten  sein,  was  aber  keineswegs  immer  der  Fall  war.  Die 
aufgefundene  Transformation  der  Fläche  F'  in  sich  ist  immer  von  der 
Periode  zwei,  und  F'  heisst  in  diesem  Sinne  stets  eine  symmetrische 
Fläche. 

Wir  haben  auf  diese  Weise  Anschluss  an  die  Theorie  der  sym- 
metrischen Flächen  gewonnen,  welche  von  Klein  wiederholt  behandelt 
ist.  Man  vergl.  vor  allem  die  Schrift  „Über  Riemann's  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integral *)  pg.  72  ff.,  wo  die  frag- 
lichen Flächen  zum  ersten  Male  aufgezählt  und  in  ihrer  Eigenschaft 
als  Riemann'sche  Flächen  näher  betrachtet  sind.  Die  Untersuchung 
von  Weich old  „Die  symmetrischen  Riemann' sehen  Flächen  und  die  Pe- 
riodicitätsmoduln  der  zugehörigen  AheV sehen  Integrale"**)  schliesst  sich 
hier  an,  und  es  sei  gestattet,  auch  auf  die  zahlreichen  in  „M.^  I  be- 
trachteten Flächen  unserer  Art  hinzuweisen.  Auf  den  weiteren  Ausbau 
der  Theorie  der  symmetrischen  Flächen  namentlich  nach  der  functionen- 
theoretischen  Seite  ist  Klein  neuerdings  in  Vorlesungen  zurückge- 
kommen,   sowie   in   einem    besonderen   Aufsatze:    „Über   Realüätsver- 


*)  Leipzig  (Tenbner)  1882. 
**)  Zeitschrift  fflr  Mathematik  und  Physik,  Bd.  28  pg.  321  (1883). 
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JuUtnisse  bei  der  einem  beliebigen  Geschlechte  zugehörigen  Normalcurve 
der  9)"*). 

Einige  nähere  Ausführungen  über  symmetrische  Flächen  werden 
hier  um  so  mehr  am  Platze  sein,  als  dieselben  von  der  Gestalt  der 
Polygone  zweiter  Art  in  neuer  Weise  verständlich  werden.  Wir  haben 
hier  vor  allem  an  die  Symmetrielinien  der  einzelnen  Fläche  F  anzu- 
knüpfen, welche  bei  der  Transformation  zweiter  Art  der  Fläche  F'  in 
sich  Punkt  für  Punkt  sich  selbst  entsprechen.  Die  einzelne  solche 
Symmetrielinie  ist  eine  geschlossene,  nirgends  eine  Einknickung  er- 
fahrende Cnrve  auf  F\  Es  kann  sehr  wohl  sein,  dass  Symmetrie- 
linien überhaupt  nicht  auftreten;  jedenfalls  ist  ihre  Anzahl  ^p  +  1, 
unter  p  das  Geschlecht  von  F'  verstanden,  wie  1.  c.  bewiesen  wird. 

Die  Symmetrielinien  von  F'  rühren  nun  offenbar  von  den  Sym- 
metriekreisen der  in  F  enthaltenen  Spiegelungen  her.  Die  Seiten 
zweiter  Art  des  Polygons  P^,  welche  Teile  solcher  Spiegelkreise  sind, 
reihen  sich  auf  Grund  der  Zuordnung  der  Randcurveu  des  Polygons 
zweiter  Art  P^  in  geschlossene  Ketten  zusammen.  Ist  nämlich  der 
Endpunkt  einer  fraglichen  Polygonseite  Fixpunkt  einer  elliptischen 
Substitution  der  Periode  v,  so  reiht  sich  ein  weiteres  Glied  der  Kette 

unter  dem  Winkel  —  an-,    den  parabolischen  Fall  mögen  wir  hierbei 

mit  i;  =  00  subsumieren.  Ist  der  Endpunkt  eine  zufällige  Ecke,  so 
reiht  sich  das  nächste  Glied  erst  nach  Durchlauf ung  eines  offenen 
Eckencyclus  der  Winkelsumme  %  an.  Beides  wird  man  leicht  aus  der 
Eigenart  des  Polygonnetzes  ablesen.  Die  einzelne  geschlossene  Kette  von 
Seiten  zweiter  Art  des  Polygons  P^,,  d^  tvir  so  bilden  mögen  ^  liefert  nun 
ersichtlich  eine  geschlossene  Symmetrielinie  auf  F\  Man  wird  dabei  aus 
der  fertigen  Polygonteilung  ohne  besondere  Mühe  ableiten,  dass  die 
auf  einander  folgenden  Glieder  der  einzelnen  solchen  Kette  im  allge- 
meinen äquivalenten  Symmetriekreisen  angehören,  dass  indessen  in 
einem  elliptischen  Fixpunkte  mit  geradem  v,  den  Fall  v  =  00  einge- 
schlossen, der  Übergang  auf  einen  nicht  äquivalenten  Symmetriekreis 
stattfinden  kann.  Die  weitere  Durchführung  dieser  Überlegung  gehört 
der  Einzeluntersuchuug  an.  Wir  begnügen  uns  mit  der  Angabe  des 
Satzes,  dass  die  Anzahl  der  Symmetrielinien  auf  F'  die  Anzahl  der 
Glossen  in  F  enthaltener  Spiegelungen  jedenfalls  nicht  übertrifft  Im  Falle 
der  Modulgruppe  haben  wir  zwei  Classen  von  Spiegelungen  und  eine 
Symmetrielinie. 

Es  liegt  sehr  nahe,  die  symmetrischen  Flächen   von  gleichem  p 


*)  Mathem.  Annalen,  Bd.  42  pg.  1  (1892);   autographierte  Vorlesungen  über 
Riemann'scbe  FUlchen,  Heft  II  (1891-92). 
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nach  der  Anzahl  ihrer  Symmetrielinien  zu  classificieren.  Indessen 
würde  eine  solche  Classification  noch  ungleichartige  Flächen  zusam- 
menfassen. Neben  der  Zahl  der  Symmetrielinien  muss  man  noch 
eine  Unterscheidung  berücksichtigen,  welche  Klein  durch  die  Worte 
,jOrthosifmmetrisch"  und  ,ydiasymni€trisch"  bezeichnet  Denkt  man  F' 
längs  aller  Symmetrielinien  aufgeschnitten,  so  bleibt  die  Fläche  dabei 
entweder  noch  zusammenhängend^  oder  sie  zerßUt  in  zwei  getrennte 
Stücke;  im  ersteren  Falle  heisst  sie  diasymmetrisch,  im  letzteren  ortho- 
symmetrisch;  eine  Fläche  ohne  Symmetrielinien  ist  natürlich  diasym- 
metrisch. Die  Bezeichnungen  sind  von  der  Diametral-  und  Ortho- 
gonalprojection  der  Kugel   in   sich  hergenommen.     Bei  gegebenem  p 

hat  man  I -T"  J  Arten    orthosymmetrischer  Flächen  bez.  mit  p  -{-  l, 

p  —  1,2)  —  3,  ...  Symmetrielinien,  dagegen  (p  +  1)  Arten  diasym- 
metrischer Flächen,  die  der  Reihe  nach  p,  p  —  1,  p  —  2,  ...,  2,  1,  0 
Symmetrielinien  besitzen. 

Es  tritt  nun  die  Frage  auf,  wie  man  allein  an  dem  Polygon 
zweiter  Art  Pq  zu  entscheiden  vermag,  ob  F'  dia-  oder  orthosymme- 
trisch  ist.  Der  pg.  138  (unten)  formulierte  Satz  über  die  Zuordnung  der 
ßandcurven  des  aus  Pq  imd  Pq  zusammengesetzten  Polygons  erster  Art 
liefert  unmittelbar  folgende  Antwort:  Die  symmetrische  Fläche  F'  ist 
orthosymmctrisch  oder  diasymmetrisch,  je  nachdem  die  Seiten  zweiter  Art 
von  Pq  ausnahmslos  Symmetrielireise  von  Spiegelungen  der  Gruppe  F  sind 
oder  nicht  — 

Es  würde  nicht  schwer  sein,  die  in  diesem  Paragraphen  durch- 
geführten  Überlegungen  wenigstens  teilweise  auch  auf  die  Polyeder  /7q 
auszudehnen;  doch  würde  dies  für  die  späteren  Untersuchungen  zweck- 
los sein  und  soll  daher  unterbleiben. 

§  10.    Die  kanonischen  Disoontinuitätsbereiohe  der  Folygongnippen. 

Die  geschlossenen  Flächen  F  führen  uns  zu  neuen  und  wichtigen 
Gestalten  der  Discontinuitätsbereiche  solcher  Polygongruppen  erster 
Art  hin,  welche  durch  ein  einzelnes  Polygon  P^  definierbar  sind.  Eine 
erlaubte  Abänderung  von  Pq  bedeutet  für  die  Fläche  F  eine  Abände- 
rung des  Schnittsystems.  Umgekehrt  wird  der  Übergang  zu  einem 
neuen  Schnittsystem  stets  auf  eine  erlaubte  Abänderung  von  P^  hin- 
auskommen. Unter  Benutzung  dieser  Sachlage  knüpfen  wir,  um  eine 
für  spätere  Zwecke  möglichst  geeignete  Gestalt  von  P^  zu  gewinnen, 
an  die  Vorstellung  eines  aus  p  Paaren  conjugierter  Rückkehrschnitte 
bestehenden  "kanonischen  Schnittsystems  an,  wie  ein  solches  ausführlich  in 
„M."  I  pg.  495  besprochen  wurde.  Wir  nennen,  wie  damals,  diese  Schnitte 
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a,,  61,  ag,  62;  •  •  •  ^°^  fügen  noch  die  p  Schnitte  c,,  Cj,  . . .,  Cp  gleich- 
falls in  der  damaligen  Weise  an.  In  Figur  40  ist  dies  für  das  Geschlecht 
p  as  2  dargestellt;  der  gemeinsame 
Anfangspunkt  E  der  Schnitte  c  soll 
jedenfalls  nicht  von  einer  elliptischen 
oder  paraholischeu  Ecke  des  ursprüng- 
lichen Polygons  herrühren.  Es  wird 
öfter  zweckmässig  sein,  die  Schnitte  c 
direct  an  der  £reuzungsstelle  der  ^». 
Schnitte  a  und  b  einmünden  zu  las- 
sen; doch  werden  die  zunächst  anzu- 
stellenden Überlegungen  ein  wenig 
einfacher^   wenn  wir  an   der  Anord-  y.    ^ 

nung  der  Figur  40  festhalten. 

Für  die  vorliegenden  Zwecke  ist  das  Schnittsystem  erst  noch 
weiter  zu  vervollständigen.  Möge  die  Polygonteilung  im  ganzen  n  Clas- 
sen  elliptischer  oder  parabolischer  Ecken  darbieten,  so  werden  auf  der 
geschlossenen  Fläche  F  gewisse  n  Stellen  e^,  e^,  . . .,  e«  vorkommen, 
die  elliptischen  oder  parabolischen  Polygonecken  entsprechen,  und  für 
welche  dementsprechend  die  Conformität  der  Beziehung  zwischen  F 
und  dem  Polygonnetz  Einbusse  erleidet.  Diesem  Umstände  entsprechend 
ziehen  wir  von  E  aus  die  n  Schnitte  d^,  d^,  . . .,  dn  nach  den  frag- 
lichen Punkten  e^y  . . .,  e^.  Alle  (n  -f-  3/>)  Schnitte  a,  h,  c,  d  sollen 
stetig  gekrümmte  Linien  sein.  In  Figur  40  ist  der  Fall  n  =  3  darge- 
stellt; man  überzeuge  sich,  dass  die  Ufer  der  (n  -f-  Sp)  gezogenen  Schnitte 
eine  einzige  zusammenhängende  Kette  von  Randcurven  darstellen, 
welche  F  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  verwandelt. 

Die  solcherweise  zerschnittene  Fläche  F  wolle  man  nun  auf  Grund 
der  Beziehung  zwischen  der  Fläche  F  und  dem  vom  Polygonnetz  be- 
deckten Bereich  der  ^- Kugel  auf  letztere  übertragen.  Als  Abbild 
erhalten  wir  ein  zusammenhängendes  und,  wie  wir  noch  sehen  werden, 
von  hyperbolischen  und  loxodromischen  Ecken  freies  Polygon,  welches 
in  demselben  Umfange  ein  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  ist,  wie 
das  ursprüngliche  Polygon  P^.  Das  gewonnene  neue  Polygon  benennen 
tmr,  dem  gewählten  QuerschniUsystem  entsprechend,  als  einen  Jcanonischen 
Discontinuitätsbereich  oder  ein  kanonisches  Polygon  der  Gruppe  und  be- 
eeichnen  es  gleich  selbst  uneder  durch  Pq.  Die  Theorie  der  kanonischen 
Discontinuitätsbereiche  ist  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  von  Klein 
in  seiner  Arbeit  „I^eue  Beiträge  zur  Riemann' sehen  Finctionentheorie^^*) 


*)  Mathem.  Annaleo,  Bd.  21  pg.  186  (1882). 
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CDtwickelt,  Docli  bezieht  sich  die  dortige  Darstellung  nur  auf  Haupt- 
kreisgruppen ,  die  auf  dem  Hauptkreise  seibat  nicht  eigentlich  discon- 
tinuierlich  sind;  die  Verhältnisse  liegen  da  insofern  besonders  einfach, 
als  Pq  stets  einfach  zusammenhängend  ist,  was  hier  im  allgemeinen 
keineswegs  zu  erwarten  ist.  Wir  werden  hierüber  einstweilen  keine 
besonderen  Voraussetzungen  machen. 

Der  Punkt  E  der  Fläche  F  liefert  nun  im  ganzen  (tt  -|-  p)  zu- 
fällige, in  einen  Gyclua  zusammengehörende  Ecken  des  kanonisches 
Polygons  Pß.  Wir  wollen  hier  zunächst  den  zwischen  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Ecken  des  eben  gemeinten  Cyclus  gelegenen  Teil  des 
Polygonrandes  in  Betracht  ziehen,  weicher  von  einem  einzelnen  Tripel 
von  Schnitten  c,  ß,  b  herrührt  Aus  Figur  41,  in  wel- 
cher dieses  Tripel  von  Schnitten  nochmals  dargestellt 
ist,  lesen  wir  ab,  dass  dasselbe  von  E  abgesehen  zwei 
weitere  Cycleu  und  zwar  zu  drei  bez.  vier  Ecken  liefert; 
die  Ecken  dieser  Cycleu  seien  generell  durch  e  bez.  e 
bezeichnet.  Das  Abbild  der  Ufer  der  Schnitte  liefert 
dementsprechend  eine  Kette  von  acht  stetig  gekrümmten 
Randcurven,  die  natDrlich  im  allgemeinen  nicht  kreis- 
förmig gestaltet  sind.  In  Figur  42  ist  schematisch  die 
Kette  dieser  acht  Elandcurven  dai^estellt  und  durch  Nummerierang 
des  näheren  auf  Figur  41  bezogen.  Die  vier  Paare  auf  einander  be- 
zogener Randcurven  liefern  die  Substitutionen  Fo,  Vä,  Vt  und  Fe,  wie 
in  der  Figur  im  einzelnen  angedeutet  ist.  Es  soll  natürlich  in  keiner 
Weise  ausgeschlossen  sein,  dass  gelegentlich  eine  der  Substitutionen 
^a,  Va,  Vb,  Ve  gleich  1  ist  Welches  Bild  der  Polygonrand  in  diesen 
Fällen  im  speciellen  darbietet,  werden  wir  gleich  näher  untersuchen; 


es  werden  dann  eben  gewisse  Randcurven,   die  in  Figur  42  getrennt 
liefen,  coincidieren. 

Weit  einfacher  erledigen  sich    die  Schnitte  d.     Die   beiden  Ufer 
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des  einzelnen  aolchen  Schnittes  lieferip  zwei  auf  einander  folgende 
Bandcnrren  von  P^,  die  durch  eine  elliptische  oder  parabolische  Sub- 
atitutioD  auf  einander  bezogen  sind.  Der  Ton  den  beiden  fraglichen 
Randcurven  gebildete  Eckpunkt  von  Pg  liefert  einen  Fixpunkt  der  zu- 
gehörigen Substitution.  Wir  bezeichnen  die  n  in  diesem  Sinne  von 
^ir  •  ■  -1  ^*  gelieferten  Substitutionen  durch  Vj,  . . .,  V,. 

Es  ist  nnn  sehr  leicht,  ein  endgtlltigea  Resultat  Über  die  Gestalt 
des  kanonischen  Polygons  P^  zu  gewinnen.  Offenbar  gilt  unter  Vor- 
behalt der  näheren  Un- 
tersuchung der  MBg-  ^a"^\^ 
lichkeit  direct  mit  ein-  ^  .^^w*^»-^  \ 
ander  in  Coincidenz 
befindlicher  ßandcur- 
ven  Folgendes:  Ist  das 
hmonische  Polygon  P„ 
als  solches  einfach  su- 
sammenhängend,  so  ist 
es  von  (2n-\-  Sp)  stetig 
gekrümmten,  aber  nicht 
notwendig  kreisförmigen 
Randcurven  begremt, 
weldie  sich  su  2n  den 
Schnitten  d  entspredten- 
den  Cttrven  und  toeiteren 
p  conseeutiven  Stücken 
vom  Typus  der  Figur  42 
an  einander  reihen.  Die- 
sem Polygon  entsprechen 
(h  -f  4p)  Erzeugende  der 
Gruppe,  nämlich  die 


elliptischen  oder  parabolischen  Substitutionen : 


(1)  y„  v„ 

und  weitere  4p  Substitutionen: 


(2) 


n, 


(t-l,  2,  ....  rt, 


deren  Charakter  sich  allgemein  nicht  nöiier  bestimmen  lässt.  In  Figur  43 
ist  der  schon  vorhin  (in  Figur  40)  betrachtete  Fall  n  =  3,  p  =  2  durch 
eine  schematische  Zeichnung  näher  erläutert;  Pg  ist  hier  als  einfach 
zusammenhängend  angenommen. 

Auf  Grund  der  primären  Relationen,   welche   zwischen   den   Er- 
zeugenden bestehen,  lässt  sich   die  Anzahl   derselben  erheblich  redn- 
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eieren.  Das  kanonische  Polygon  Pq  hat  n  elliptische  oder  parabolische 
Ecken  und  (n  +  8/))  zufällige,  die  sich  in  {2p  +  1)  Cyclen  znsammen- 
ordnen;  wir  wollen  die  zugehörigen  {n  -{-  2p  -{-  1)  Relationen  für  die 
Substitutionen  (1)  und  (2)  aufstellen. 

Erstlich  liefere  die  Stelle  e,-  der  Fläche  F  eine  elliptische  Polygon- 
ecke des  Winkels  ,-;  dann  ist  Vi  von  der  Periode  Z,-,  und  es  gilt  die 
Relation : 

(3)  v!<  =  i,' 

Um  Weitläufigkeiten  in  der  Ausdrucksweise  zu  vermeiden,  wollen  wir 
auch  im  parabolischen  Falle,  d.  i.  für  Z,  =  oo,  unter  V['  die  identische 
Substitution  1  verstehen.  Wir  brauchen  dann  bei  Benutzung  der  Re- 
lationen (3)  nicht  immerfort  die  parabolischen  Vi  auszuschliessen. 

Der  Punkt  E  der  geschlossenen  Fläche  liefert  für  P^  einen  Cyclus 
von  (w+jp)  Ecken,  wobei  die  n  Substitutionen  Fi  und  die  p  Sub- 
stitutionen Vej^  zur  Geltung  kommen.  Mit  Hilfe  der  Figuren  40  und  43 
stellt  man  als  Gestalt  der  zugehörigen  Relation  leicht  fest: 

(4)  tl^II^V-h 

»==1  *==! 

in  Figur  40  entspricht  derselben  der  in  der  Pfeilrichtung  um  den  Punkt 
E  ausgeführte  Umgang. 

Es  folgen  weiter  die  p  Paare  der  Punkte  e  und  b\  welche  zu  2p 
Relationen  führen;  man  bestimmt  dieselben  mit  Hilfe  von  Figur  41 
und  42  zu: 

(5)  Va'Va'Vr^=^l  und  Fr'-Fa'.F6.Fa=l. 

Weitere  primäre  Relationen  bestehen  nicht. 

Die  in  Aussicht  genommene  Reduction  in  der  Anzahl  der  Er- 
zeugenden vollzieht  sich  nun  auf  Grund  der  Relationen  (5);  denn  offen- 
bar können  wir  die  2p  Substitutionen  F«'  und  Vc  durch  die  übrigen 
wie  folgt  ausdrücken: 

(6)  v^=^v,-v7''y^\     Vc^v,^vr'''iV''Va, 

Hiermit  ist  folgendes  Ergebnis  gewonnen:  Das  zunächst  erhaltene  Sy- 
stem der  Erzeugetiden  lässt  sich  auf  die  (n  +  2p)  Substitutionen : 

reducieren;  zwischen  ihnen  bestehen  du  (w -|-  1)  Relationen: 
(8)  r;'  =  l,   V^'==l,    ....   F.'-»!, 
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(9)  JJv,  ■  /7^"T'  ■  ^"k  ■  ^"i  ■  ^h'  - 1 . 

womit  die  primären  EelaUonm  im  wesentlichen  erschöpft  sind.  Eine 
weitere  Reduction  in  der  Anzahl  der  ErzeugeDden  erscheint  ausge- 
schlossen. — 

Diese  altgemeinen  Entwicklungen  erfordere,  um  ToUständig  zu 
■ein,  einige  ErgSnzuDgeo,  und  zwar  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die 
Möglichkeit,  dass  unter  den  Substitutionen  (1)  und  {2)  eine  oder  meh- 
rere der  Identität  gleich  werden.  Da  die  Substitutionen  F,,  V^, .. . .,  V^ 
sicher  von  1  verschieden  sind,  so  haben  wir  nur  die  Fälle  zu  discu- 
tieren,  dass  die  Ufer  von  Schnitten  c,  a  oder  h  beim  Fortgang  von 
der  Fläche  zur  g-Eugel  in  Deckung  bleiben. 

Mögen  nun  erstlich  fOr  das  in  Figur  41  dai^estellte  Tripel  von 
Schnitten  die  Ufer  von  c  auch  auf  der 
(-Kugel  coincidieren,  ohne  dass  dies  zu- 
gleich für  die  Schnitte  a  und  b  gilt. 
Ee  ist  alsdann  F^  =>  1,  und  an  Stelle 
der  Figur  42  treten  die  in  Figur  44 
schematiscb  angedeuteten  Verhältnisse. 
Aus  Figur  44  oder  auch  aus  (5)  und 
(6)  lese  man  für  die  von  1  verschiede- 
nen Substitutionen  Va,  Va,  Vi,  die  Be- 
ziehungen ab: 

(10)  Fa'=.F„~',    Fa-7. —n-n,  ^'*  "■ 

so  dass  die  Substitutionen  Va  und  Vi,  welche  wir  allein  beizubehalten 
haben,  mit  einander  vertauschbar  sind.  Der  Beschränkung  auf  Va 
und  Vi  entspricht  eine  naheliegende  erlaubte  Abänderung,  welche  an 
Stelle  der  Figur  44  die  in  Figur  45  dar- 
gestellte Anordnung  setzt.  Wir  merken 
an:  Bleiben  für  ein  Schnittlripel  beim  Fort- 
gang ettr  ^- Kugel  die  TJfer  von  c,  aber  nicht 
die  von  a  und  b  in  Deckung,  so  tritt  eine 
isoliert  liegende  geschlossene  Kette  von  vier 
Bandcitrven  mit  einem  Cyclus  zufälliger  Ecken 
auf;  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vier- 
ecks sind  auf  einander  durch  zwei  mit  ein- 
ander permutdbele  Substitutionen  bezogen. 

Die  Substitutionen  Va  und  Vt,  für  sich 
genommen  bilden  im  vorliegenden  Falle  eine  Gruppe,  deren  sämtliche 
Substitutionen  man  sofort  in  der  Gestalt  F^V«  angiebt,  wo  n,  v  alle 


Flg.  45. 
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Combinationen  ganzer  poeitiver  und  negativer  Zahlen  durchlanfen  soIIah, 
Vorgreifend  sei  hier  mitgeteilt,  daas  die  entepringende  Gmppe,  fOr  aieh 
genommen,  entweder  einen  oder  zwei  Grenzpunkte  hat  und  sich  damit 
entweder  unter  Ill,b  oder  11  der  pg.  164  entworfenen  Gruppentabelle 
subsumiert;  wir  kommen  im  nächsten  Kapitel  auf  diese  Gruppe  aoe- 
fUhrlich  zurfick. 

Ist  jetzt  zweitens  Va^=  \,  so  ist  auch  Va  =  1,  da  diese  Substi- 
tution zufolge  (6)  aus  Va  durch  Transformation  entsteht.  Damit  folgt 
aber  aus  (5)  auch  K«  ~=  1,  ho  daaa 
einzig  Vi,  von  1  verschieden  sein  wird. 
An  Stelle  von  Figur  42  treten  die  in 
Figur  46  dargestellten  Verhältnisse 
ein,  wir  haben  zwei  geschlossene  iso- 
liert verlaufende  Randcurven,  welche 
durch  die  hyperbolische  oder  loxo- 
dromische  Substitution  F»  einander 
zugeordnet  sind  Die  Substitution  Vi 
für  sich  genommen  erzeugt  natttrlich 
eine  cjclische  Gruppe  mit  zwei  Grenzpunkten 

Zu  wesentlich  demselben  Ergebnis  gelangen  wir,  wenn  nan  letzten 
Endes  Fj  ^  1  genommen  wird      Hier  ist  dann  auf  Grund  von  (6)  ein- 
__  mal   Fc^l,   sodann  Vä^V'Z^,  so    dass   nun   F. 

allem  von  1  verschieden  ist  Die  zunächst  an  Stelle 
von  Figur  42  tretende  Figur  wird  man  durch  eine 
nahe  hegende  erlaubte  Abänderung  umgestalten 
und  findet  so,  dass  nun  Figur  47  schematiach  die 
eintretenden  Verhältnisse  darstellt  Wir  sind  der- 
art in  der  That  im  wesentlichen  zu  dem  vorigen 
Falle  zurflckgefQhrt. 

Fassen  wir  zusammen,  so  gilt  als  Resultat: 
Bleiben  für  ein  Scknitttripel  a,  b,  c  beim  Forigatige 
von  der  Fläche  F  eur  i- Kugel  die  Ufer  entweder  von 
a  oder  von  b  in  Deckimg,  so  gilt  dasselbe  für  die  Ufer  von  c  Das 
Sdmitttripel  liefert  alsdann  xwei  für  sich  geschlossene  isoliert  serlaufende 
Bandcurven  des  kanonischen  Polygons,  welche  auf  einander  durcA  die 
hyperbolische  oder  loxodromische  Substitutioti  Fe  bez.  V^  belogen  sind.  — 
Sind  hiermit  die  Fälle  erledigt,  dass  eine  der  Substitutionen  Fe  »  1 
ist,  so  müssen  wir  nun  noch  einen  Schritt  weiter  gehen.  In  der  That 
gilt  es  mit  Rücksicht  auf  die  gleich  folgenden  Untersuchungen  nun, 
die  Möglichkeit  zu  discutieren,  dass  in  der  Relation  (4)  zwei  oder 
mebr  auf  einander  folgende  Substitutionen,  für  sich  allein  combiniert. 
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die  Ideotitat  ei^ebeu 
ohne  das8  sie  eiRzelo 
bereite  gleich  1  waren 
Ist  z.B. Fr'  l  =1 
80  liegt  ffir  die  bei 
den  erstes  Systeme  zu 
acht  Randcnrven  dem 
Figur  48  gezeichnete 
Änordnimg  vor  Dem 
Umstände  entsprechend 
dass  hier  V~  F^,  die 
Identität  ist  co  nc  die 
ren  hier  zwei  n  cht  auf 
einander  folgende  Po- 
lygon ecken  E  ohne 
daas  Coinc  denz  von 
Ra&dcur?en  auftritt 
Auch  umgekehrt  ist 
evident,  dass  fClr  den 
hier  gedachten  Fall  der 
Comcidenz  zweier  nicht 
auf  einander  folgender 
Ecken  E  sich  ein  zu- 
gehSnges  und  fDr  sich 
mit  1  identisches  Pro- 
dact  von  Factoren  ans 
der  linken  Seite  von 
(4)  herauslösen  läaat. 
Würde  nämlich  dies 
Product  eine  von  1  ver- 
schiedene Substitution 
darstellen,  so  wäre  der 
ComcideDzpnnkt  der 
beiden  Ecken  E  ein 
Fixpunkt  derselben,  was 
aber  ersichtlich  den  über 
E  gemachten  Voraus- 
setzungen widerstreiten 
würde. 

Es  erscheint  nun  angezeigt,  von  einer  erlaubten  Abänderung  Ge- 
brauch zu  machen,  welche  von  Figur  48  zu  Figur  49  hinführt,   und 
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welche  sich  leicht  ersichtlich  auch  Id  denjenigen  Fällen  ausfahren  lässig 
dass  in  (4)  mehr  als  zwei  Factoren,  für  sich  combiniert,  1  ergeben. 
Der  Erfolg  ist,  dass  das  eu  diesen  Substitutionen  gehörende  System  von 
Randcurven  für  sich  einen  geschlossenen  Zug  bildet,  welcher  mit  dem  übrigen 
Verlauf  des  Polygonrandes  ausser  Zusammenliang  gesetzt  ist.  Können 
wir  öfter  hinter  einander  mit  1  gleiche  Producte  aus  der  Relation  (4) 
herausheben,  so  werden  wir  den  Polygonrand  in  ebenso  viele  getrennt 
verlaufende  geschlossene  Züge  auflösen  können.  Dabei  ist  aus  der 
Gestalt  des  kanonischen  Polygons  ersichtlich,  dass  diese  Auflösung 
stets  nur  in  einer  Weise  möglich  ist. 

Die  hiermit  gewonnenen  Ergebnisse  werden  in  neuer  Weise  verstand- 
lich auf  Grund  des  Princips  der  Gruppencomposition,  das  wir  seiner 
grossen  Wichtigkeit  wegen  in  einem  besonderen  Paragraphen  besprechen. 

§  11.    Von  der  Oomposition  der  Folygongmppen. 

Sind  irgend  zwei  Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen  vor- 
gelegt, so  kann  man  durch  immer  wiederholte  Zusammenfügung  der 
Substitutionen  der  einen  Gruppe  mit  denen  der  anderen  eine  neue 
Gruppe  erzeugen,  von  der  wir  sagen  wollen,  dass  sie  durch  Compo- 
sition  aus  den  beiden  ersten  Gruppen  entstehe.  Die  componierte  Gruppe 
ist  offenbar  die  kleinste  Gruppe,  in  welcher  die  beiden  gegebenen 
Gruppen  als  Untergruppen  enthalten  sind;  sie  ist  überdies  disconti- 
nuierlich,  kann  aber  sehr  wohl  infinitesimale  Substitutionen  aufweisen. 
Sind  die  beiden  gegebenen  Gruppen  innerhalb  der  componierten  Gruppe 
Untergruppen  endlicher  Tndices,  so  heissen  jene  beiden  Gruppen  mit 
einander  commensurabel*);  eine  notwendige  Bedingung  hierfür  ist  die 
genaue  Identität  der  Systeme  der  Grenzpunkte  für  die  beiden  zu  com- 
ponierenden  Gruppen.  In  den  für  uns  hauptsächlich  in  Betracht  kom- 
menden Fällen  sind  die  Indices  der  gegebenen  Gruppen  innerhalb  der 
durch  Oomposition  entstehenden  Gruppe  stets  unendlich. 

Der  hiermit  eingeführte  Begriff  der  Gruppencomposition  vermag 
uns  hier  nicht  mehr  mit  wesentlich  neuen  Resultaten  zu  versehen;  er 
dient  uns  vielmehr  zunächst  einzig  dazu,  die  bisherigen  sowie  weiter 
unten  folgende  geometrische  Überlegungen  von  neuen  Gesichtspunkten 
aus  zu  betrachten.  In  diesem  Sinne  wird  es  gestattet  sein,  unse- 
ren Gegenstand  hier  einstweilen  nur  in  demjenigen  beschränkten  Um- 
fange zu  besprechen,  welchen  Klein  in  seiner  Arbeit  „Neue  Beilage 


*)  Dieae  BeDennung  rührt  von  Poincar^  her;  siehe  dessen  Abhandlung  ,,Le8 
fonctions  fuchsiennes  ei  VarithmÜiqutf*,  Liouville's  Journal,  sör.  4,  Bd.  8  (18S7). 
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zur  Riemann' sehen  fUndionentheori^'*)  bei  der  EinfübruDg  der  Gruppen- 
composition  eingehalten  hat.  Die  Terminologie  ist  dortselbst  übrigeDs 
ein  wenig  anders  gewählt,  insofern  statt  „Composition"  unter  directem 
Anschlnss  an  die  geometrische  Voratellung  „Ineinanderschiebnng  der 
Gruppen"  gesagt  wird. 

Um  ans  für  die  weitere  Besprechung  zuvörderst  einiger  Beispiele 
zu  bedienen,  so  betrachte  man  den  in  Figur  50  dargestellten  Discon- 
tinuilÄtsbereich  einer  aus  zwei 
hyperbolischen  oder  losodro- 
miscben  Substitutionen  F,  und 
F,  zu  erzeugenden  Gruppe. 
Wir  werden  sagen,  dieselbe 
entstehe  durch  Composition 
zweier  cyclischen  Gruppen, 
welche  aus  F,  bez.  Fj  erzeug- 
bar sind.  Der  Diacontinui- 
tätebereich  der  durch  Compo- 
sition entspriDgenden  Gruppe 
ist  hier  das  von  den  Discon- 
tinnitätabereichen  der  beiden 
compoaierenden  Gruppen  ge- 
meinsam bedeckte  Stück  der  t;-Bbene. 

Zu  ähnlichen  Ergebnissen  fuhrt  der  in  Figur  51  skizzierte  Fall, 
in  welchem  die  beiden  erzeugenden  Substitutionen  elliptisch  sein  sollen. 
Hat  dabei  F,  die  Periode  v,,  Fg  aber  k,,  ho  werden  in  deo  Ecken  die 
Winkel  —  und  —  eintreten.  Dass  wir  iu  Figur  51  thatsächlicb  ein 
branchbares  Polygon  P^  haben,  ist  nach 
früheren  allgemeinen  Regeln  durch  Über' 
gang  zum  zugehörigen  (im  hyperbolischen 
Räume  gelegenen)  Polyeder  /7(,  leicht  zu  be- 
weisen. Es  ist  dies  ein  Tetraeder,  von  dem 
nur  zwei  gegenüberliegende  Kanten,  deren 
Eantenwinkel  aliquote  Teile  von  2n  sind, 
die  Kugel  schneiden.  Doch  kaun  man  auch 
unter  alleinigem  Operieren  auf  der  £- Ku- 
gel oder  in  der  £- Ebene  zum  Ziele  gelan-  _.  " 
gea,  wie  sogleich  unter  allgemeineren  Vor- 
aussetzungen noch  auszuführen  ist.  Es  handelt  sich  hier  um  die  Com- 
position zweier  endlicher  cyclischer  Gruppen,  und  die  Behauptung  ist, 

*}  Math.  Aanalen  Bd.  Sl  (188S)  pg.  200. 
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dass  der  Discontinuitatsbereich  der  componierten  Gruppe  der  gemein- 
same Teil  der  beiden  Discontinuitätsbereiche  für  die  componierenden 
Gruppen  ist.  Wir  können  die  gegenseitige  Lage  dieser  letzteren  Be- 
reiche dahin  beschreiben^  dass  die  Berandung  jedes  von  ihnen  gänzlich 
innerhalb  des  anderen  Bereiches  liegt.  In  der  Figur  ist  diese  Gegen- 
seitigkeit etwas  verdeckt,  weil  der  eine  der  beiden  Discontinuitäts- 
bereiche, derjenige  von  Fj,  den  Punkt  5  =  00  enthält. 

Zur  Verallgemeinerung  dieser  Verhältnisse  wählen  wir  nunmehr 
zwei  beliebige  Polygongruppen  F  und  i^,  welche  durch  Angabe  je 
eines  Polygons  Pq  bez.  Pq  definierbar  sind;  die  Polygone  Pq  und  Pq 
sollen  natürlich  zusammenhängend,  aber  nicht  notwendig  einfach  zu- 
sammenhängend sein.  Es  gilt  alsdann  folgender  Satz:  Lassen  sich  die 
beiden  Polygone  Pq  und  Pq  der  componierenden  Gruppen  derart  auswählen, 
dass  die  gesamte  Berandung  jedes  der  beiden  Polygone,  wie  in  den  be- 
sprochenen Beispielen,  gänzlich  innerhalb  des  anderen  Polygons  liegt,  so 
entsteht  durch  Composition  von  F  und  F'  eine  Polygongruppe,  welche  durdi 
den  von  Pq  und  Pq  gemeinsam  bedecJcten  Bereich  Qq  ais  Disconttnuitäts- 
bereich  definiert  werden  kann. 

Es  ist  nützlich,  den  Beweis  dieses  Satzes  ohne  Zuhilfenahme 
von  Polyedern  zu  führen.  Der  Nachweis  beruht  in  der  Hauptsache 
auf  wiederholter  Anwendung  der  Erwägung,  dass  die  gesamten  Poly- 
gone des  zu  Pq  gehörenden  Netzes,  Pq  allein  ausgenommen,  gänzlich 
innerhalb  des  einen  Polygons  Pq  Platz  finden,  wie  denn  auch  alle 
Polygone  des  zu  Pq  gehörenden  Netzes,  vom  Ausgangspolygon  Pq' 
allein  abgesehen,  in  Pq  liegen.  Alle  mit  dem  Rande  von  Pq  äqui- 
valenten Systeme  von  ßandcurven  fassen  wir  des  weiteren  der  Kürze 
halber  als  eine  „Classe  von  Rändern'^  zusammen;  desgleichen  liefern 
alle  mit  dem  Rande  von  Pq  äquivalenten  Ränder  eine  zweite  Classe. 
Überdies  wollen  wir  die  Substitutionen  von  F  durch  V  bezeichnen, 
diejenigen  von  JT'  aber  durch  V,  wobei  zur  näheren  Unterscheidung 
in  gewohnter  Weise  untere  Indices  zur  Verwendung  kommen. 

Man  wolle  nunmehr  auf  Qq  die  Substitutionen  von  F  ausüben. 
Wir  erhalten  das  Polygonnetz  von  F,  jedoch  so  verändert,  dass  aus 
jedem  Polygon  durch  Einlagerung  eines  Randes  zweiter  Classe  ein 
oder  mehrere  Stücke  herausgehoben  sind.  Wir  begeben  uns  nun  ins- 
besondere in  den  Bereich  Qa,  welcher  durch  Va  aus  ^0  entsteht,  und 
dessen  Rand  zweiter  Classe  noch  ungedeckt  ist.  Indem  wir  immer 
nur  wieder  die  Zusammenordnung  der  Curven  dieses  Randes  zweiter 
Classe  in  Betracht  ziehen,  hängen  wir  an  Qa  gänzlich  innerhalb  der 
in  Pa  noch  bleibenden  Lücken  sogleich  ein  ganzes  Netz  unendlich 
vieler  Bereiche  Qa,o  =  Qai  Qa,i,  ^a,«,  .. .,  wobei  nun  offenbar  ^«,6  durch 
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TaVh  aus  Q^  entsteht.  Indem  wir  die  gleiche  Maassregel  auf  alle 
Bereiche  Qa  in  Anwendung  bringen,  werden  alle  bis  jetzt  gezeichneten 
Bereiche  Q  offenbar  nicht  collidieren,  während  sie  sämtlich  bis  auf 
Co»  Co  ö«>  •  ••  noch  ungedeckte  Ränder  erster  Classe  darbieten. 

Man  übersieht  nun,  wie  dieser  Process  fortzusetzen  isK  An  den 
Rand  erster  Classe  des  Bereiches  Qa,h  =  Qa,b,o  hängen  wir  in  der  hier 
noch  bleibenden  Lücke  ein  ganzes  Netz  weiterer  Bereiche  Qa,b,cy  welche 
aus  Qq  durch  VaV^Vc  entstehen,  und  fährt  entsprechend  fort.  Wir 
bekommen  dergestalt  in  der  That  ein  zusammenhängendes,  die  g-Kugel 
nirgends  doppelt  oder  mehrfach  bedeckendes  Netz.  Zugleich  geht  aus 
der  durchlaufenen  Überlegung  hervor,  dass  die  Grenzpunkte  des  Netzes 
der  Bereiche  Q  entweder  mit  Grenzpunkten  von  F  oder  V  äquivalent 
sind  oder  aber  Häufungsstellen  solcher  Grenzpunkte  darstellen,  von 
denen  dies  letztere  gilt.  Der  aufgestellte  Satz  ist  damit  vollständig 
bewiesen. 

Zusätzlich  sei  noch  bemerkt,  dass  das  Netz  der  Polygone  Q  unter 
allen  Umständen  von  unendlich  hohem  Zusammenhange  ist,  dass  aber 
gleichwohl  über  die  primären  und  secundären  Relationen  hinaus,  welche 
für  die  Erzeugenden  der  Gruppen  F  und  F'  im  einzelnen  bestehen, 
weitere  Relationen  zwischen  den  Erzeugenden  der  componierten  Gruppe 
nicht  eintreten.  Letztere  Angabe  entspringt  unmittelbar  aus  einer  be- 
reits pg.  176  durchgeführten  Überlegung. 

Mit  Hilfe  des  Princips  der  Gruppencomposition  können  wir  nun 
von  einfacheren  Gruppen  zu  immer  complicierteren  aufsteigen.  Doch 
bleiben  wir,  sofern  wir  dieses  Princip  nur  in  dem  erläuterten  Umfange 
in  Anwendung  bringen,  immer  nur  erst  im  Gebiete  solcher  Polygon- 
gruppen, welche  durch  ein  eineeines  zusammenhängendes  Polygon  de- 
finierbar sind.  Wir  sind  hiermit  zu  den  Schlussergebnissen  des  vorigen 
Paragraphen  zurückgeführt.  Indem  wir  nämlich  dort  aus  der  Gesamt- 
berandung  des  Polygons  eine  für  sich  geschlossene  Kette  von  Rand- 
curven  ausschieden,  werden  wir  sagen,  dass  die  dortige  Gesamtgruppe 
durch  Compositum  aus  ewei  Gruppen  ereeughar  ist^  wobei  die  Berandung 
des  Polygons  der  einen  componierenden  Gruppe  aus  dem  ausgesdUedenen 
und  für  sich  geschlossenen  Zuge  der  Randcurven  besteht,  tmhrend  die 
übrig  bleibenden  Bandcurven  das  andere  Polygon  eingrenzen.  Das  Ge- 
schlecht der  componierten  Gruppe  ist  dabei  gleich  der  Summe  der 
Geschlechter  der  componierenden  Gruppen.  Eine  kleine  Ergänzung 
erfordert  der  Wortlaut  dieser  Sätze  nur  in  den  beiden  durch  die  Fi- 
guren 46  und  47  (pg.  188)  versinnlichten  Fällen.  Hier  hat  beide  Male 
die  eine  der  componierenden  Gruppen  das  Geschlecht  p  =  1,  und  ihr 
Polygon  ist  nicht  von  einem  geschlossenen  Zuge  von  Randcurven  be- 

Frioke-Klein,  Automorphe  Fnnctionen.  I.  13 
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grenzt^  sondern  von  0wei  getrennt  verlaufenden  und  auf  einander  be- 
zogenen Randcurven. 

Es  sei  hier  auch  noch  eine  Bemerkung  betreffs  der  überhaupt 
allgemeinsten  Polygongruppe  mit  endlicher  Erzeugendenanzahl  gestattet. 
Nach  pg.  129  hat  dieselbe  als  Discontinuitatsbereich  für  die  gesamte 
g- Kugel  ein  System  von  /x  getrennt  liegenden  Polygonen  P^,,  Pq,  ..., 
F^^'~^\  deren  einzelnes  je  eine  Polygongruppe  von  der  bisher  betrach- 
teten Art  definiert  Sind  diese  letzteren  Gruppen  F,  F',  ...,  F^— *), 
so  werden  wir  nun  einfach  sagen,  dass  die  Gesamtgruppe  durch  Com- 
Position  der  Gruppen  F,  F",  . . .,  r^*—^)  hergestellt  werden  kann.  Übri- 
gens ist  es  oft  möglich  y  dass  zu  diesem  Zwecke  einige  unter  den  /x 
zu  componierenden  Gruppen  entbehrt  werden  können;  doch  gehen  wir 
auf  weitere  Einzelheiten  in  dieser  Hinsicht  nicht  mehr  ein. 


§  12.    Einführung  der  homogenen  Substitutionen  und  Gruppen. 

Wie  in  der  Theorie  der  Modulfiinctionen ,  so  werden  wir  auch 
später  oft  Gelegenheit  haben ,  mit  den  homogenen  Substitutionen  zu  ar- 
beiten.   Zur  Einführung  derselben  setzen  wir  g  gleich  dem  Quotienten 

p  der  beiden  Veränderlichen  ^^  und  ti  und  bezeichnen  daraufhin: 

(1)  e.'  =  «?i  +  /3g,,     S,'  =  ygi  +  «Jfe 

als  eine  homogene  t' Substitution.  Wir  wollen  abkürzend  die  homogenen 
Substitutionen  allgemein  etwa  durch  U  bezeichnen,  während  wir  für  die 
nicht-homogenen  die  bisherige  Benennung  V  beibehalten. 

Jeder  Substitution  V  entsprechen  nun  zunächst  unendlich  viele 
homogene  U,  da  durch  V  die  Coefficienten  a,  /S,  y,  d  nur  erst  bis  auf 
einen  willkürlichen,  jedoch  von  null  verschiedenen  gemeinsamen  Factor 
bestimmt  sind.  Sollen  hingegen  die  homogenen  Substitutionen  uni- 
modular  sein,  d.  h.  soll  aä  —  jSy  ==  1  sein,  so  entsprechen  jedem  V 
zwei  homogene  U,  die  durch  simultanen  Zeichenwechsel  der  Coefficienten 
aus  einander  hervorgehen  (cf.  „M/^  I  pg.  143). 

Ist  nun  irgend  eine  Gruppe  F  aus  g- Substitutionen  V  vorgelegt, 
so  ersetze  man  erstlich  jedes  V  durch  die  beiden  unimodularen  U.  Diese 
homogenen  Substitutionen  werden  in  ihrer  Gesamtheit  wieder  eine 
Gruppe  bilden,  die  wir  als  homogene  Gruppe  bezeichnen.  Die  niaM- 
homoge^te  Gruppe  ist  auf  die  homogene  1'2-deutig  homomorph  bezogen^  wie 
für  den  Fall  der  Modulgruppe  in  „M."  I  pg.  143  ausgeführt  wurde*). 


"*)  Die  Bezeichnung  „homomorph**  erscheint  treffender,  als  die  1.  c.  gebrauchte 
„isomorph'*,  da  es  sieh  ja  hier  noch  nicht  um  „Gleichheit**,  sondern  nur  erst  um 
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Um  jedoch  nun  etwas  allgemeiner  zu  verfahren,  wähle  man  unter 
den  beiden  unimodularen  £7,  welche  einer  vorgelegten .  Substitution  V 
entsprechen,  eine  bestimmte  aus.  Von  ihr  aus  wird  alsdann  unter 
Hinzusetzung  eines  Factors  /x  jede  demselben  V  entsprechende  Substi- 
tution U  in  der  Gestalt: 

(2)  ti=^fxti  +  iißt2y     52'  =  f*y£i +  1^*52 

geschrieben  werden  können.  Wir  wollen  den  Factor  /x  als  MultipU- 
caJtor  der  homogenen  Substitution  (2)  bezeichnen. 

Es  sei  nunmehr  wieder  F  eine  Gruppe  aus  Substitutionen  F,  von 
der  wir  der  Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  dass  sie  sich  aus 
einer  endlichen  Anzahl  ihrer  Substitutionen,  etwa  aus  F^,  Fg,  . . .,  Vny 
erzeugen  lässt.  Wir  fixieren  die  ihnen  entsprechenden  homogenen 
Substitutionen  Ui,  U^y  . . .,  Un  mit  beliebigen  aber  fest  gewählten 
Multiplicatoren  und  erzeugen  aus  Uj,  U2,  ...>  Un  eine  homogene  Gruppe. 
Dieselbe  wird  mit  der  ursprünglichen  Gruppe  F  homomorph  sein,  und 
es  handele  sich  um  einen  l-i^-deutigen  Homomorphismus;  wir  haben 
alsdann  über  die  hier  eintretende  Zahl  v  eine  nähere  Untersuchung 
anzustellen. 

Mögen  der  beliebig  gewählten  Substitution  Vi  von  F  die  v  Sub- 
stitutionen Ui,  Uiy  ...,  Ui*~^^  mit  den  Multiplicatoren  /x,-,  /x/,  ...,  /i^'"'^ 
in  der  homogenen  Gruppe  entsprechen,  so  werden  offenbar  die  v  Sub- 
stitutionen: 

(3)    1  =  Uiür\  TT  =  u;ur\  . . .,  cr^"-^^ « f/r~'^  t/r' 

der  identischen  Substitution  F^  =  1  von  F  correspondieren,  und  andrer- 
seits werden  der  Identität  Vq=^  \  keine  weiteren  als  diese  v  Substitu- 
tionen in  der  homogenen  Gruppe  zugeordnet  sein.  Die  v  Multiplicatoren 
der  Substitutionen  (3)  sind: 

/ä\      I  —1  ,         ,  _i  (»—1)         (»—1)     —1 

(4)      1  =  |x.  •  |x,    ,       ^  =  ^i(ii    ,     .  .  . ,       ^'      '  =  fi)      '(li     , 

und  also  werden  die  Substitutionen  (3)  selber  (abgekürzt  geschrieben) 
die  Gestalt  haben: 

(^)  -0:0-  -=(0:;) ^-"-(r"':-")- 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Gruppentheorie  bilden  die  der 
Identität  Fq  =  1   entsprechenden   v  Substitutionen  (5)   für   sich    eine 


„Xhnlichkeit"  zweier  Gruppen  handelt.  Die  Benennung  „Isomorphismus**  soll 
dementsprechend  fortan  in  der  Bedeutung  von  „1-1-deutigem  Homomorphismus" 
benutzt  werden. 

13* 
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Gruppe.  Soll  nun  v  endlich  sein,  so  müssen  die  Factoren  (4)  die  v 
verschiedenen  i/*®°  Wurzeln  der  Einheit  yorstellen.  Es  gilt  somit  der 
Satz:  Sind  die  Iwmogenm  Erzeugenden  Ui,  U^y  . . .,  üi,  so  gewählt,  dass 
endlich-deutigeTy  etwa  l-v-deutiger,  Homomorphismus  zwischen  der  nicht- 
homogenen  und  homogenen  Gruppe  eintritt,  so  entstehen  die  v  Muttipli- 
catorcn  der  dem  einzelnen  F,-  entsprechenden  homogenen  Substitutionen  aus 
einem  unter  ihnen  durch  Multiplication  mit  den  v  verschiedenen  t/*®°  Ein- 
heitswurzeln,  und  speciell  für  F^  =  1  sind  diese  Einheitswurzdn  selbst  die 
Multiplicatoren. 

Die  weitere  Discussion  knüpft  an  den  Umstand  an,  dass  sich  die 
Identität  F  =  1  im  wesentlichen  nur  auf  m  Arten  aus  den  Substitu- 
tionen Fj,  Fg,  . . .,  F„  erzeugen  lässt,  wenn  m  wie  oben  (pg.  170  ff.) 
die  Anzahl  aller  zwischen  den  V^,  V^,  . . .,  F»  bestehenden  Relationen 
ist;  wir  wollen  diese  Relationen  symbolisch: 

(6)  //,(Fj,  ...,Fn)  =  l,     ...,    i7^(Fi,  ...,F,)  =  1 

schreiben.  Den  Ausdruck  der  allgemeinsten  zwischen  den  V^,  . . .,  F« 
bestehenden  Relation  gewinnen  wir  nach  früheren  Sätzen  von  hieraus, 
indem  wir  die  linken  Seiten  von  (6)  mit  beliebigen  Substitutionen  F 
der  Gruppe  zu  F"~^  •  77  •  F  ausgestalten  und  beliebig  viele  Ausdrücke 
dieser  Art  mit  zwischengeschalteten  Producten  V  -V'"^  multiplicativ 
zusammenfügen  (cf.  pg.  172). 

Um  demgemäss  in  der  homogenen  Gruppe  auf  die  allgemeinste 
Art  eine  der  Identität  Fq  =  1  entsprechende  Substitution  zu  erzeugen, 
wird  man  auf  den  linken  Seiten  der  m  Relationen  (6)  die  Fj,  . . .,  F« 
durch  die  homogenen  Erzeugenden  7/j,  . . .,  Un  ersetzen  und  an  Stelle 
von  F  und  F'  in  den  eben  formulierten  Angaben  beliebige  Substitu- 
tionen der  homogenen  Gruppe  treten  lassen.  Der  Ersatz  der  F^,  . . ., 
F»  durch  die  homogenen  Erzeugenden  in  (6)  führt  auf  m  Formeln  der 
Gestalt: 

(7)  niü,,u„...,u.)  =  {^^'^^^, 

und  da  eine  Substitution  dieser  Gestalt  mit  jeder  homogenen  Substi- 
tution U  vertauschbar  ist,  so  folgt: 

ohne  Veränderung  des  Multiplicators  /x.     Da   überdies  TT-ZJ'"^   stets 

gleich  der  homogenen  identischen  Substitution  f    '    j   ist,   so  ergeben 

sich  alle  der  Identität  Fq  =  1  entsjprechenden  Substitutionen  der  homogenen 
Gruppe  durch  Wiederholung  und  Combination  der  m  den  Relationen  (6) 
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entstammenden  Substitutionen  (7).  Sollen  mr  endlich-heutigen  Homo- 
morphismus  haben  y  so  müssen  sämtliche  m  MuUiplicatoren  ^,  welche  in 

(7)  eintreten,  Einheitswurzeln  endlicher  Grade  sein;  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  dieser  Grade  ist  dann  die  oben  durch  v  bezeichnete 
Zahl. 

Für  spatere  AnwenduDgen  ist  die  Frage  wichtig,  wann  v  ==  l 
werden  kann,  so  dass  Isomorphismus  zwischen  der  nicht-homogenen  und 
homogenen  Gruppe  besteht;  im  Anschluss  an  die  ,,Spaltung''  von  g 
in  ii  und  ^  wollen  wir  in  diesem  Falle  die  nicht- homogene  Gruppe 
„isomorph  spaltbar''  nennen.  Um  hierüber  im  Einzelfalle  zu  entscheiden, 
wollen  wir  die  anfönglich  fest  auszuwählenden  Multiplicatoren  der  homo- 
genen Erzeugenden  CTj,  [7^,  ...,  Un  als  ^^^  ^^y  •••>  /*«  explicit  einführen. 
Wir  haben  sodann  in  den  m  Relationen  (7)  rechter  Hand  überall 
|x  =  1  zu  fordern: 

(8)  /2,(üi,...,  t^-)  =  (o'J),     ...,     i7.(ü-„...,  Ü«)  =  QJ), 

und  unsere  Frage  ist,  zu  entscheiden,  ob  man  ein  MuUiplicatorensystem 
C'i}  f^27  •  •  M  f^n  i^  Übereinstimmung  mit  diesen  m  Bedingungsgleichungen 
auswählen  kann  oder  nicht  Die  Beantwortung  dieser  Frage  erfordert 
die  explicite  Kenntnis  der  Gestalt  der  Relationen  (8);  wir  können  die 
Untersuchung  demnach  hier  nur  erst  für  diejenigen  Polygongruppen 
zu  Ende  führen,  welche  durch  ein  einzelnes  Polygon  definierbar  sind 
und  dabei  keine  secundftre  Relationen  aufweisen;  denn  nur  in  diesem 
Falle  besitzen  wir  bislang  die  vollständige  Kenntnis  der  zugehörige« 
Relationen  (cf.  pg.  186  u.  f.).  — 

Übrigens  sei  noch  die  Bemerkung  gestattet,  dass  sich  die  hier 
durchgeführten  Untersuchungen  auch  auf  Substitutionen  und  Gruppen 
der  zweiten  Art  übertragen  lassen;  doch  werden  wir  weiterhin  kaum 
Gelegenheit  finden,  von  einer  derartigen  Ausdehnung  der  Untersuchung 
Gebrauch  zu  machen. 

§  13.   Die  isomorphe  Spaltbarkeit  bei  Folygongrtippen  ohne 

seeundäre  Relationen. 

Es  sei  eine  Polygongruppe  F  ohne  secundäre  Relationen  vorgelegt 
und  ein  ihr  zugehöriges  kanonisches  Polygon  in  der  g- Ebene  fixiert. 
Dasselbe  habe  n  elliptische  und  parabolische  Ecken  und  gehöre  zum 
Geschlecht  p.  Die  Erzeugenden  nennen  wir  wie  früher  Fj,  . .  .,  F«, 
Va.y  Fft.,  . . .,  Va^t  Vf,  .  Die  Relationen  zwischen  diesen  Substitutionen 
sind  einmal: 

(1)  F|'  =  i,    r^  =  i,   ...,    F>  =  i, 
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wo  h  die  Periode  der  Substitution  F,  ist;  jedoch  sollen  hier  alle  die- 
jenigen Relationen  ausfallen,  für  welche  Vi  parabolisch  und  also  {<«ioo 
ist.  Vom  Cyclus  der  pg.  183  ff.  durch  £  bezeichneten  Polygonecken  rührt 
die  nachfolgende  Relation  her: 

(2)  IT^'-IT^-m*^<.»^»r=i- 

1=1  k=l 

Weitere  Relationen  werden  nicht  vorkommen. 

Bei  dem  Fortgange  zu  den  homogenen  Substitutionen  ist  es  nun 
zunächst  vollständig  gleichgültig,  mit  welchen  Multiplicatoren  wir 
Ua^y  Ubif  . . .,  Ua  ,  üöp  ausstatten.    Eine  nachträgliche  Behaftung  z.  B. 

von  Ua^  mit  dem  Multiplicator  ^  hat  nämlich  für  27(^  ersichtlich  den 
Multiplicator  fi~^  im  Gefolge.    Eine  ÄbänderuDg  der  rechten  Seite  der 

(2)  entsprechenden  homogenen  Relation  wird  hierbei  also  nicht  ein- 
treten können. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  n  elliptischen  oder  parabolischen 
Erzeugenden  Fj,  Fg,  ...,  F«.  Wir  wollen  sie  in  homogener  Gestalt 
zuvörderst  unimodular  auswählen.  Für  die  parabolischen  Substihitionen 
setzen  wir  überdies  a-^  Ö  =  2  fest,  wodurch  sie  in  homogener  Gestalt  U 
eindeutig  fixiert  sind.  Bei  den  elliptischen  Substitutionen  Vi  würde  eine 
Festsetzung  über  das  Vorzeichen  von  (a  +  d)  im  Falle  der  Periode  2 
den  Dienst  versagen  und  überhaupt  unzweckraässig  sein.  Wir  ver- 
fahren demnach  hier  etwas  anders  und  schreiben  die  einzelne  ellip- 
tische Substitution  F  zuvörderst  nach  ,,M.''  I  pg.  165  in  der  Gestalt: 

(3)  Jjz_^,  =e^'.^^^. 

Der  Punkt  t=  ^  liefere  dabei  die  zur  fraglichen  Substitution  gehörende 
elliptische  Polygonecke,  und  die  Maasszahl  ^  des  Drehungs winkeis 
können  wir  stets  innerhalb  der  GrenzenO<^<2Ä  gelegen  annehmen, 
womit  dieselbe  zugleich  eindeutig  bestimmt  ist.  Bei  Einführung  der 
homogenen  Variabelen  5i  ^^^  ti  spalten  wir  auch  s  und  f'  in  Quo- 
tienten zweier  Grössen  f^,  e^  und  a^',  e^'  in  willkürlicher  Weise.  Die 
hierbei  eintretenden  zweigliedrigen  Determinanten  {t^s^  —  ^2^1)  schrei- 
ben wir  symbolisch  (g,  s).  Der  Sxibstitution  (3)  möge  nun  die  Jtomogene 
Substitution: 

(4)  (r, «)  =  e'^a,  e),    (r,  o  =  e"^(e,  o 

entsprecJieny  welche  man  sofort  als  unimodular  erkennt.  Die  Summe 
(a  +  *)  ist  hier  gleich  2  cos  - ;  der  Grenzübergang  lim.  d  «=»  0  und 
lim.  e  =  e  liefert  somit  die  parabolischen  Substitutionen  in  der  obigen 
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homogenen  Gestalt.  Nach  den  hiermit  gegebenen  Vorschriften  wählen 
wir  nun  die  den  Fj,  F^,  . . .,  F»  entsprechenden  homogenen  Substitu- 
tionen f/j,  C/g,  . . .,  ?7ft. 

Indem  wir  des  ferneren  die  Multiplicatoren  der  Uay  üb  willkürlich, 
jedoch  bestimmt  wählen,  haben  wir  ein  eindeutig  fixiertes  System  von 
(n  +  2p)  Erzeugenden  11^^  ZJ,,  ...,  Un,  Ua^,  Ub^,  ...,t^a^,  Ub^  der  homo- 
genen Gruppe  gewonnen. 

Wird  es  nun  möglich  sein,  ein  jetzt  nachträglich  zuzufügendes 
Mnltiplicatorensystem  so  auszuwählen,  dass  die  homogene  Gruppe, 
wenn  wir  sie  aus  dem  solcherweise  veränderten  Substitutionssystem 
erzeugen,  isomorph  mit  der  nicht-homogenen  ausfällt?  Es  kommt  hier- 
bei einzig  auf  die  Multiplicatoren  /x^,  ^,  . . .,  fi«  an,  welche  wir  den 
ersten  n  Substitutionen  C/^,  ...,  ün  zufügen;  wir  haben  dabei  nach 
den  allgemeinen  Vorschriften  des  vorigen  Paragraphen  die  (n  +  1)  den 
Relationen  (1)  und  (2)  entsprechenden  homogenen  Relationen  zu  dis- 
cutieren. 

Die  Relationen  (1)  verursachen  nun  keinerlei  Schwierigkeit.  Ist 
Vi  elliptisch,  so  entspringt  aus  TJi  durch  Behaftung  mit  dem  Factor  /x^ 
die  nunmehr  als  Erzeugende  zu  wählende  Substitution: 

ni  Tti 

(5)  (g',  b)  =  ^,  •  c"^.  (g,a),        (§',  B)  =  ^  •  e~  ~-  (g,  e')  .*) 

Es  stellt  hier  It  als  positive  Zahl  die  Periode  von  Vi  dar,  wie  aus  der 
anßnglichen  Umlaufsrichtung  um  die  Ecke  E  (cf.  Fig.  43  pg.  185) 
hervorgeht.   Durch  {»--malige  Wiederholung  der  Substitution  (5)  kommt 


^  ,;    und  da  dies  die  (homogene)   identische  Substitution 

sein  soll,  so  muss  ft/  =  —  1  sein.  Die  allgemeinste  Art,  ft,-  in  Über- 
einstimmung mit  dieser  Bedingung  zu  wählen,  ist: 

2^+1 

— ni, 

(6)  ^i  =  e    '• 

wo  Vi  eine  willkürlich  bleibende  ganze  Zahl  ist.  Die  Multiplicatoren 
etwaiger  parabolischer  Substitutionen  Ui  bleiben  hier  vorläufig  ujülkürlich 
wählbar.  Die  Relationen  (1)  sind  hiermit  in  gewünschter  Weise  er- 
ledigt. 

Die  Relation  (2)  setzen  wir  vorab  für  die  ?7  an,  d.  h.  ohne  so- 
gleich die  Multiplicatoren  ft^ ,  . . . ,  fi„  hereinzuziehen.  Man  bemerke 
hierbei,  dass  das  einzelne  Product  ÜT^UbllaUr^  unabhängig  von  der 


**)  £ine  Verwechselung  des  Index  t  mit  der  im  Exponenten  vorkommenden 
imaginären  Einheit  i  =  }/ —  1  ist  kaum  zu  befdrchten. 
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Auswahl  der  Multiplicatoren  in  Ua  und  Uo  unimodular  ist,  während 
andrerseits  die  U^,  . . .,  Un  direet  unimodular  sind.  Es  ergiebt  sich 
demzufolge: 

(7)  flu,  •nvr,'u,,u.,vr,'  =  ±  i , 

»  =  i         *  =  i 

wo   wir    abkürzend    die   homogene  Substitution    (       ^  j  =  —  1 

gesetzt  haben.  Das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  von  (7)  hängt  nun, 
wie  hier  vorläufig  ohne  Beweis  mitgeteilt  werden  soll,  einzig  von  n 
ab,  indem  für  gerades  n  das  obere,  für  ungerades  n  das  untere  Zei- 
chen gilt;  wir  haben  somit  die  Formel: 

n  p 

(8)  YIU  •nV7,'U,.,U„,V;,'  =  (-  1)'. 

1  =  1        *  =  1 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Angabe  ist  mit  gewissen  Schwierig- 
keiten verknüpft,  da  sich  derselbe,  wie  es  scheint,  mit  den  bisherigen 
Untersuchungsmethoden  nicht  führen  lässt.  Wir  müssen  hier  in  der 
That  zu  gewissen  Continuitätsbetrachtungen  unsere  Zuflucht  nehmen; 
dieselben  gestalten  sich  aber  so  umfänglich,  dass  wir  den  Nachweis 
von  (8)  in  einem  besonderen  Paragraphen  nachholen.  Wir  sehen  einst- 
weilen die  Formel  (8)  als  bewiesen  an. 

Ist  nun  zunächst  n  «=  0,  so  kommen  Relationen  (1)  überhaupt 
nicht  vor;  und  da  die  rechte  Seite  der  Relation  (8)  gleich  +  1  ist, 
so  folgt,  dass  unier  der  hier  stets  geltenden  Voraussetzung  des  Fehlens 
secundärer  Relationen  für  «  ==  0  die  homogene  Gruppe  der  nicht 'homo- 
genen stets  isomorph  ist. 

Ist  jedoch  n  >  0,  so  setzen  wir  auf  der  linken  Seite  von  (8)  die 
Multiplicatoren  ft^,  fi^?  -  -  '7  f^^»  ^i^i  ^^  entspringt  dann  rechts  die  mit 
dem  Factor  ( —  l)'*ftj  ft^  -im«  versehene  identische  Substitution,  und 
es  fragt  sich  somit,  ob  ^j,  ^g;  •  •  •;  ^n  unter  Einhaltung  der  unter  (6) 
bereits  gewonnenen  Bedingungen  noch  so  bestimmbar  sind,  dass  ihr 
Product  ( —  l)*  wird. 

Dieser  Forderung  kann  nun  jedenfalls  stets  genügt  werden,  falls 
unter  den  Erzeugenden  C/j,  . .  .,  K»  wenigstens  eine  parabolische  Sub- 
stitution enthalten  ist,  da  der  zu  ihr  gehörige  Multiplicator  ft  noch  will- 
kürlich wählbar  war.  Wir  merken  somit  als  erstes  Resultat  an:  Kommt 
unter  den  n  Erzeugenden  V^,  . .  . ,  Vn  einer  Folygongruppe  des  Ge- 
schlechtes p  ohne  secundäre  Belationen  wenigstens  eine  parabolische  vor, 
so  ist  bei  Fortgang  zur  Jiomogenen  Gruppe  die  isomorphe  Spaltbarkeit  stets 
möglich. 
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Sind  jedoch   alle  n  ersten  Erzeugenden  der  Gruppe  F  elliptisch, 
80  ist  weiter  die  Gleichung: 


( 

1  =  1 

zu  discutieren.  Wir  haben  als  vorläufiges  Ergebnis:  Eine  Polygon- 
gruppe  ohne  secundäre  Belaiionen,  deren  n  erste  Erzeugende  F^,  . . .,  Vn 
sämtlich  elliptisch,  und  zwar  von  den  Perioden  l^,  ig,  .  . .,  l»  sind,  ist 
stets  und  nur  dann  isomorph  spaltbar,  wenn  es  (w  +  1)  ganze  Zahlen 
v^,  Vj,  . . .,  Vn  und  N  gieht,  welche  die  Gleichung: 

(9)  l^+/-ti  ^l^i+i+1  +  ...  +  !^+i^dli  =  2N 

befriedigen.  Hier  hat  man  nun  eine  diophantische  Gleichung,  von 
deren  Lösbarkeit  die  Beantwortung  unserer  in  Rede  stehenden  Frage 
abhängt. 

Um  die  Gleichung  (9),  die  wir  unter  allgemeineren  Voraussetzungen 
erst  an  einer  späteren  Stelle  discutieren,  wenigstens  an  einem  einfachen 
Beispiele  zu  illustrieren,  so  nehmen  wir  an,  dass  keine  zwei  unter  deii 
ganzen  Zahlen  l^y  l^,  ...,  h  einen  Factor  gemein  haben.  Es  gilt  dann  die 
folgende  Überlegung.  Erstlich  darf  keine  der  Zahlen  l^,  l^,  ...,  2n  gerade 
sein,  wenn  eine  Lösung  der  diophantischen  Gleichung  (9)  existieren 
soll;  denn  wäre  etwa  Z,  gerade  und  also  I2,  . . .;  h  ungerade,  so  wür- 
den die  n  Brüche  in  (9),  auf  gleichen  Nenner  gebracht,  einen  Bruch 
mit  ungeradem  Zähler  und  geradem  Nenner  liefern,  der  somit  unmög- 
lich gleich  2N  sein  kann.  Ist  nun  U  ungerade,  so  kann  man  eine 
Zahl  Vi  angeben,  für  welche  2t/, •+  1^0  (mod.  Z^)  wird.  Das  zuge- 
hörige Glied  auf  der  linken  Seite  von  (9)  wird  dann  oflFenbar  eine 
gerade  ganze  Zahl;  und  also  gehört  zu  n  auf  diese  Art  gewählten 
Zahlen  i/^,  . . .,  i/»  auch  ein  ganzzahliges  N.  Es  gilt  somit  der  Satz: 
Sind  die  n  Zahlen  Z^,  Z^,  ...,  Z«  sämtlich  endlich ^  und  sind  je  zwei  unter 
ihnen  relativ  prim  zu  einander,  so  ist  die  Gruppe  stets  und  nur  dann 
isomorph  spaltbar,  tvenn  alle  h  ungerade  sind.  Auf  Grund  dieses  Satzes 
ist  z,  B.  bei  der  Ikosaedergruppe,  für  welche  Zj  =  2,  Z^  =  3,  Zj  =  5 
ist,  die  isomorphe  Spaltbarkeit  unmöglich,  was  bereits  in  den  „Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder^'  pg.  46  festgestellt  wurde  und  damals  zu 
wichtigen  Folgerungen  Anlass  gab. 

Die  vorstehend  gegebene  Entwicklung  wird  für  die  Theorie  der 
automorphen  Formen  in  demselben  Sinne  grundlegend  und  ist  inner- 
halb dieser  Theorie  noch  weiter  fortzusetzen.  Man  vergleiche  die  be- 
reits  wiederholt   genannte  Arbeit  von  Ritter   „Die  eindeutigen  auto- 
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morphen  Formen  vom  Geschlechte  null"*),  in  welcher  das  Problem  der 
isomorphen  Spaltbarkeit  der  Gruppen  in  der  hier  reproducierten  Art 
mit  Ausführlichkeit  behandelt  wird. 


§  14.    Die  homogene  Gestalt  der  primären  Belation  swisohen 

den   Viy  Vaj^y  Vf,^. 

Es  ist  jetzt  letzten  Endes  noch  die  Richtigkeit  der  Relation: 

(1)  nui-nür,'u,,u„,u;:'  =  (- 1)- 

1  =  1  *  =  1 

nachzuweisen.  Wir  machen  zu  diesem  Zwecke  von  einer  continuicrlidien 
Abänderung  des  Polygons  Pq  Gebrauch,  welche  nicht  mehr  unter  den 
Begriff  der  erlaubten  Abänderung  fallt.  Bei  den  neuen  Abänderungen 
sollen  vielmehr  die  Erzeugenden  F^,  ..,  F«,  Va^,  Vi^,  ..,^0«»  F*  selber 
continuierliche  Abänderungen  erfahren.  Es  wird  dabei  das  Polygon 
Pq,  welches  wir  zunächst  als  einfadi  zusammenhängend  annehmen 
dürfen**),  aufhören,  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  zu  sein.  Aber 
in  jedem  Atigenblick  sollen  die  Eandcurven  in  der  bisherigen  Ordnung 
zu  Paaren  durch  Substitutionen  Vi,  Vaj^,  F^^,  F^^,  Vcj^  auf  einander  be- 
zogen sein,  und  es  soll  stets  die  auf  den  Cyclus  der  zufälligen  Ecken 
bezogene  Belation: 

(2)  flyllv^r.'n^V'^y^-'-i 

i  =  1  *  =  1 

erfüllt  sein.  Den  durchzuführenden  Abänderungsprocess  des  Polygons 
bezeichnen  wir  sogleich  noch  näher.  Jedenfalls  aber  werden,  wenn 
wir  für  die  homogenen  Substitutionen  ETj,  ZJg,  . . .,  Un  an  der  oben  ver- 
abredeten unimodularen  Fixierung  festhalten,  sowohl  die  Ui,  ...,  Un 
wie  auch  die  p  Producte  UT^UoUaUr^  Diit  der  in  Rede  stehenden 
stetigen  Änderung  selber  nur  stetige  Abänderungen  erfahren.  Die  linke 
Seite  von  (1)  kann  demnach  ihrerseits  sich  nicht  unstetig  ändern;  und 
da  sie  nur  gleich  +  1  oder  —  1  sein  kann,  so  wird  sie  den  einmal 
gewonnenen  Wert  wäJirend  des  ganzen  Abänderungsprocesses  bewahren. 
Wir  machen  von  diesem  Umstände  in  der  Weise  Gebrauch,  dass  wir 
Pq  stetig  in  eine  der  directen  Berechnung  der  linken  Seite  von  (1) 
zugängliche  Gestalt  überführen. 

Um  den  beabsichtigten  Abänderungsprocess  charakterisieren  und 


*)  Göttinger  Dissertation,  abgedruckt  in  Bd.  41  der  Mathem.  Ann.  (1892). 
*•)  Andernfalls  würden  wir  nämlich  P^  aus  mehreren  Polygonen  componieren 
und  die  Betrachtung  des  Textes  auf  die  letzteren  einzeln  anwenden. 
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sodann  wirklich  darchfQhren  zu  können,  sind  einige  Vorbereitungen  zu 
treSen,  Erstlich  ersetzen  wir  die  Relation  (2)  nach  pg.  186  durch 
die  (p4-l)  Kelationen: 

(3)  '         K.-F, .  ■n-F-'F-'..-»',-'  =  1, 

(4)  n,  =  F.,F-'n7'r„,. 

Sodann  nehmen  wir  eine  erlaubte  Abänderung  des  uraprOnglichen 
Polygons  Pg  Tor,  welche  zum  Zwecke  hat,  die  pg.  184  u.  f.  benutzten 
Substitutionen  V^   entbehrlich  zu  machen,   und   welche  einfach  darauf 


'^^". ; ,  V" 


Flg.  i%. 


hinaosläuft,  auf  der  geschlossenen  Fläche  die  Schnitte  c  an  den  Ereu- 
znngspunkten  der  Schnitte  a  und  h  einmünden  zu  lassen.  An  Stelle 
der  Figur  42  pg.  184  tritt  der  in  Figur  52  angegebene  Zug  von  sechs 
Randcurven,  wie  wohl  nicht  näher  ausgeführt  zu  werden  braucht.  Zu 
den  sechs  Curven  gehören  in  der  in  der  Figur  angezeigten  Art  die  drei 
Substitutionen  Ya,  Vi,,  Vc.  Die  fünf  durch  E^,  . . .,  E^  bezeichneten 
Ecken  liefern  für  dieselben  die  Relation  (4). 

Die  mit  dem  Poljgon  P^  durchzuführende  Abänderung  lässt  sich 
nun  der  Hauptsache  nach  dahin  charakterisieren,  dass  wir  sowohl  die 
Seiten  jedes  zu  einer  Substitution  Vc  gehörenden  Paares,  sowie  auch 
je  zwei  durch  eine  der  n  Substitutionen  Vi  correspondierende  Seiten 
einander  bis  zur  Coincidenz  annähern,  ohne  dass  dabei  der  Rand  des 
Polygons  irgendwo  zerreisseu  darf.  Indem  wir  Po  auf  der  ^-Eugel 
gelagert  denken,  stellen  wir  uns  vor,  dass  die  (n  +  J*)  zufalligen  Ecken 
E  gleichzeitig  oder  nach  einander  nach  eiuer  gemeinsamen  vom  ur- 
sprünglichen Polygon  Pq  freien  und  demselben  etwa  diametralen  End- 
lage hingezogen  werden.  Die  Winkel  in  den  Ecken  E  dürfen  hierbei 
gleichfalls  continuierliche  Andeningen  erfahren;  doch  muss  ihre  Summe 
coDstant  gleich  2x  bleiben,  da  sonst  die  Relation  (2)  nicht  fortbe- 
stehen würde.    Pq  selbst  wird  sich  dabei  mehr  und  mehr  über  die 
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Kugeloberfläehe  ausbreiten,  braucht  aber  oirgeuds  über  sich  eelbsi 
hinüber  zu  greifen.  Die  scblieeslich  zu  erreichende  Endlage  ist  ia 
Figur  53  für  den  Fall  n  =  3,  p  =  2,  dem  auch  schon  die  Figur  43 
(pg  185)  gewidmet  ist, 
achematiscb  angedeutet; 
es  bleiben  hier,  wie  man 
sieht,  nnr  noch  die  2p 
durch  Va^  und  F*^  corre- 
spondierendea  Randcur- 
veu  offen 

Die  Einzelheiten  des 
Anderungsprocesses  aind 
nun  einer  eingehenden 
DiscuasioQ  zu  unter- 
ziehen 

Man  untersuche  bq- 
nächst  allem  die  erfor- 
derliche stetige  Verän- 
derung des  Systema  der 
sechs  Seiten  1  bis  6  in 
Figur  52  und  hat  dabei 
die  Veränderung  von  Vc  und  damit  der  Seiten  1  und  6  als  unabhängig 
anzusehen.  Die  Frage  wird  sein,  ob  bei  jeder  denkbaren  Änderung  der 
Substitution  Fe  und  der  Seiten  1  und  6  immer  auch  ein  Substitutionen* 
paar  Va,  V^  und  ein  zugehöriges  Seitenquadrupel  2,  3,  4,  ö  existiert, 
die  sich  mit  F^  stetig  ändern.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  gehen  wir 
noch  einen  Schritt  weiter  und  denken  die  Seiten  1  und  6  und  damit 
die  Substitution  Fe  ganz  willkürlich  vorgelegt.  Wir  dürfen  dann  noch 
die  Ecken  E^,  Eg,  E^  willkärlick  annehmen  und  können  gleichwohl  ein 
geeignetes  Suhslihttionenpaar  V^,  F»  auffinden,  welches  der  HelaHon  (4) 
genügt  und  zu  einem  braudibaren  Seitenquaärupel  2,  3,  4,  5  gekort. 

Seien  nämlich  die  Coefficienten  von  Fg  und  F»  dnrch  it,  ß,  y,  8 
und  a,  ß',  y',  d'  bezeichnet  und  nehme  t  in  den  Ecken  £,,  E^,  . . ., 
i's  die  Werte  £1",  £<'',  . . .,  g'*)  an.  Es  gelten  dann  für  die  drei  Quo- 
tienten der  Goefficienten  a,  ß,  y,  d  die  Gleichungen; 
y£Ci)g(i)  +  jg(.)  _  „£(.)  _  ^  „  0,  y£i«'£<''  +  de"i  -  «£(«  —  (3  =  0 
und  entsprechend  für  die  drei  Quotienten  von  a',  fi ,  y,  S': 
j,'g(i)g(6)  +  ö'£<''  — «'S'"  -  /3'-=0,  /'£(«£<"  +  <*'£"'-«'£<>'  -  ß'=0. 
Die  Substitution  FjF^'Fj^'Fo  wird  nun,  falls  diese  vier  Gleichungen 
bestehen,   sicher   £|"  in  £''>  transformieren.     Damit  diese  Substitution 
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aber  gleich  Vc  werde,  müssen  wir  noch  zwei  Paare  einander  ent- 
sprechender Punkte  auf  den  Seiten  1  und  6  aufgreifen  und  fordern, 
dass  Vc  jedesmal  den  einen  Punkt  des  Paares  in  den  anderen  überführt 
Aus  den  zwei  so  entspringenden  Gleichungen  können  wir  im  Verein 
mit  den  schon  genannten  vier  Relationen  die  Quotienten  der  Coeffi- 
eienten  von  F«  und  Vi,  berechnen.  Diese  Coefficienten  selbst  bestimmen 
wir  dann  etwa  so,  dass  beide  Substitutionen  unimodular  werden. 

Die  hiermit  angedeutete  Rechnung  kann  nur  dadurch  auf  ein  un- 
brauchbares Resultat  führen,  dass  einer  oder  mehrere  von  den  acht 
Coefficienten  unendlich  grosse  Werte  annehmen.  Die  betreffende  Sub- 
stitution hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  sie  jeden  von  einem  ihrer 
Fixpunkte  endlich  entfernten  Punkt  der  g-Kugel  in  unendliche  Nähe 
des  einen  Fixpunktes  transformiert.  Dies  ist  jedoch  bei  den  Substi- 
tutionen Va  und  Vb  nicht  zu  befürchten,  wenn  wir,  wie  geschehen  soll, 
die  Punkte  E2,  E^^  E^  von  einander  und  von  E^  und  E^  endlich  ent- 
fernt wählen. 

Schliesslich  wolle  man  noch  bemerken,  dass  bei  continuierlicher 
Veränderung  der  Seiten  1  und  6  und  der  Substitution  Vc  auch  die 
Substitutionen  Va  und  Vb  sich  continuierlich  ändern  werden,  falls  man 
nur  zugleich  vorschreiben  will,  dass  auch  die  Ecken  JE^,  ^3,  E^  hier- 
bei keine  unstetige  Lagenänderungen  erfahren  sollen. 

Dass  bei  der  vollen  Allgemeinheit  der  entwickelten  Vorstellungen 
betreffs  der  Gestalten  der  Seitensextupel  noch  mannigfache  Möglich- 
keiten denkbar  sind,  ist  selbstverständlich.  Doch  werden  wir  bei 
dem  für  uns  vorliegenden  Zwecke  den  Anderungsprocess  so  leiten, 
dass  die  unserem  Sextupel  angehörenden  Polygonwinkel  niemals  ne- 
gativ werden  oder  auch  über  27t  hinaus  wachsen.  Dies  lässt  sich 
ohne  Mühe  erreichen;  indem  nämlich  die  Seiten  1  und  6  des  Sextupels 
in  Figur  52  nach  unten  zusammengebogen  werden,  hat  man  nur  Sorge 
zu  tragen,  dass  die  Seiten  2  bis  5  nach  oben  ausweichen  und  die 
Ecken  E^j  E^,  E^  stets  in  richtiger  Folge  zwischen  Ej^  und  E^  ge- 
legen sind. 

Wir  untersuchen  nun  sogleich  das  Verhalten  der  zum  einzelneu 
Sextupel  gehörenden  Substitutionen  ü«,  t/^,  Uc  bei  Durchführung  der 
in  Aussicht  genommenen  Änderung.  Am  Schlüsse  derselben  sind  die 
Seiten  1  und  6  zur  Coincidenz  gelangt,  und  wir  gewinnen  die  in  Figur  45 
pg.  187  angegebene  Anordnung,  die  auch  in  Figur  53  pg.  204  un- 
mittelbar hervortritt  Hier  ist  nun  Fe  =  1  geworden,  und  wir  können 
zeigen,  dass  auch  üi  =  +  1  i^t.  Dies  könnten  wir  wieder  auf  Grund 
von  Continuitätsvorstellungen  beweisen;  doch  werden  wir  direct  ver- 
fahren und  ohne  weiteres  darüber  entscheiden,  ob  in: 
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(5)  Uöür'Ur'Ua  =  ±l       oder      Ur^üaU,  =  ±Ua 

das  obere  oder  untere  Zeichen  gültig  ist.  Da  die  Summe  des  ersten 
und  vierten  Coefficienten  für  die  auf  der  linken  Seite  der  zweiten  Glei- 
chung (5)  stehende  Substitution  gleich  (a  +  8)  ist  (cf.  „M."  I  pg.  262), 
wo  a  und  S  Coefficienten  von  Ua  sind,  so  kann  das  untere  Zeichen 
höchstens  dann  eintreten,  wenn  a  -{-  8  =  0  und  also  Ua  elliptisch  von 
der  Periode  zwei  ist.  Indem  man  die  Relation  (5)  in  die  Gestalt  setzt 
üaTfbU^  =  +  übf  sieht  man,  dass  auch  Uö  in  diesem  Falle  elliptisch 
von  der  Periode  zwei  sein  muss.  F«  und  Vö  für  sich  genommen  wür- 
den  nun  eine  Vierergruppe  bilden  (cf.  „Ikos."  pg.  12);  doch  wider- 
spricht dies  dem  aus  Figur  45  pg.  187  zu  entnehmenden  Discontinui- 
tätsbereich  der  durch  F«  und  Vb  zu  erzeugenden  Gruppe.  Es  ist  somit 
am  Schlüsse  der  auf  das  einzelne  System  von  sechs  Seiten  bezogenen  Ab- 
änderung stets  üc  =  +  1-  — 

Es  sind  nun  weiter  die  continuierlichen  Abänderungen  zu  be- 
sprechen, welche  wir  mit  den  elliptischen  Ecken  der  Substitutionen 
^i>  ^2>  '  •  -f  ^n  vornehmen  wollen.  Wir  werden  hier  erstlich  die  zu- 
gehörigen Drehungs Winkel  '9',,  .  .  .,  «d-n  ^^Is  continuierlich  veränderlich 
ansehen,  jedoch  ein  Abnehmen  unter  0  oder  ein  Anwachsen  über  2x 
verbieten;  wir  sehen  damit  von  dem  Bestehen  der  Relationen  V^*  «=  1 
jetzt  ganz  ab  und  halten  nur  daran  fest,  dass  die  F^,  . . .,  F»  ellip- 
tische Substitutionen  bleiben.  Etwaige  parabolische  Substitutionen 
unter  den  F],  .  . .,  F»  lassen  wir  durch  Anwachsen  der  Winkel  in 
elliptische  übergehen  und  halten  dann  natürlich  an  den  eben  bereits 
bei  den  elliptischen  F  aufgestellten  Grenzen  für  ^  fest.  Für  die  ent- 
sprechenden homogenen  Substitutionen  U^,  ZJg,  . . .,  17«  nehmen  wir 
die  bezüglichen  Festsetzungen  und  Ergebnisse  von  pg.  198  in  Be- 
nutzung. ^ 

Unser  continuierlicher  Umwandlungsprocess  schreibt  uns  nun  vor, 
den  Winkel  d-  der  einzelnen  elliptischen  Ecke,  der  Figur  53  pg.  204 
entsprechend,  bis  2;r  anwachsen  zu  lassen.  Dabei  geht  F  continuier- 
lich in  1  über,  und  wir  behaupten  nun,  dass  die  zugehörige  homogene 
Substitution  U  scJdiesslich  in  —  1  übergeht,  dieses  letztere  Symbol  im 
obigen  Sinne  (pg.  200)  gebraucht.  In  der  That  ergiebt  sich  der  Be- 
weis unmittelbar  aus  der  Gestalt  (4)  pg.  198  der  homogenen  Substi- 
tution U,  indem  man  für  d  den  Wert  2ä  einträgt. 

Um  nun  zu  untersuchen,  ob  wir  die  für  die  elliptischen  Substi- 
tutionen beabsichtigten  Abänderungen  der  Randcurvenkette  unbeschadet 
der  Relation  (3)  vollziehen  dürfen,  haben  wir  zuvörderst  folgenden 
Satz   aufzustellen:   Wir  köfinen  zwei  elliptiscJie  Substitutionen  V,  V  mit 
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fest  gegebenen  Drehungswinkeln  d^  und  ^'  stets  noch  so  auswählen,  dass 
W  eine  beliebig  vorzuschreibende,  jedoch  von  der  Identität  verschiedene 
Substitution  V"  ist  Operieren  wir  nämlich  hier  durchweg  mit  uni- 
modularen  Substitutionen: 

-=(;'?).  ^-^'.%  --=C.1). 

so  kommt  die  Angabe  der  Winkel  ^  und  ^'  darauf  hinaus^  dass 
a  +  tf  =  X  und  a  -\-  8'  =  k  gegebene  Werte  sind,  während  übrigens 
^}  ß}  •  •  •;  y'f  ^  *^8  ^^^  gegebenen  Zahlen  a,  b,  c,  d  z\x  berechnen 
sind;  die  letzteren  erfüllen  die  Bedingung  ad  —  6c  =  1.  Für  «',  ß\ 
y'y  d'  berechnen  sich  dabei  aus  VV  =  V"  die  Gleichungen: 

j     a'  =  ad-cß,  ^=h8  —  dß, 

w  1      y'  ss=  —  fiy  ^  ca,         ö'  =  —  by  -^  da , 

und  F'  ist  unimodular,  falls  dies  für  V  gilt.  Die  Coefficienten  von  V 
und  F'  müssen  sonach  neben  (6)  den  drei  Bedingungen: 

a  -f-  i  =  X,         «'  -f-  d'  =  x',         ad  —  ßy  =  1 

genügen,  welche  unter  Benutzung  von  (6)  und  nach  Elimination  von 
d  für  a,  ß,  y  die  beiden  Gleichungen  liefern: 

(7)       a(a  —  rf)  +  /5c  +  y6  =  ax  —  x',       a(x  —  a)  —  ßy  =  1 . 

Es  giebty  wie  man  leicht  feststellt,  stets  Lösungssysteme  dieser  Glei- 
chungen in  endlichen  Zahlen  a,  ß,  y\  und  man  konnte  sogar  noch 
den  einen  Fixpunkt  von  F  willkürlich  wählen.  Der  einzige  Ausnah  nie- 
fall, den  wir  übrigens  bereits  oben  andeuteten,  ist  durch  6  =  c  =  0, 
a  s=  c7  =  4:  1  angegeben.  Hier  ist  noch  x'  =  +  x  zu  fordern,  damit 
Substitutionen  F,  F'  existieren;  in  der  That  müssen  ja  nun  F  und  F' 
einander  invers  sein,  da  F"=l  sein  soll.  Zum  Schluss  bemerke 
man  noch,  dass  bei  stetigen  Änderungen  von  V'\  x  und  x  die  Sub- 
stitutionen F,  V  ihrerseits  keine  unstetige  Änderungen  zu  erfahren 
brauchen.  — 

Indem  wir  alle  hiermit  getroffenen  Vorbereitungen  zusammen- 
fassen, gelingt  es  nunmehr  leicht,  das  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung : 

(8)  u, .  u^ ...  Un  •  U7,^'  üT^'  •..  vr^'  =  ±  1 

gültige  Vorzeichen  eindeutig  zu  bestimmen.  Das  hier  linker  Hand 
stehende  symbolische  Produet  wollen  wir  zur  Abkürzung  mit  U^  be- 
zeichnen: 

Das    Ziel   unserer    Untersuchung    ist    dann    der   Beweis    der   Formel 
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Ist  nun  p>  Oj  so  leiten  wir  den  Abänderungsprocess  so^  dass 
zunächst  nach  einander  in  den  p  Systemen  zu  sechs  Seiten  von  der  Art 
der  Figur  52  pg.  203  jeweils  die  Seiten  1  und  6  zur  Coineidenz  kommen. 
Die  Substitutionen  auf  der  linken  Seite  von  (8)  werden  sich  bei  con- 
stant  bleibendem  Uq  continuierlich  ändern  ^  wobei  nach  und  nach 
Ue  j  Uc  i,  ...,  ücg,  Uc^  mit  der  identischen  Substitution  gleich  werden. 
Infolge  der  vorausgesandten  Entwicklungen  können  wir  bei  der  Zu- 
sammenbiegung des  einzelnen  Seitenpaars  1  und  6  so  verfahren,  dass 
jedesmal  nur  die  Seiten  des  benachbarten  Systems  mit  verändert  und 
zwar  zuvörderst  gedehnt  werden,  während  der  übrige  Teil  des  Polygon- 
randes erst  noch  unverändert  bleibt.  Bei  der  Zusammenbiegung  des 
letzten,  zu  üc^  gehörenden  Seitenpaars  sind  dann  die  elliptischen  Sub- 
stitutionen F«  und  F„— 1  derart  mit  zu  verändern,  dass  die  Relation  (3) 
ständig  erfüllt  ist;  letzteres  ist  nach  den  eben  zuletzt  über  die  ellip- 
tischen Substitutionen  V  vorausgesandten  Bemerkungen  stets  möglich. 
Es  steht  aber  andrerseits  nichts  im  Wege,  bei  der  Zusammenbiegung 
der  Seiten  des  einzelnen  Paares  sogleich  den  gesamten  übrigen  Polygon- 
rand zu  verändern,  wenn  man  auf  diese  Weise  im  Einzelfall  bequemere 
Gestalten  des  Polygons  gewinnen  kann. 

Eine  besondere  Bemerkung  erfordert  der  bezeichnete  Deformations- 
process  nur  für  n  =  0  und  n  =  l.  Im  ersteren  Falle  werden  die 
beiden  Substitutionen  üc,  und  Uc^  oflfenbar  letzten  Endes  zu  gleicher 
Zeit  gleich  1,  und  wir  finden  Uq  =^  1  in  Übereinstimmung  mit  (1). 
Für  n  =  1  können  wir  den  Process  in  der  beschriebenen  Weise  nur 
erst  so  weit  fördern,  dass  wir  eine  Relation  Z^  •  JJ^^  =  Uq  erhalten. 
Indem  wir  jetzt  die  Seiten  1  und  6,  die  noch  übrig  sind,  zusammen- 
biegen, kommen  zugleich  die  durch  V^  auf  einander  bezogenen  Seiten 
zur  Coineidenz.  Wie  wir  schon  feststellten,  erhalten  wir  dann  Z7i  =  —  1 
und  Kl  =  1 ,  also  Uq  =  —  1 ,  was  wieder  mit  (1)  übereinstimmt  Für  n = 2 
hat  man,  um  Uc^  =  l  zu  erhalten,  übrigens  noch  dafür  Sorge  zu  tragen, 
dass  die  Drehungswinkel  für  V^  und  V^  gleich  werden.  Diese  Substitu- 
tionen sind  nun  in  der  That  invers,  und  die  Kette  der  Randcurven  ist 
(eventuell  nach  erlaubter  Abänderung)  in  ein  Ereisbogenzweieck  überge- 
gangen. Biegen  vnr  unter  wachsenden  Winkeln  die  beiden  Seiten  des 
Zweiecks  zusammen,  so  werden  in  Ui^U^-^Uq  die  beiden  links  stehen- 
den Factoren  zugleich  =  —  1,  so  dass  C/^  =  1  ist  und  die  Relation 
(1)  wieder  richtig  wird. 

Ist  nun  n  beliebig  >  2,  so  haben  wir  bisher  eine  Kette  von  2n 
Curven  und  ihr  entsprechend  eine  Relation 

(9)  U^U,'"Un  =  Uo 

erreicht,  wobei  gegenüber  (8)  nur  zwei  der  links  stehenden  Factoren 


I,  8.   Ansätze  zur  Definition  und  Erzeugung  der  Gruppen.  209 

verändert  erscheinen.  Hier  biege  man  nun  nach  einander  die  durch 
Uny  TJn—if  •  •  •  äuf  einander  bezogenen  Seiten  zusammen;  wobei  jedes- 
mal zwei  weitere  Eactoren  der  Veränderung  mit  zu  unterwerfen  sind. 
Das  schliesslich  noch  bleibende  Zweieck  behandeln  wir,  wie  oben^  und 
finden  letzten  £ndes  bei  unverändertem  Uq  alle  n  Factoren  auf  der 
linken  Seite  von  (9)  mit  ( —  1)  identisch.  Es  wird  somit  Uq  «=  ( —  1)", 
und  damit  ist  die  Relation  (1)  in  der  That  bewiesen. 


Die  allgemeinen  Grundlagen  für  die  Theorie  der  discontinuierlichen 
e- Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen  sind  mit  dem  Vorstehen- 
den  in  dem  hier  beabsichtigten  Umfange  vollständig  entwickelt  worden. 
Wenn  wir  von  dem  zuletzt  behandelten  Gegenstande  absehen ,  so  ist 
überall  der  Begriff  des  Discontinuitätsbereiches  das  wesentlichste  Fun- 
dament unserer  Untersuchungen  gewesen.  Dabei  können  wir^  je  nach 
dem  Zwecke  der  einzelnen  Untersuchung,  den  Discontinuitätsbereich 
entweder,  wie  im  Anfang  des  vorliegenden  Kapitels,  in  nicht  weiter 
specificierter  Gestalt  annehmen  oder  wir  können  die  normalen  Bereiche 
des  vorigen  Kapitels  oder  endlich  die  zuletzt  discutierten  kanonischen 
Polygone  benutzen.  Der  Übergang  von  der  einen  zur  andern  Gestalt 
ist  immer  durch  erlaubte  Abänderung  erreichbar. 

Auch  weiterhin  wird  der  Begriff  des  Discontinuitätsbereiches  seine 
centrale  Stellung  bewahren,  gerade  wie  dies  im  Specialfalle  der  Modul- 
functionen  in  „M."  I  und  II  zur  Geltung  kam.  In  diesem  Sinne  wür- 
den wir  hier  unter  beständigem  Gebrauch  der  Discontinuitätsbereiche 
auch  eine  allgemeine  Theorie  der  Untergruppen  entwerfen  können, 
welche  sich  den  Entwicklungen  in  „M.^^  I  pg.  308  ff.  aufs  genaueste 
analog  gestalten  würde.  Doch  führen  wir  dies  nicht  aus,  weil  eine 
Behandlung  der  Untergruppen  in  diesem  Sinne  gegenüber  der  ge- 
nannten Entwicklung  aus  „M.^^  I  einstweilen  zu  wenig  neue  Gesichts- 
punkte darbieten  würde.  Dies  wird  ja  nicht  hindern,  dass  wir,  wo 
sich  die  Gelegenheit  bieten  sollte,  von  dem  Princip,  durch  Aneinander- 
reihung von  Polygonen  Untergruppen  zu  definieren,  Gebrauch  machen. 

Ausgerüstet  mit  den  jetzt  gewonnenen  Methoden  und  allgemeinen 
Anschauungsweisen  wollen  wir  nunmehr  im  folgenden  Abschnitt  an 
die  Einzeluntersuchung  der  thatsächlich  existierenden  Gruppen  heran- 
gehen. 
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Zweiter  Abschnitt. 


Durchführung  der  geometrischen  Theorie  der 
Polygongnippen  ans  ^-Substitutionen. 


w 

Erstes  Kapitel. 

Behandlnng  der  Rotationsgrnppen  auf  Gnindlage  der  normalen 

Discontinnitätsbereiche. 

Die  in  den  beiden  letzten  Kapiteln  des  vorigen  Abschnitts  ent- 
wickelten Grundlagen  für  die  Theorie  der  eigentlich  discontinuierlichen 
Gruppen  aus  g- Substitutionen  sollen  nunmehr  für  die  Aufklärung  der 
thatsächlichen  Einzelheiten  dieser  Theorie  zur  Verwendung  gebracht 
werden.  Die  Betrachtung  soll  dabei  überall  auf  die  Polygongnippen 
eingeschränkt  bleiben^  da  die  eigentlichen  Polyedergruppen  bei  unseren 
späteren  functionentheoretischen  Untersuchungen  keine  Rolle  mehr 
spielen  werden.  Innerhalb  des  so  beschränkten  Bereiches  wollen  wir 
jedoch;  soweit  als  unsere  Mittel  gestatten^  in  dem  anschaulichen 
Erfassen  der  wirklich  existierenden  Gruppen  vordringen.  In  diesem 
Sinne  soll  im  ersten  Kapitel  die  pg.  106  fiP.  begründete  Theorie  der 
Normalpolygone  auf  die  unter  III  pg.  164  rubricierten  Rotationsgruppen 
angewandt  werden.  Wir  geben  zunächst  eine  erschöpfende  Behandlung 
der  elliptischen  und  parabolischen  Rotationsgruppen.  Für  die  hyperbolischen 
Rotationsgruppen  (Hauptkreisgruppen)  gewinnen  wir  zwar  im  Verfolg 
der  zugehörigen  Normalpolygone  den  sehr  interessanten  Begriff  der 
,jnatürlichen^^  Discontinnitätsbereiche;  dagegen  kommen  wir  für  diese 
Gruppen  hier  noch  nicht  zum  vollständigen  Abschluss,  müssen  viel- 
mehr zu  diesem  Ende  (im  folgenden  Kapitel)  die  „kanonischen"  Polygone 
heranholen.  Übrigens  wird  es  ein  Leichtes  sein ^  im  Anschluss  an  die 
parabolischen  Rotationsgruppen  die  unter  II  der  Tabelle  pg.  164  ge- 
nannten Gruppen  mit  zwei  Grenzpunkten  zu  erledigen.  Endlich  sind 
die  cyclischen  Gruppen  oben  pg.  65  ff.  sowie  in  „M."  I  pg.  183  ff.  be- 
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reits  Yollständig  behandelt;  die  Erweiterung  durch  Spiegelungen  ist 
bei  diesen  Gruppen,  abgesehen  vom  loxodromischen  Falle^  stets  möglich 
(siehe  das  Nähere  in  ,,M."  I  pg.  200  ff.).  So  bleibt  för  das  dritte  Ka- 
pitel des  vorliegenden  Abschnitts  nur  noch  die  Besprechung  der  Nicht- 
rotationsgruppen  über. 

§  1.    Erledigung  der  elliptisoben  Botationsgrappen. 

Die  elliptischen  Rotationsgruppen  oder  Gruppen  der  regulären 
Körper  haben  in  „Ikos.*'  Abschn.  I,  in  „M."  I  pg.  69  ff.,  sowie  oben 
pg.  69  ff.  ausführliche  Behandlung  gefunden.  Speciell  an  letzter  Stelle 
wurden  diese  Gruppen  in  ihrer  Eigenschaft  als  Gruppen  von  Bewegungen 
der  elliptischen  Ebene  in  sich  untersucht.  In  jedem  Falle  ist  es  leicht 
zu  sehen,  dass  es  sich  hier  um  Gruppen  endlicher  Ordnung  handelt. 
Dieses  ergiebt  sich  z.  B.  unter  Gebrauch  der  elliptischen  Ebene  mit 
Rücksicht  auf  die  Forderung,  dass  die  einzelne  Gruppe  in  dieser  Ebene 
einen  endlich  ausgedehnten  Discontinuitätsbereich  hat,  einfach  aus 
dem  Umstände,  dass  der  Gesamtinhalt  der  elliptischen  Ebene  endlich 
ist.  Aus  den  Entwicklungen  des  ersten  Abschnitts  folgt  zugleich,  dass 
durch  die  fraglichen  Gruppen  der  elliptischen  Ebene  auch  die  sämt- 
lichen Gruppen  endlicher  Ordnung  aus  g- Substitutionen  bereits  erschöpft 
sind;  denn  die  parabolischen  und  hyperbolischen  Rotationsgruppen, 
sowie  alle  Nichtrotationsgruppen  sind  von  unendlicher  Ordnung. 

Die  citierten  Darlegungen  über  die  elliptischen  Rotationsgruppen 
sollen  hier  noch  eine  Ergänzung  erfahren.  In  „Ikos.''  pg.  115  ff.  ist 
bewiesen,  dass  die  cyclischen  (elliptischen)  Gruppen,  die  Gruppen  der 
DiedeTf  des  Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosaeders  bereits  alle  existierenden 
dliptiscJien  Rotationsgruppen  und  also  alle  Gruppen  endlicher  Ordnung 
aus  ^'Substitutionen  darstellen.  Dabei  sind  es  functionentheoretische 
Überlegungeu,  welche  bei  diesem  Beweise  benutzt  werden;  und  dieser 
Umstand  macht  es  wünschenswert,  dass  wir  hier  untersuchen,  wie  sich 
das  gleiche  Ergebnis  aus  rein  gruppentheoretisch- geometrischen  Er- 
wägungen entnehmen  lässt*).  Diese  Ergänzung  wurde  bereits  oben 
(pg.  69)  in  Aussicht  genommen;  sie  entspricht  der  vielfach  sonst  be- 
handelten elementargeometrischen  Aufgabe,  alle  ,,regulären''  Körper 
aufzuzählen. 


*)  Die  Methode,  welche  C.  Jordan  in  der  Abhandlnng  ^,Memoire  sur  les 
^quations  diffirentielles  Undaires  ä  inUgrale  algebrique*'  (Crelle's  Journal  Bd.  84, 
1877)  zum  Beweise  unseres  Satzes  benutzt,  ist  gruppentheoretisch-algebraisch;  es 
handelt  sich  dabei  um  eine  schrittweise  ausgeführte  Construction  der  fraglichen 
Gruppen  von  ihren  cyclischen  Untergruppen  aus.  Übrigens  sehe  man  wegen  wei- 
terer Literaturangaben  „Ikos.'*  p.  115  u.  f. 
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Den  fraglichen  Nachweis  gründen  wir  hier  auf  die  Theorie  der 
Normalpolygone,  und  zwar  in  der  Art,  dass  wir  die  Aufgabe  erledigen, 
alle  denkbaren  und  wesentlich  verschiedenen  Normalpolygone  Pq  in 
der  elliptischen  Ebene  aufzustellen.  Das  einzelne  Polygon  nehmen  wir 
nach  pg.  113  zuvorderst  so  an,  dass  es  je  nur  an  einen  elliptischen 
Fixpunkt  aus  der  einzelnen  Classe  heranragi  Man  bemerke,  dass  unter 
dieser  Voraussetzung  auf  dem  Rande  von  Pq  niemals  zwei  elliptische 
Ecken  unmittelbar  auf  einander  folgen  können*). 

Das  Polygon  Pq   habe  nun  s  =  2q  Seiten,   m  Cyclen  zufalliger 

Ecken   und   n  elliptische  Ecken  mit  den  Winkeln  y-,  y-,  . . .,  7-- 

Da  zum  einzelnen  Gyclus  wenigstens  drei  zufallige  Ecken  gehören,  so 
gilt  für  die  Anzahl  (s  —  n)  der  zufalligen  Ecken: 

(1)  s  — n^3m. 

Da  femer  die  Winkelsumme  des  geradlinigen  s-Ecks  der  elliptischen 
Ebene  >  (s  —  2)ä  ist,  so  gilt: 

(2)  2tn+^^>s-2. 

Wenn  wir  $  aus  (1)  und  (2)  eliminieren  und  zugleich  die  Ungleichung 
h^2  berücksichtigen,  so  folgt  weiter: 

n 

(3)  n^^j>m  +  n  —  2. 

Da  endlich  nach  den  vorausgesandten  Bemerkungen  die  Anzahl  (s  —  n) 
der  zufalligen  Ecken  nicht  kleiner  sein  kann ,  als  die  Anzahl  n  der 
elliptischen  Ecken,  so  ist: 

(4)  8  —  n'^n. 

Nun  kommen  zufolge  der  letzten  Angabe  jedenfalls  zufallige  Ecken 
vor,  so  dass  m  ^  1  ist.  Aus  (3)  folgt  2  >  m,  und  also  ist  m  =  1,  so 
dass  Pq  einen  Cyclus  zufalliger  Ecken  aufweist.  Die  Substitution  von 
w  =  1  in  (2)  liefert  mit  Rücksicht  auf  (3): 


n  ^^  y>s  —  4,    4>s  —  n. 


so  dass  unter  Benutzung  von  (1)  sich  5  —  n  =  3  und  also  ein  drei- 
gliedriger Cyclus  von  Ecken  ergiebt.    Nun  liefert  die  Ungleichung  (4) 

*)  Die  zwischenliegende  Seite  wäre  in  der  That  sowohl  der  rechts,  wie  der 
links  folgenden  Seite  zugeordnet,  was  nnr  beim  zweieckigen  Discontinnitätsbereich 
einer  cyclischen  Gruppe  zutrifft;  dieser  Fall  aber  kommt  im  Texte  nicht  in  Betracht. 
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für  n  die  Werte  1,  2  und  3;   doch  ist  n  =  2  sofort  auszuschliessen^ 
da  in  diesem  Falle  $  eine  ungerade  Zahl  sein  würde. 

Für  n  =  1  wäre  Pq  ein  Viereck,  bei  dem  sich  ersichtlich  in  keiner 
Weise  ein  dreigliedriger  Eckencyclus  herstellen  liesse.  Es  ist  somit 
notwendig: 

(5)  m  =  1,    n  —  8,    g  =  3,    s  =  6, 

und  aus  (2)  ergiebt  sich  für  die  ganzen  Zahlen  l^,  l^,  l^: 


(6) 


f  +  f  +  |>l. 

*1  «s  *8 


Dctö  Narmälpolygon  P^  der  dliptiscJien  Ebene  ist  ein  Sechseck  mit  drei 
zufälligen  und  drei  elliptischen  Ecken,  welche  letztere  der  Ungleichung  (6) 
genügen.  Diese  Ungleichung  lässt  nach  jJkosJ^  nur  folgende  vier  Lösungen  zu: 


h 

2, 

k 

2 

2 

l 

2 

3 

3 

2 

3 

4 

2 

3 

5, 

wobei  im  ersten  Falle  die  ganze  Zahl  l  unbestimmt  bleibt. 

Um  die  sämtlichen,  diesem  Ansätze  entsprechenden  Gruppen  auf- 
zuzählen, schalten  wir  eine  Hilfsbetrachtuug  ein. 

Die  elliptischen  Ecken  von  Pq  nennen  wir  e^,  e^y  e^  und  die  ihnen 
zugehörigen  Substitutionen  F^,  F^,  Fj.  Indem  wir  die  drei  Geraden 
e^e^,  e^,  e^^  ziehen,  spalten  wir  von  Pq  drei  in  Figur  54  durch 
Nummern  unterschiedene  Dreiecke  ab.  Wir  nehmen  sodann  in  dem 
Sinne  eine  erlaubte  Abänderung 
von  Pq  vor,  dass  wir  auf  das 
Dreieck  1  und  2  bez.  die  Sub- 
stitutionen Fj  und  Fi""^  aus- 
üben. Das  in  Figur  54  (rechter 
Hand)  dargestellte  neue  Po- 
lygon Pq  besteht  aus  zwei 
neben  einander  liegenden  Drei- 
ecken mit  den  Ecken  ^i ;  ^  ?  ^  >  ^'* 
Die  beiden  zuletzt  genannten  Ecken  e^^  e^  sind  die  Fixpunkte  von 
Fj=  y^'^V^"^  bez.  Fj'=  V^V^,  Nun  beachte  man,  dass  die  Gerade 
CyB^  gemeinsame  Niveaulinie  von  F^  und  F^  ist,  und  dass  demnach  die 
Spiegelung  Fj  an  dieser  Geraden  sowohl  Fj  wie  V^  in  ihre  inverse 
Substitution  transformiert.  Durch  F3  werden  somit  Fj  und  Fj',  und 
also  auch  e^  und  e^  in  einander  transformiert:  Die  Gerade  e^e^  ist  eine 


Fig.  54. 
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Symfnetrielinie  des  Boppeldreiecks  Pq\  und  also  sind  die  Winkel  des  ein- 
zelnen  Dreiecks  y- ,  y- ,  y-  • 

*i        »i       »3 

In  der  durch  Fg  erweiterten  Gruppe  F  sind  auch  die  beiden  Spie- 
gelungen Fj  ='yiV^y  ^1  ==  ^3 ^2  ^^  ^^^  beiden  anderen  Seiten  ej^  bez. 
^^  des  Elementardreiecks  enthalten.  Diese  drei  Spiegelungen  F^,  Fg,  Fj 
können  dann  als  Erzeugende  von  F  benutzt  werden;  F^,  F^,  Fg  stellen 
sich  in  ihnen  in  der  Gestalt  dar: 


(7)  Fl  Fj  —  F3,     F2  F3  —  Fj ,     F3  Fj  =  F2 . 

Die  vier  schon  angegebenen  Zahlcombinationen  l^j  l^y  /,  führen  von 
hieraus  direct  zu  den  vier  oben  (pg.  70  flf.)  mitgeteilten  regulären  Ein- 
teilungen der  elliptischen  Ebene  zurück;  andere  reguläre  Einteilungen 
als  diese  giebt  es  also  nicht,  und  dies  sollte  bewiesen  werden*). 

§  2.    Die  Ncrmalsechseoke  der  parabolisohen  Botationsgruppen. 

Die  parabolischen  Rotationsgruppen  oder  Gruppen  der  parabolischen 
Ebene  bestehen  bei  zweckmässiger  Einführung  von  t  (<^f-  P*  8)  nur  aus 
g- Substitutionen  der  Gestalt: 

(1)  ^=e^''t  +  c, 

wobei  man  den  Winkel  d^  auf  das  Intervall  0<'9'<2;r  einschränken  wird. 
Die  einzelne  solche  Substitution  ist  parabolisch  mit  dem  Fixpunkt 
g=oo,  falls  d'  =  0  ist;  bei  einem  von  null  verschiedenen  Winkel  ^ 
hat  man  hingegen  eine  elliptische  Substitution,  deren  einer  Fixpunkt 
bei  g  =  cx)  gelegen  ist. 

Um  nun  die  Theorie  der  Normalpolygone  hier  wieder  im  einzelnen 
durchzuführen,  möge  zuvörderst  eine  Gruppe  F  vorgelegt  sein,  welche 
nicht  cyclisch  ist  und  nur  parabolische  Substitutionen  (1)  enthält..  Ein 
zu  r  gehörendes  Normalpolygon  Pq  habe  s  =  2q  Seiten,  m  Cyclen 
zufälliger  Ecken  und  n  nicht-zufällige  Ecken.  Da  F  nicht  cyclisch  ist, 
so  ist  g  >  1;  da  ferner  g  =  00  der  einzige  Fixpunkt  der  Substitutionen 
von  F  ist,  so  ist  w  =  1  oder  =  0,  je  nachdem  Pq  an  diesen  Fixpunkt 
heranreicht  oder  nicht.     Es  gelten  nun  die  Bedingungen: 

(2)  s  —  n  >  3m,     2m  =  5  —  2; 


*)  Die  Tetraedergruppe  sowie  die  aämtlichen  Diedergruppen  erster  Art  lassen 
sich  übrigens  stets  noch  auf  eine  zweite,  wesentlich  neue  Weise  auf  Gruppen  der 
zweiten  Art  erweitern.  Die  Vierergruppe  ist  sogar  in  vier  verschiedenen  Gruppen  F 
als  Untergruppe  des  Index  zwei  enthalten.  Wir  gehen  auf  die  Untersuchungs- 
methode  derartiger  Gruppenerweiternugen  bei  Gelegenheit  der  parabolischen 
Botationsgruppen  mit  Ausführlichkeit  ein. 
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die  erste  Bedingung  ist  identisch  mit  (1)  pg.  212;  die  zweite  folgt  aus 
der  Betrachtung  der  Winkelsumme  des  Polygons. 

Durch  Addition  der  Relationen  (2)  folgt  nun  2  '^m  -{•  n]  man 
hat  also  nur  die  beiden  Möglichkeiten: 

(3)  m  +  n=l,    w  +  w  =  2. 

Nimmt  man  im  ersten  Falle  n  «=  1^  so  folgt  m  ^=^0,  s  =»  2^  und  also 
wäre  r  cyclisch;  was  wir  soeben  ausschlössen.  Combiniert  man  die 
Annahme  n  =  1  mit  der  zweiten  Gleichung  (3),  so  folgt  m«=  1,  s  =  4; 
doch  würde  eine  Viereck  Pq  neben  der  parabolischen  Ecke  notwendig 
noch  eine  elliptische  aufweisen,  die  der  parabolischen  gegenüber  läge. 
Die  Annahme  n  »=  1  ist  somit  unstatthaft:  dctö  Polygon  Pq  verläuft 
durchaus  im  Ihtdlidien  und  hat  nur  eußllige  Ecken. 

Setzen  wir  somit  n  =  0,  so  liefern  die  Gleichungen  (3)  die  Mög- 
lichkeiten m  =  1  und  m  =  2,  denen  die  Werte  s  =  4  bez.  s  =  6 
entsprechen.  Das  Normälpolygon  einer  parabolischen  Rotationsgruppe, 
welche  nicht-cyclisch  ist  und  nur  aus  parabolischen  Substitutionen  besteht, 
ist  entweder  ein  Viereck  oder  ein  Sechseck  mit  nur  eufälligen  Ecken,  Wir 
werden  bald  finden^  dass  sich  das  Viereck  als  ein  besonderer  Fall  des 
Sechsecks  auffasseoi  lässt. 

Liegt  nun  der  erste  Fall  s  =  4  vor,  so  sind  notwendig  je  die 
beiden  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  Pq  auf  einander  be- 
zogen; denn  anderenfalls  würden  nicht-zufallige  Ecken  vorhanden  sein. 
Es  folgt  hieraus,  dass  Pq  ein  Parallelogramm  ist.  Die  vier  Ecken  dieses 
Parallelogramms  bilden  einen  viergliedrigen  Cyclus  und  eben  deshalb 
sind  sie  alle  vom  Gentrum  Cq  des  Normalbereichs  gleich  weit  entfernt. 
Es  folgt:  Für  s^=»4:ist  der  Normalhereich  unserer  parabolischen  Rotations- 
gruppe  ein  Rechteck,  dessen  Gegenseiten  einander  zugeordnet  sind;  umgekehrt 
definiert  jedes  Rechteck  dieser  Seitenzuordnung  eine  Gruppe  unserer  Art  und 
ist  Normalbereich  derselben.  Die  Gentren  Cq,  C^,  C,,  ...  der  zugehörigen 
Rechteckteilung  bilden  nämlich  ein  rechteckiges  Punktgitter^  und  das  zu 
diesem  System  äquivalenter  Punkte  gehörende  Netz  der  Normalpolygone 
liefert  offenbar  direct  die  Rechtecke. 

Beim  Sechseck  sind  notwendig  auch  jedesmal  zwei  Gegenseiten 
auf  einander  bezogen;  denn  jede  andere  Art^  die  Seiten  zuzuordnen^ 
führt  entweder  auf  elliptische  Ecken  oder  zweigliedrige  Cyclen,  wie 
man  ohne  Mühe  im  einzelnen  feststellen  wird.  Es  sind  somit  je  zwei 
Gegenseiten  des  Sechsecks  parallel  und  gleich^  und  wir  haben  zwei  drei- 
gliedrige Cyclen  zufälliger  Ecken,  wobei  zum  einen  Cyclus  die  erste, 
dritte  und  fünfte  Ecke  gehören,  zum  anderen  die  zweite,  vierte  un 
sechste.  Das  fertige  Bild  der  Sechseckteilung  ist  in  Figur  55  angedeutet 
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wie  man  sieht,  bilden  die  Centren  Cq,  Cj,  Cg,  ...  ein  parallelogram- 
matisches  Gitter.  Verbindet  man  Cq  mit  den  Centren  der  sechs  benach- 
barten Seeksecke,  so  erscheint  Pq  durch  drei  in  CJ,  sich  schneidende 
Gerade  in  sechs  Vierecke  zerlegt,  von  denen  je  zwei  gegenüberliegende 
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Fig.  56. 


congruent  sind.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  nicht  nur  je  die  drei 
Ecken  des  einzelnen  Cyclus  von  Cq  gleich  weit  entfernt  sind,  sondern 
dass  sogar  alle  sechs  Ecken  auf  einem  Kreise  um.  Cq  liegen.  Über- 
haupt aber  gilt  der  Satz:  Das  Normalpolygon  der  parabolischen  Rotations' 
gruppen  ohne  elliptische  Substitutionen  ist  durch  seine  Eigenschaft,  ein 
Sechseck  im  Kreise  mit  gleichen  und  einander  zugeordneten  Gegenseiten 
zu  sein,  bereits  endgültig  definiert.  Aus  der  Gleichheit  der  Gegenseiten 
ergiebt  sich  nämlich  bei  einem  beliebigen  solchen  Sechseck  leicht 
auch  deren  Parallelismus;  und  hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Winkel- 
summe des  einzelnen  Eckencyclus  2n  ist.  Ein  Sechseck  der  genannten 
Art  ist  also  stets  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe.  Für  letztere 
aber  bilden  die  Sechseckmittelpunkte  des  zugehörigen  Netzes  ein  System 
äquivalenter  Punkte  Cq,  C^,  C^^  . . .,  und  das  zu  diesem  System  ge- 
hörende Netz  der  Normalpolygone  liefert  eben  das  Sechseck  wieder, 
von  dem  wir  gerade  ausgingen. 

Der  vorhin  gesondert  behandelte  Fall  eines  Rechtecks  Pq  lässt 
sich,  wie  bereits  oben  bemerkt,  als  Specialfall  eines  Sechsecks  unserer 
Art  auffassen:  In  der  That  werden  wir  auf  ein  Rechteck  mit  einander 
zugeordneten  Gegenseiten  geführt,  falls  im  Sechseck  irgend  zwei  einander 
gegenüberliegende  Seiten  verschwindend  klein  werden.    Dieserhalb  ist  es 
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statthaft,  allgemein  vom  „N^ormalsecbseck  der  paraboliBcheu  Rotations- 
gruppeD  ohne  eUiptische  SubstitutioDen"  zu  sprechen. 

Da  übrigens  jede  Substitution  der  Gruppe  geometrisch  eine  Po- 
railelversekü^ng  der  £-Ebene  in  sich  bedeutet,  eo  ist  offenbar  jedes 
System  bezüglich  der  Gruppe  äquivalenter  Funkte  Gq,  C/,  Ca,  ■■■ 
mit  dem  obigen  besonderen  System  C^,  C,,  C^,  . ..  congruent.  Hieraus 
folgt  aber  auch  die  Congruenz  des  zum  Gentrum  C^  gehörenden 
Mormalpolygons  P^'  mit  P^:  Bei  einer  parabolischen  Botation^ruppe 
ohne  elliptische  Substitutionen  ist  die  Gestalt  des  Normalpolygons  unab- 
hängig von  der  Atiswahl  des  Centrums  £7^  und  mit  der  Gruppe  ändeut^ 
bestimmt 

Das  Sechseck  gestattet  eine  wichtige  erlaubte  Abänderung,  die 
hierneben  in  Figur  56  ausgeführt  ist.  In  der  neuen  Gestalt  ist  der 
DiBGontinuitÄtsbereich  ein  Parallelogramm  mit  einander 
eugeordneten  Gegenseite;  offenbar  lässt  sich  dieser  Über- 
gang zum  Parallelogramm  auf  drei  verschiedene  Weisen 
vollziehen.  Weiter  folgt  unmittelbar:  Eine  parabolische 
Bolationsgruppe  ohne  ell^iHsche  Substitutionen  ist  stets 
aus  ewei  mü  einander  vertauschbaren  Substitutionen  er- 
geughar,  die  wir  sogleich  in  die  typische  Gestalt  setzen 
lernten: 

(4)  r=s+ioM  r^E  +  wj. 

Die  gesamte  Gruppe  besteht  demnach  aus  den  Substitutionen: 

(5)  E*«  g  +  MiM,   +  »W.(»j, 

wo  m,,  t»,  alle  Paare  ganzer  Zahlen  durchlaufen  sollen.  Diesem  Resultate 
gemäss  sind  unsere  parabolischen  Rotationsgruppen  keine  anderen,  als 
die  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  zu  Grunde  liegenden 
Gruppen;  im  Discontinuitatsbereich  der  Figur  56  erkennen  wir  direct 
das  Pmodenparaltelogramm  jener  Theorie.  Die  oben  gelegentlich  benutzte 
Benennung  „Gruppen  der  doppeliperiodischen  Functionen"  für  die  in  Rede 
stehenden  Rotationsgruppen  ist  damit  gerechtfertigt*). 

§  3.    Besiehimg  der  Normalseohseoke  der  parabolisohen  Botationa- 
gmppen  bot  BedaotioQ  der  binären  quadratischen  Formen. 

Das  Periodenparallelogranim  der  doppeltperiodischen  Functionen 
kann  nach  einer  bekannten  Theorie  in  unendlich  vielen  Weisen  ge- 
wählt werden.    Es  hängt  dies,  wie  z.  B.  in  „M."  I  pg.  39  erörtert  ist, 

*)  Dae  im  Texte  ({ewonnene  Eigeboia,  doei  sieb  eine  eigeutlicfa  diseonti- 
Duierliche,  nur  ans  SubatitiitioneD  der  Gestalt  £'  ~  £  -f  i'  lieBteheode  Gruppe  stets 
aos  twei  und  nicht  mehr  Substitutionen  erzeugen  lässt,  liefert  den  Satz  der  Functionen- 
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mit  der  linearen  Transformation  der  Perioden  od^  Og  zusammen;  neben 
ein  erstes  Parallelogramm  der  Ecken  ^  =  0,  m^^  a^y  cd,  -f-  fl'2  stallt 
sich  jedes  weitere  mit  den  Ecken  0,  ©/,  ©2 ,  0/+  02',  wobei  in  be- 
kannter Weise: 

ist  und   a,  ß,  y,  d  irgend   vier  ganze  Zahlen  der  Determinante  1  be- 

deuten.    Die  gesamten  hierbei  eintretenden  Quotienten  o)  =»  -^  stellen 

nach  „M,'^  I  ein  System  bezüglich  der  Modulgruppe  äquivalenter  Punkte 
dar:  indem  wir  einen  einzelnen  unter  diesen  Punkten  aufsuchen ^  haben 
wir  zugleich  eines  unter  jenen  Parallelogrammen  fixiert. 

Die  Auswahl  eines  einzelnen  Punktes  cd  oder  Parallelogramms 
ist  nun  in  anderer  Gestalt  dieselbe  Operation,  welche  in  der  Theorie 
der  Reduction  der  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  negativer 
Determinanten  als  Auswahl  einer  repräsentierenden  Form  erscheint. 
In  „M.^^  I  pg.  243  S.  ist  diese  Theorie  entwickelt;  wobei  das  Ausgangs- 
dreieck der  Modulteilung  als  Raum  für  die  reducierten  Formen  zu 
Grunde  gelegt  ist.  Die  entsprechenden  Reductionsbedingungen  für  cd 
bez.  für  die  Coefficienten  der  quadratischen  Formen  sind  a.  a.  0. 
pg.  249  angegeben;  durch  diese  Bedingungen  wird  in  jeder  Classe 
äquivalenter  Formen  eine  einzelne  Form  eindeutig  als  reduciert  festgelegt 

Die  Normalsechsecke  des  vorigen  Paragraphen  waren  nun  ihrer- 
seits eindeutig  mit  den  Gruppen  bestimmt.  Die  zu  den  Sechsecken 
gehörenden  Parallelogramme,  deren  Herstellungsart  wir  sogleich  noch 
näher  betrachten^  werden  demnach  gleichfalls  als  „Repräsentanten'^ 
aller  übrigen,  zu  derselben  Gruppe  gehörenden  Parallelogramme  fungieren 
können,  und  wir  werden  sie  in  diesem  Sinne  als  ,,reducierte  Parallelo- 
gramme'^  bezeichnen.  Dabei  entspringt  die  Frage,  ob  die  auf  diesem 
Wege  von  den  Normalsechsecken  aus  zu  gewinnenden  Reductions- 
bedingungen mit  denen  in  „M.^'  I  pg.  249  übereinstimmen,  oder  welche 
sie  sonst  sein  mögen. 

Zur  Verwandlung  des  Sechsecks  in  ein  Parallelogramm  fixiere 
man  nun  die  Centren  der  sechs  dem  Ausgangssechseck  Pq  benach- 
barten Sechsecke  und  nenne  diese  Centren,  wie  Figur  55  andeutet, 
^i)  f^ii  •••7  C^6-  Irgend  drei  consecutive  unter  diesen  Centren  mit  Cq 
vereint  liefern  die  Ecken  eines  Parallelogramms.     Dabei  entspringen 

theorie,  dass  eine  eindeutige  Function  eines  complexen  Argumentes  niemals  mehr 
als  zwei  von  einander  unabhängige  Perioden  aufweisen  kann.  Der  bekannte  von 
Jacobi  herrührende  Beweis  dieses  Satzes  kommt  geradezu  darauf  hinaus,  dass 
im  Falle  von  drei  unabhängigen  Perioden  die  Existenz  infinitesimaler  Substitutionen 
dargethan  wird;  er  ordnet  sich  also  in  unseren  allgemeinen  Gedankengang  ein. 
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offenbar  nur  drei  verschiedene  Parallelogramme.  Man  kann  dieselben 
auch  dadurch  herstellen,  dass  man  das  Dreieck  der  Ecken  C^^  C^,  C^ 
auf  die  'drei  möglichen  Arten  zum  Parallelogramm  ergänzt.  Hieraus 
geht  bereits  hervor,  dass  die  neuen  Reductionsbedingungen  für  die 
Parallelogramme  nicht  ein-,  sondern  dreideutig  sein  werden. 

Das  Sechseck  hat  nun  lauter  stumpfe  Winkel,  die  nur  im  Grenz- 
fall eines  Rechtecks  rechte  Winkel  werden.  Die  Winkel  des  eben  zu- 
letzt genannten  Dreiecks  sind  sonach  spitze  oder  höchstens  rechte. 
Umgekehrt  liefert  irgend  ein  Dreieck  dieser  Art  durch  Errichten  der 
Lote  auf  den  Seitenmitten  u.  s.  w.  stets  ein  Normalsechseck  (cf.  Figur  55 
pg.  216).  Wir  finden  sonach:  Die  von  den  Normalsechsecken  für  die 
Periodenparallelogramme  etc.  gelieferten  Reductionsbedingungen  kleiden  sich 
in  die  einfache  geometrische  Gestalt,  dass  das  Dreieck  mit  den  Ecken 
S  <s  0,  (Ol,  (02  ein  spitzwinkliges  oder  höckstens  rechtwinkliges  sein  soll. 
Wir  sind  hiermit  vom  Normalsechseck  aus  gerade  zu  jener  Reductions- 
bedingung  geführt,  welche  in  der  wichtigen  Arbeit  von  Selling  ,,Vher 
die  binären  und  temären  quadratischen  Formen^^*)  der  Theorie  der 
binären  Formen  zu  Grunde  gelegt  ist. 

Um  zu  untersuchen,  wie  sich  die  vom  Normalsechseck  gelieferte 
Reductionsbedingung  für  den  Periodenquotienten  cd  ausspricht,  nennen 
wir  die  Seitenlängen  des  Dreiecks  mit  den  Ecken  Cq,  C|,  Oj  etwa 
Sq,  «1,  «2?  wobei  die  Seite  St  der  Ecke  d  gegenüberliege.  Wir  führen 
überdies  g  so  ein,  dass  in  den  Eckpunkten  Cqj  C^,  C^  die  Werte  ^=»0 
bez.  (Dg,  CD^  zutrefiPen;  dann  ist  der  Periodenquotient  cd  von  positivem 
imaginären  Bestandteil,  und  Sq^  s^,  s^  sind  bez.  die  absoluten  Beträge 
der  drei  Zahlen  cd^  —  CDg,  ©i,  (Dg. 

Die  Forderung,  dass  das  in  Rede  stehende  Dreieck  nicht  stumpf- 
winklig sein  soll,  drückt  sich  nun  durch  die  drei  folgenden  Unglei- 
chungen aus: 

(1)  Si'+s,'^Si'',    i,  ifc,  Z=l,2,  3. 

Verstehen  wir,  wie  gewohnt,  unter  5  den  zu  co  conjugierten  Wert, 
so  nehmen  bei  Übergang  zu  cd  und  a  die  drei'  Bedingungen  (1)  die 
Gestalt  an: 

CD©  +  (cd  —  l)(ö—  i)>:i, 

(DOO       '       \  OJ/  \  (0/    ' 


(2) 


__?!_  .  _  5^   -I-  _*_  .  _  ^      >  1 

CD  1         (0  —    1       '       0)    —    1        CO   —    l~-       ' 


wobei  das  Gleichheitszeichen  im  Einzelfall  natürlich  höchstens  in  einer 


*)  Crelle's  Journal,  Bd.  77  pg.  143  ff.  (1874). 
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der  drei  Relationen  vorkommen  kann.   Die  drei  Bedingungen  (2)  ver- 
wandeln sich  nach  kurzer  Zwischenentwicklung  in: 

und  diese  Ungleichungen  gehen^  wenn  man  o  «=  |  -|-  ^^  einführt^  über 
in  die  folgenden: 

(3)  l'+'?*^6,    i^l>o. 

Der   durch   diese  Bedingungen   eingegrenzte  Bereich   ist   nun   das  in 
Figur  57  dargestellte  Kreisbogendreieck  mü  dei%  Eckpunkten  cd  «"O^  1^  cx>; 

dieses  Dreieck  ist  also  der  von  den  Nomuüsechs- 
ecken  gelieferte  Baum  der  reducierten  Werte  o. 
Infolge  der  oben  gewählten  Einführung  der 
Werte  m^^  o^  konnten  wir  uns  hierbei  auf  die 
positive  (D- Halbebene  beschränken. 

Das  Dreieck  der  Figur  57  besteht  aus  drei 
Doppeldreiecken  der  Modulteilung.  Dem  ent- 
spricht die  schon  oben  hervorgehobene  That- 
sache,  dass  das  Normalsechseck  auf  die  oben 
beschriebene  Art  stets  drei  Parallelogramme 
liefert,  welche  zugleich  reduciert  sind.  Es  ist 
übrigens  leicht  ersichtlich,  dass  die  Randpunkte 
des  Ereisbogendreiecks  diejenigen  Gruppen  liefern,  deren  Normal- 
sechsecke durch  Verschwinden  zweier  Gegenseiten  in  Rechtecke  ausarten. 
Die  drei  Paare  der  Gegenseiten  des  Sechsecks  correspondieren  dabei 
den  drei  Seiten  des  Kreisbogendreiecks  der  Figur  57. 

Übrigens  ist  es  gar  nicht  schwer,  die  geometrische  Überlegung 
so  zu  wenden,  dass  wir  statt  der  Selling'schen  Reductionsbedingungen 
diejenigen  von  „M."  I  pg.  249  wiedererhalten.  Im  wesentlichen  kommt 
dies  darauf  hinaus,  dass  unr  unter  den  drei  eben  wiederholt  genannten 
Parallelogrammen  dasjenige  bevorzugen,  welches  die  beiden  kleinsten  Seiten 
hat  Dabei  wolle  man  den  Nullpunkt  5  =  0  sowie  die  beiden  Perioden 
(Dj  und  CD2  in  der  Weise  einführen,  dass  bei  positivem  Umlauf  des 
Parallelogramms  die  drei  Eckpunkte  bei  g  <==  (Dj  ,  0,  o^  in  dieser  Reihe 
auf  einander  folgen,  und  dass  die  Seite  von  5  =  0  bis  ^  =  m^  die 
kleinste  wird.  Der  Quotient  <o  wird  alsdann  positiven  imaginären 
Bestandteil  haben.  Die  so  gegebene  Vorschrift  lässt  sich,  wenn  wir 
hier  stets  von  particulären  Fällen  absehen,  noch  in  zwei  Weisen 
ausführen;  doch  liefern  beide  Arten  gleiche  Quotienten  o}.  Der  ana- 
lytische Ausdruck  der  vorstehenden  Bedingungen  ist: 


(WO 


Fig.  57. 


^i:k^i\>  \^i  \>  \^ 
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gültig  sowohl  für  das  obere  ^  wie  untere  Zeichen.  Die  Entwicklung 
dieser  Ungleichungen  liefert: 

oder  unter  Gebrauch  von  |  und  97: 

(4)  1>26>-1,     S«+i;«>l. 

Hiermit  sind  wir  in  der  That  zu  dem  in  ^^M/'  I  zu  Grunde  gelegten 
Ausgangsbereich  der  Modulgruppe  zurückgeführt^  nur  dass  wir  die 
Randpunkte  dieses  Bereiches  der  Kürze  halber  ausser  Acht  Hessen. 

Bei  den  besonderen  Maass Verhältnissen  der  Figur  55  pg.  216  ist 
das  Parallelogramm  CqC^C^C^  dasjenige  mit  den  beiden  kleinsten  Seiten. 
Dabei  wird  man  g  <=»  0  nach  Q  legen  ^  während  die  Punkte  Cq  und  C, 
bez.  die  Werte  g  «■  o^  und  m^  tragen. 

Die  Theorie  der  Reduction  der  binären  quadratischen  Formen  in 
dem  hier  entwickelten  geometrischen  Gewände  war  durch  die  bekannte 
von  Gauss*)  herrührende  Interpretation  der  Formen  vermöge  parallelo- 
grammatischer  Punktgitter  indiciert.  Die  wirkUche  Angabe  der  „re- 
ducierten''  Parallelogramme  findet  sich  in  der  eben  zuletzt  besprochenen 
Art  bei  Dirichlet  in  der  Abhandlung  „über  die  Beduction  der  posi- 
tiven qmdratischen  Formen  mit  drei  unbestimmten  ganzen  ZaJUen*'**). 
Diese  Abhandlung  ist  für  uns  um  so  interessanter ^  als  in  derselben 
vom  Netz  der  reducierten  Parallelogramme  aus  auch  die  hier  an  die 
Spitze  gestellte  Sechseckteilung  hergestellt  und  näher  discutiert  wird 
(cf.  1.  c.  pg.  216).  Behalten  wir  die  bisher  gebrauchte  Bezeichnung 
CJ),  Ci,  Cg,  ...  für  die  Punkte  des  Gitters  bei,  so  ist  Dirichlet's 
Definition  des  zu  Cq  gehörigen  Sechsecks  die^  dciss  dasselbe  den  Inbegriff 
aller  derjenigen  Punkte  der  Ebene  darstellt,  welche  dem  Punkte  Cq  naher 
liegen  als  einem  anderen  Punkte  des  Gitters,  Es  ist  interessant  zu  be- 
merken, dass  diese  Festsetzung  eine  vollständige  Definition  des  Normal- 
polygons der  parabolischen  Rotationsgruppen  darstellt,  welche  zugleich 
unmittelbar  der  Verallgemeinerung  auf  zahlreiche  andere  Gruppen  fähig 
erscheint.  Doch  sei  hier  nebenher  bemerkt,  dass  sich  in  gewissen 
Fällen  hyperbolischer  Rotationsgruppen  die  fragliche  Definition  der 
Normalpolygone,  welche  wir  kurz  als  die  Dirichlet'sche  Definition  be- 
zeichnen wollen,  als  unbrauchbar  bez.  unzutreffend  erweist;  wir  kommen 
hierauf  später  zurück. 

*)  Siehe  Gkiuss'  Anzeige  der  Seeber^schen  Untersuchungen  über  ternäre  qua- 
dratische Formen  in  den  Göttingischen  gelehrten  Anzeigen  vom  9.  Juli  1831 
(Gauss'  Werke  Bd.  2  pg.  194). 

**)  Crelle's  Journal  Bd.  40  pg.  209  (1860). 
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§  4.    Die  paraboÜBOhen  Botationsgrappen  mit  elliptisohen 

Sabstitutionen. 

Sei  nunmehr  eine  parabolische  Rotationsgruppe  F  vorgelegt,  welche 
irgend  welche  Substitutionen: 

(1)  r=e*'"g  +  c, 

also  auch  elliptische  enthalten  mag.  Die  in  F  enthaltenen  paraboli- 
schen Substitutionen  bilden  für  sich  eine  Gruppe  Fq,  welche  in  F  aus- 
gezeichnet enthalten  ist;  denn  eine  parabolische  Substitution  geht  bei 
Transformation  wieder  in  eine  parabolische  über. 

Bei  Combination  zweier  Substitutionen  (1)  multiplicieren  sich  die 
Factoren  c^*  derselben;  alle  in  F  vorkommenden  Factoren  e*'  bilden 
demnach  ein  System  von  Zahlen^  die  sich  durch  Multiplication  unter 
einander  reproducieren.  Da  die  gesamten  elliptischen  Substitutionen 
von  F  von  endlicher  Periode  sind,  so  sind  die  Factoren  e^*  Einheits- 
wurzeln endlicher  Grade.  Das  fragliche  System  der  Factoren  e^* 
stellt    somit   alle    n   Einheitswurzeln    eines    gewissen   Grades    n    vor. 

Setzen  wir  e  ^  =  s,  so  sind  demnach  die  gesamten  in  F  auftretenden 
Factoren  e^*  durch  1,  s,  £*,  . . .,  e"—^  gegeben. 

Wir  greifen  nun  irgend  eine  Substitution  mit  dem  Factor  s  aus 
F  auf;  dieselbe  ist  eine  elliptische  Substitution  der  Periode  n.  Wählen 
wir  g  so^  dass  g  <»  0  in  dem  im  Endlichen  gelegenen  Fixpunkt  dieser 
Substitution  zutrifft,  so  hat  letztere  die  Gestalt  S'»=>£^  und  erzeugt 
die  endliche  Gruppe  n**'  Ordnung  der  Substitutionen: 

Man  zeigt  durch  eine  einfache  gruppentheoretische  Betrachtung,  dass 
die  Gesamtgruppe  F  durch  Combination  der  cyclischen  Gruppe  (2)  mit 
der  Gruppe  Fq  entspringt. 

Wir  benennen  nun  die  erste  unter  den  Substitutionen  (2)  durch 
V;  dieselbe  bedeutet  geometrisch  eine  Drehung  der  g- Ebene  um  ihren 

Nullpunkt  durch  den  Winkel  — .    Es  ist  die  Frage,  wie  wir  n  wählen 

dürfen,  damit  eine  vorgelegte  parabolische  Rotationsgruppe  Fq  ohne 
elliptische  Substitutionen  durch  V  in  sich  transformiert  wird  und  sonach 
durch  Combination  mit  V  eine  erweiterte  Gruppe  von  der  Art  der 
obigen  Gruppe  F  liefert. 

Um  hierüber  zu  entscheiden,  wählen  wir  für  Fq  ein  System  äqui- 
valenter Punkte  Cq,  Cj,  C^,  .. .,  indem  wir  speciell  C^  mit  dem  Null- 
punkt S  =  0  coincidieren  lassen.  Auf  das  zugehörige  Netz  der  Normal- 
polygone Po,  Pi,  Pg,  ...  üben  wir  die  Substitution  V  aus  und  ge- 
winnen dadurch  das  Netz  der  Normalpolygone  für  die  durch  V  trans- 
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formierte  Grappe  F^.  Aber  die  transformierte  Grnppe  soll  gleicb  der 
nrsprQnglicIieii  sein,  und  da  Q  durch  V  in  sich  Übergeht,  so  wird  P^ 
durch  V  genau  in  sich  selbst  transformiert.  Andrerseits,  so  oft  P^ 
durch  eine  Drehung  V  um  C^  in  sich  übergeführt  wird,  ebenso  oft 
gestattet  F^  durch  Combination  mit  V  die  Erweiterung  auf  eine  Gruppe  F 
obiger  Art.  Mit  Rficksicht  auf  die  Angaben  des  Torletzten  Paragraphen 
betreffs  der  Gestalt  des  Polygons  Pg  ergiebt  sich  demnach  unmittelbar: 
Jede  parabolische  Eotationsgrtippe  F^  (ohne  elliptische  Substitutionen)  ge- 
stattet im  obigen  Sinne  die  Erweiterung  durch  eine  Si^stibitton  V  der 
Periode  «  =  2;  die  Erweiterung  durch  äne  Substitution  V  mit  n  =-  3 
oder  n  ^  &  ist  stets  und  nur  dann  möglich,  wenn  P^  ein  gleichseitiges 
Sechseck  ist;  endliclt  ist  die  Erweiterung  von  F^  durch  eine  Substitttiion  V 
mit  n  =°  4  immer  und  nur  dann  staähaft,  wenn  Pq  ein  Quadrat  ist. 
Andere  Werte  von  n  sind  uneulässig. 

Dieses  Ergebnis  kann  man  natQrlich  auf  dem  Wege  der  Rechnung 
bestätigen.  Benennt  man  nämlich  die  Erzeugenden  (4)  pg.  217  von  J^ 
durch  Vi  und  Fj  und  gebraucht  Fin  der  bisherigen  Bedeutung,  so  haben 
die  beiden  Substitutionen  ¥¥,¥''  und  KFjF-'  die  Gestalt: 

r=£  +  «a,,       g'=  £  +  £«>,. 
Da  nun  diese  Substitutionen  gleichfalls  in  fg  enthalten  sein  sollen,  so 
gelten  die  Gleichungen: 

£(ö,  ^  awi  +  ^Oj,     *(Dj^  yß>,  +  da», 
mit  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  S.    Die  Elimination  von  (o,  und  m,  liefert 
für  B  die  quadratische  Gleichung: 

s*-{a  +  d)s  +  iad-ßr)  =  0 
mit  ganzzahligen  Coefficienten.  Da  nun  £ 
eine  primitive  n**  Einheitswurzel  sein  soll, 
so  folgt  aus  bekannten  Sülzen  der  Arith- 
metik, dass  n  auf  die  Werte  2,  3,  4,  6 
eingeschränkt  ist  Damit  sind  wir  aber 
auf  die  bereits  erhaltenen  Gruppenerwei- 
terungen zurückgeführt. 

Die  Discontinuitätsbereiche  der  durch 
elliptischeSubstitutionen  erweiterten  Grup- 
pen F  wird  man  in  jedem  Falle  aus  dem 
Sechseck  der  zu  Grunde  liegenden  F,,  leicht 
herstellen.  Der  stets  m5glichcnEr Weiterung 
durch  5'^  —  £  geht  eine  Halftuug  des  Sechs- 
ecks vermöge  einer  der  drei  durch  Cq  laufenden  Diagonalen  parallel,  welche 
auf  das  in  Figur  58  schraffierte  Poljgon  mit  vier  zufalligen  und  vier 
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elliptischen  Ecken  der  Winkel  st  führt.  Die  drei  Fälle  n  «=  3,  6  und  4 
führen  auf  die  in  Figur  59  schraffierten  Bereiche,  die  bez.  ein  Drittel, 
Sechstel  und  Viertel  der  bezüglichen  Polygone  Fq  vorstellen. 


Fig.  69. 

Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  erwähnt,  dass  auch  die  aus  einer 
einzelnen  parabolischen  Substitution  g'  b»  g  -|-  c  entspringende  cyclische 
Gruppe  der  Erweiterung  durch  g'  «=  —  g  fähig  ist.  Die  auf  diese  Weise 
entspringende  Gruppe  aller  Substitutionen: 

(3)  g'=  +  g  +  mc,     w  =  —  cx>,  ...,  +  cx> 

kann  man  offenbar  als  Grenzfall  der  pg.  213  erwähnten  gewohnlichen 
Diedergruppe  (2,  2,  i)  f&r  i  =  oo  ansehen.  Wir  bezeichnen  die  Gruppe  (3) 
in  diesem  Sinne  als  parabolische  Diedergruppe,  wogegen  die  Dieder- 
gruppen  (2,  2,  l)  mit  endlichen  l  elliptisch  heissen  sollen.  Auf  die 
zur  parabolischen  Diedergruppe  gehörende  reguläre  Ebenenteilung 
kommen  wir  am  Schlüsse  des  übernächsten  Paragraphen  kurz  zurück. 
Man  kann  hier  endlich  noch  fragen,  wo  die  besonderen  Gruppen  F 
mit  elliptischen  Substitutionen  der  Perioden  3,  6  und  4  ihre  repräsen- 
tierenden Punte  (D  im  Ereisbogendreieck  der  Figur  57  pg.  220  haben. 
Die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  sowie  die  uns  von  „M.'^  I 
her  geläufigen  Betrachtungen  liefern  hier  ohne  weiteres  folgende  Ant- 
wort: Die  bei  n  '=S  und  n  =  6  eintretenden  Gruppen  gehören  ssum 
Mittelpunkt  jenes  Kreisbogendreiecks,  d.  h.  zum  Schnittpunkt  seiner  drei 
Symnietrielinien;  die  Seitenmitten  des  Dreiecks,  d.  h,  die  Fusspunkte  jener 
Symmetrielinien,  liefern  die  m  n  '^  4  gefwrenden  Gruppen. 

§  5.    Erweiterung  der  parabolisohen  Botationsgruppen  durch 

Substitutionen  zweiter  Art. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  welche  parabolischen  Rotationsgruppen  F 
durch  Zusatz  von  Substitutionen  zweiter  Art  V  auf  Gruppen  der  zweiten 
Art  r  erweitert  werden  können,  in  deren  einzelner  die  ursprüngliche 
Gruppe  r  dann  ausgezeichnet  vom  Index  zwei  enthalten  ist.  Hierzu 
ist  im  Einzelfall  hinreichend  und  notwendig,  dass  F  durch  V  in  sich 
transformiert  wird,  und  dass  F*  in  F  enthalten  ist.    Brauchen  wir  wie 


II,  1.    Theorie  der  Rotaüonsgruppen  auf  Grundlage  der  Normalpolygone.    225 

oben  die  Bezeichnung  F^  für  die  Untergruppe  aller  parabolischen  Sub- 
stitutionen in  F,  so  wird  offenbar  auch  Fq  durch  V  in  sich  trans- 
formiert; da  eine  parabolische  Substitution  bei  jeder  Transformation 
wieder  in  eine  parabolische  übergeht  Hieraus  folgt  leicht^  dass  auch  die 
Untergruppe  Fq  durch  V  auf  eine  Fq  erweitert  wird.  Es  ist  nämlich  zu 
diesem  Zwecke  nur  noch  zu  fordern,  dass  V*  in  Fq  enthalten  ist.  Nun 
hat  V  ersichtlich  die  Gestalt  g'e=  «g -f  /J  (da  5  =  oo  durch  Fin  sich 
transformiert  werden  muss);  es  ist  also  F*(g)  =  aag  +  /'';  ^o  «  zu  a 
conjugiert  und  also  aä  reell  und  positiv  ist.  Da  nun  letztere  Sub- 
stitution in  F  enthalten  sein  soll,  so  ist  aä  zufolge  des  vorigen  Para- 
graphen überdies  eine  Einheitswurzel.  Es  ist  somit  notwendig  aa  =  ly 
d.  h.  F*  ist  in  Fq  enthalten^  und  also  wird,  wie  wir  behaupteten,  auch 
Fq  durch  V  auf  eine  Fq  erweitert.  Merken  wir  ausserdem  sogleich 
an ,  dass  a  =  e^'  ist,  wo  d'  einen  reellen  Winkel  bedeutet. 

Wir  behandeln  nun  zuvörderst  die  Erweiterung  der  Gruppe  Fq. 
Da  letztere  jedenfalls  durch  F(S)  =  5  —  ß  ^  sich  transformiert  wird, 
so  findet  das  Gleiche  bei  Transformation  durch  die  Substitution 
Fq  =  VVf  d.  i.  durch  g'  =  e'*^'g  statt.  Diese  Substitution  ist  aber  eine 
Spiegelung;  sogar  eine  Spiegelung  in  elementarem  Sinne,  d.  h.  eine 
solche  mit  gerader  Sjmmetrielinie.  Wir  merken  als  Resultat  an:  Lässt 
sich  eine  Gruppe  Fq  überhaupt  durch  eine  Substitution  zweiter  Art  er- 
weitem,  so  gestattet  sie  auch  die  Erweiterung  durch  eine  Spiegelung  an 
einer  Geraden  der  ^' Ebene. 

Betreffs  dieser  letzteren  Erweiterungen  gilt  nun  der  folgende  Satz: 
Eine  parabolische  Rotationsgruppe  Fq  ohne  elliptische  Substitutionen  ist 
stets  und  nur  dann  der  Erweiterung  durch  eine  Spiegdung  fähig,  wenn 
sich  ein  zugehöriges  Periodenparallelogramm  entweder  als  Rechteck  oder 
als  Rhombus  wählen  lässt.  Die  Anordnung  Jcann  man  so  treffen  ^  dass 
die  Symmetriegerade  Mittellinie  des  Rechtecks  bez.  Diagonale  des  Rhombus 
ist.  Für  ein  rechteckiges  Normalpolygon  sind  diese  Angaben  ohne 
weiteres  evident.  Ist  aber  das  Normalpolygon  der  erweiterungsfähigen 
Gruppe  Fq  ein  eigentliches  Sechseck,  so  wähle  man  Cq  auf  der  Sym- 
metriegeraden und  ziehe  Figur  55  pg.  216  heran.  Pq  ist  notwendig 
bezüglich  der  Geraden  symmetrisch,  und  letztere  wird  entweder  eine 
Diagonale  oder  Mittellinie  des  Sechsecks  sein.  In  beiden  Fällen  zeigt 
die  Anschauung  der  Figur  55  fast  unmittelbar,  dass  das  schon  oben 
betrachtete  Dreieck  CqCiC^  ein  gleichschenkliges  ist  Das  Parallelo- 
gramm lässt  sich  demnach  in  der  That  in  die  Gestalt  eines  Rhombus 
setzen. 

Es  wird  den  Überblick  erleichtern,  wenn  wir  sofort  die  repräsen- 
tierenden Punkte  Q}  des  Ereisbogendreiecks  der  Figur  57  pg.  220  für 
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die  hiermit  gekennzeiclineten  Gruppen  Fq  angeben.  Es  handelt  sich 
um  diejenigen  Punkte  des  Dreiecks  ^  welche  den  6  am  Dreieck  beteiligten 
Symmetrielinien  der  Modulteüung  angehören.  Einmal  nämlich  liefern  die 
Randpunkte  des  Dreiecks  die  Gruppen  Fq  mit  rechteckigem  Disconti- 
nuitätsbereich.  Sollen  wir  aber  ein  gleichschenkliges  Dreieck  C^C^Cj 
haben,  so  müssen  nach  pg.  219  unter  den  drei  absoluten  Beträgen 
I  ^1 1?  I  ^2  li  I  ^1  —  ^8 1  ^^^^  einander  gleich  sein;  damit  aber  erhalten 
wir  die  Punkte  der  drei  Symmetrielinien  im  Innern  des  Dreiecks  Fig.  57^ 
wie  man  leicht  weiter  ausführen  wird. 

Wir  kehren  nun  zur  Erweiterung  der  Gruppe  F^  durch  die  zuerst 
vorgelegte  Substitution  V  zurück.  Man  kann  sich  t,  so  eingeführt 
denken ,  dass  die  Symmetriegerade  der  soeben  durch  V^  bezeichneten 
Spiegelung  die  reelle  5-A.xe  wird.  Es  ist  dann  F(g)  =  S  +  /S.  Des 
weiteren  haben  wir  zu  unterscheiden,  ob  zu  F^  ein  Rhombus  oder 
ein  Rechteck  P^  gehört. 

1)  Ist  Pg  ein  BJiombuSy  so  legen  wir  denselbe»  so,  dass  die  eine 
Diagonale  auf  der  reellen  Axe  liegt  und  die  linke  Ecke  mit  g  «=  0 
coindiciert;  dies  hat  keine  Schwierigkeit,  da  Fq  durch  t'  =i  in  sich 
transformiert  wird.  Die  Perioden  q^,  cDj  sind  dann,  wenn  wir  an 
ihrer  früher  verabredeten  Einführung  festhalten  (pg.  219),  conjugiert 
imaginäre  Zahlen.  Verstehen  wir  unter  ß  die  zu  ß  conjugierte  Zahl, 
so  ist: 

(1)  V*{0  =  t  +  ß  +  ß', 

und  da  wir  noch  zu  fordern  haben,  dass  diese  Substitution  in  F^  ent- 
halten ist,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

(2)  /S  + ^  =  i»ia)i  + iwjcoj 

in  Ansatz  zu  bringen.  Linker  Hand  steht  hier  eine  reelle  Zahl;  es 
ist  somit  rechts  m^  =»  m^,  und  also  hat  V  die  Gestalt: 

£'  =  5  +  2"  w  («Ol  +  ög)  +  i^7 

wo  6  reell  ist.  Combinieren  wir  hiermit  die  in  Fq  enthaltene  Sub- 
stitution 5' =5  —  mog,  so  ergiebt  sich: 

5'  =  5  +  Y  ni(a)i  —  G}^)  +  »&  =  S  +  »*' 

mit  reellem  b\  Diese  Substitution  stellt  aber  eine  Spiegelung  dar;  es 
hat  sich  auf  die  Weise  ergeben:  Ist  Pq  ein  Bhombus^  so  sind  in  Fq 
stets  Spiegelungen  enthalten;  wir  gelangen  also  hier  bereits  eu  allen  denk- 
baren Gruppen  Fq,  wenn  wir  nur  durch  Spiegelungen  erweitem. 
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Fiff.  60. 


Bei  der  einzelnen  rhombischen  Gruppe  Fq  giebt  es  nun  stets  atvei  ver- 
schiedene Arten  der  Erweiterung^  je  nachdem  wir  die  eine  oder  andere 
Diagonale  als  Symmetriegerade  der  erzeugenden  Spiegelung  heranziehen. 
Der  Charakter  der  entspringenden 
regulär-symmetrischen  Einteilung 
der  g- Ebene  ist  beide  Male  der- 
selbe; die  beigefügte  Figur  60 
soll  denselben  näher  erläutern. 
Das  einzelne  gleichschenklige 
Dreieck  der  Einteilung  ist  ein 
Discontinuitätsbereich  der  Gruppe; 
dabei  ist  die  Grundlinie  als  Sjm- 
metrielinie  sich  selbst  zugeordnet; 
die  beiden  anderen  Seiten  sind  als  Seiten  zweiter  Art  nach  Maassgabe 
von  Figur  61  auf  einander  bezogen. 

2)  Ist  zweites  Pq  ein  Bechtecky  so  orientieren  wir  dasselbe  so^  dass 
eine  Ecke  bei  g-»  0  liegt,  und  dass  die  Seiten 
mit  den  reellen  und  imaginären  g-Axen  coin- 
cidieren;  o^  wird  nun  rein  imaginär,  co^  reell. 
Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bleiben  hier  in 
Kraft;  und  offenbar  finden  wir  nunmehr  fn^«»  0, 
so  dass  V  die  Gestalt  hat: 

S'  =  g  +  Y  nto)^  +  ib. 

Die  Grosse  der  reellen  Zahl  b  ist  hierbei  gleichgültig,  und  wir  dürfen 
sie  gleich  null  setzen.    Üben  wir  nämlich  auf  g  nachträglich  die  Sub- 

stitution  S  ==  5 — 2  *^  *^®'  ^^  nimmt  für  die  neue  Veränderliche  g 
die  letzte  Formel  die  Gestalt  an: 


Fig.  61. 


(3) 


t'=t+  Y*^^2' 


und  hierin  haben  wir  also  die  Substitution   V  vor  uns,   welche  Fq  in 
sich  selbst  transformiert. 

Je  nachdem  nun  in  Formel  (3)  die  Zahl  m  gerade  oder  ungerade 
ist,  enthält  die  erweiterte  Gruppe  die  erste  oder  zweite  der  beiden 
folgenden  Substitutionen: 


(4) 


S'=5;      S'=5+-o-«'8- 


Der  hiermit  zu  Tage  tretenden^Fallunterscheidung  entsprechen  zwei 
wesentlich  verschiedene  Arten  der  Gruppenerweiterung.  Den  ersten 
Fall  können  wir  dahin  auffassen,  dass  es  sich  um  Erweiterung  durch 

15* 
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Spiegelung  an  einer  Mittellinie  des  Rechtecke  handelt,  und  zwar  in  d: 
Falte  an  der  horizontalen  Mittellinie.  Die  zur  F^  gehörende  Einteilung 
ist  durch  Figur  63  verBinn- 
licht.  Der  durch  stärkeres 
Ausziehen  der  Randcurven 
hervorgehobene  Discoati- 
nuitätsbereich  von  JJ,  hat 
zwei  Seiten  erster  Art,  die 
durch  g'=  £-|-o>(  correepon- 
dieren,  sowie  swei  Seiten 
zweiter  Art,  nämlicli  die 
horizontalen  Symmetrie- 
linien.  Im  zweiten  Falle 
gewinnen  wir  die  in  Figur  ti3  dargestellte  Einteilung  der  g-Ebene.  Hier 
sind  die  beiden  Seiten  erster  Art  durch  £'=£-|~<<>i  anf  einander  bezt^en, 
während  die  beiden  Seiten  zweiter 
Art  des  Di  scontinuitätsbe  reiches 
durch  die  zweite  Substitution  (4) 
eorrespondieren.  Wie  inFigur  63  an- 
gedeutet ist,  stellt  letztere  Substitu- 
tion keine  Spiegelung  dar.  Merken 
wir  somit  als  Resultat  an:  Für  eine 
parabolische  Rotationsgruppe  mit 
rechteckigem  DiseonUnuität^tereich 
gieht  es  ewei  wesettÜiiA  verschiedene 
Erweiterungen  auf  Grvppen  von  der 
zweiten  Art,  und  mir  bei  der  einen  dieser  beiden  Erweiterungen  treten  Spiege- 
lungen in  der  Gruppe  zweiter  Art  C^  auf.  Übrigens  läaet  sich  jede  dieser 
beiden  Erweiterungen  offenbarin  zwei  Weisen  ausfuhren,  nämlich  je  nach- 
dem man  die  eine  oder  andere  Mittellinie  zur  Spiegelung  heranzieht  u.  s.w. 

§  6.  FortsetBiing:  ParaboUsolie  Botationegrappen  zweiter  Art  mit 
elliptiaohflii  Sabstitationen. 
Es  möge  nun  F  eine  parabolische  Rotationsgruppe  sein,  welche 
elliptische  Substitutionen,  jedoch  nur  erst  solche  der  Periode  ewei  ent- 
hält. Statt  alsdann  F  durch  Substitutionen  zweiter  Art  zu  eriveitem, 
werden  wir  untersuchen,  wie  sich  die  soeben  gewonnenen  Gruppen  Fg 
durch  Zusatz  elliptischer  Substitutionen  der  Periode  zwei  zu  Gruppen  F 
erweitern  lassen,  in  denen  die  i^  I^tergruppen  des  Index  zwei  sind. 
Nach  den  am  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Überlegungen 
kommen  wir  auf  dem  Wege  zu  demselben  Ziele. 


Ftg  S3. 
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Zur  Erleichterung  des  Überblicks  über  die  folgende  etwas  aus- 
gedehnte Untersnchang  machen  wir  die  Hauptabschnitte  derselben 
durch  roi^esetzte  Nammern  kenntlich. 

1)  Unter  den  drei  wesentlich  verschiedenen  Gruppen  r„  enthielten 
nur  die  beiden  ersten,  durch  die  Figuren  60  und  63  dargestellten, 
Spiegelungen,  deren  Symmetriegerade  in  diesen  Figuren  parallel  zur 
reellen  Ase  gewählt  wurden.  Die  hinzuzusetzende  elliptische  Sub- 
stitntion   V,  oder  ausführlich: 

(1)  r--s  +  (», 

mnss  nnn  das  System  der  Symmetriegeraden  in  sich  transformieren. 
Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  wQrden  in  J*  noch  neue  mit  den 
alten  parallele  Symmetriegerade  und  damit  noch  neue  parabolische 
Substitutionen  auftreten  und  Pf^  wäre  nicht  die  Untergruppe  aller 
parabolischen  Substitutionen,  wie  wir  doch  annahmen.  Es  ergiebt 
sich,  dass  der  im  Endliehen  gelegene  Fisqntnkt  von  V  entweder  auf  einer 
Symmeiriegeraden  oder  genau  in  der  Mitte  gwisehen  eweien  gelegen  sein  musa. 

Jede  nnserer  beiden  Gruppen  wird  nun  durch  beliebige  Parallel- 
Terschiebung  der  S- Ebene  im  Sinne  der  Symmetrtegeraden  in  sich  trans- 
formiert Wir  dSrfen  also  im  gleichen  Sinne  auch  den  Fispunkt  der  Sub- 
stitDtion'(l)  beliebig  verschieben.  Andererseits  folgt  aus  dem  vorigen 
Paragraphen,  dass  wir  aus  einem  ersten  elliptischen  Fizpunkt  alle 
Qbrigen  durch  Zusatz  von  beliebigen  Periodenbälften  herstellen.  Hieraus 
ei^flbt  sich  nun  leicht  Folgendes:  Es  gi^t  im  FaUe  eines  rhombischen 
Periodenparallelogramms  (Figur  60)  nur  eine  ertveiterte  Gruppe  F  mit 
eü^tiscJten  SubstiUttionen  der  Periode  ewei;  beim  Beehteck  der  Figur  63 
haben  mir  indessen  bereits  ewei  solche  Gruppen.  Bei  der  Lage  des 
Periodenrhombus  wird  nämlich  aus 
einem  mitten  zwischen  zwei  Sym- 
metriegeraden gelegenen  Fispunkte 
durch  Vermehrung  um  -'  ^^^  *"f 
einer  Symmetriegeraden  gelegenen  ^ 
Fixpunkt  gewonnen;  hier  kommt  ' 
es  also  auf  dasselbe  hinaus,  ob 
wir  die  eine  oder  die  andere  Lage 
des  Fixpunktes  zum  Ausgang  fQr 
dieErweiterung annehmen.  ImFalle 
der  Figur  62  fahrt  indessen  die  in  Rede  stehende  Fall  Unterscheidung 
auf  zwei  verschiedene  Gruppen  F. 

Die  erste  unter  den  drei  fraglichen  Gruppen  t  liefert  die  in  Figur  64 
dargestellte  Einteilung  der  £■  Ebene,  wobei  der  Deutlichkeit  halber  die 
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zu  Grande  liegende  Rliombenteilnng  gegeoQber  Figur  60  pg.  327  nach 
etwas  grSaserem  Maasaetab  gezeichnet  wurde.  Der  DiscontinaitSts- 
bereich  der  Torliegendeu  Gruppe  hat  die  Gestalt  einea  rechtwinkligen 
Dreiecke,  wobei  die  auf  der  Mitte  der  Hypotenuse  gelegene  elliptische 
Ecke  Tom  Winkel  a  nicht  mitgezählt  ist;  diesem  Bereich  entsprechen  als 
Eizeugende  zwei  Spiegelungen 
oad  eine  elliptische  Substitution. 
Diejenigen  eUiptiscben  Fix- 
punkte,  welche  in  dieser  ihrer 
Eigenschaft  nicht  bereits  als 
Schnittpunkte  von  Symmetrie- 
geraden hervortreten,  sind  in 
Figor  64  (sowie  in  den  weiter 
folgenden  Figuren)  durch  Punkte 
besonders  berro^ehobeD. 
Nehmen  wir  in  Figur  62  (pg.  228)  den  Fixpunkt  der  Substitution  (1) 
auf  einer  Symmetrielinie,  so  entspringt  die  besonders  einfache  r^nläi' 
symmetrische*)  Einteilung  der  Figur  65  Die  Gruppe  ist  ans  vier 
Spiegelungen  erzeugbar  Wählt  man  den  Fixpunkt  der  Substitution  (1) 
zweitens  zwischenzwei  Symmetrie- 
geraden, so  gewinnt  man  die  in 
Figur  66  angedeutete  Einteilung 
der  t  Ebene.  Wie  man  sieht,  lässt 
sich  die  Gruppe  nun  aus  zwei 
Spiegelungen  und  zwei  elliptischen 
Substitutionen  erzeugen. 

2)  Einer  entsprechenden  Dis- 
Yig  «e  CQSsion  haben  wir  nun  weiter  die 

Figur  63  pg.  228  zu  unterwerfen. 
Wir  könnten  dabei  ganz  in  der  bisberigeu  Weise  Terfabren ;  indessen  ist 
es  überzeugender,  hier  durch  Uechnnng  über  die  möglichen  Erweiterungen 
von  r^  zu  entscheiden.  Die  in  Fq  enthaltene  zweite  Substitution  (4) 
pg.  227  heisse  V,  während  wir  für  die  elliptische  Substitution  (1)  die 
Benennung  V  beibehalten.  Da  nun  VVVV,  d.  h.  die  Substitution 
S*  ^  S  —  (^  —  ^)  in  r  und  also  auch  in  F^  enthalten  ist,  so  haben  wir 
ß  —  ß  =  moj  und  also  hat  V  die  Gestalt: 

E' £  +  6  +  I  in«. 

mit  willkürlich  wählbarer  reeller  Zahl  h.    Ist  nun  m  gerade,  so  können 

*)  Mao  vergl.  über  dieBe  AasdmckBweiBe  oben  pg.  187  sowie  „M."  I  pg.  808. 
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wir  V  mit  g*  =-  —  £  —  -~  identificieren-,  dann  wird  VV  die  Substitution 
5'=  —  ^i  welche  die  Spiegelung  an  der  imaginären  Axe  darstellt 
Wie  man  ohne  Mfihe  weiter  aasfOhrt,  gdangen  tcir  hier  eur  regulär- 
sjfmmeiriachm  Beckledcteiluty  der  Figur  65  eurück.  Ist  m  ungerade,  so 
nehmen  wir  m  =  1  und  setzen  ^  ^  »' »  ^°  ^^^  "^'^  Substitution  V 
den  Fixpunkt  ^^  -"'-  hat;  hier  entspringt  dann  noch  eine  tDesetttlich  nem 
Gruppe  r  mit  eUiptiseJien  SubstituHonen  der  Periode  ewei.  Das  Nähere 
betrefls  dieser  Gruppe  entnehme 
man  aus  der  zugehSngen  re- 
gulären Einteilung  der  £-Ebene, 
die  in  Figur  67  gegeben  ist.  Es 
sind  in  dieser  Pkeiue  Spiegelungen 
enthalten;  Erzeugende  von  F  sind 
zwei  elliptische  Substitutionen 
und  eine  parabolische  Substitution 
zweiter  Art   (cf.  „M."  I   p.  197). 

3)  Wir  haben  nunmehr  noch  rig  st 

Ton  der  Erweiterung  der  drei  zu 

den  Figuren  59  pg.  234  gehörenden  Gruppen  dnrch  Substitutionen 
zweiter  Art  zu  handeln.  In  den  beiden  ersten  Fällen,  wo  es  sich 
am  elliptische  Substitutionen  der  Perioden  tt  •=>  S  uaä  n=^  Q  bandelt, 
hat  die  Untergruppe  i"),  rhombischen  Discontinuitätsbereich.  Auf  Grund 
der  Überlegung  vom  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  sowie  der  Re- 
sultate, welche  wir  Ober  Erweiterung  der  Gruppen  F^  von  rhombischem 
Discontinuitätsbereich  bereits  erhielten,  ergiebt  sich,  dass  in  den  frag- 
lichen beiden  Fällen  ti  =  3  nnd  n  ■=  6  die  erweiterten  Gruppen  F 
Spi^elungen  enthalten.  Demnach  handelt  es  sich  zunächst  darum,  die 
Gruppen  der  beiden  ersten  Figuren  59 
dnrch  Spiegelungen  zu  erweitern. 

Es   ist   nun  nicht  schwierig,   ffir 
die  regulären  Einteilungen  der  beiden 

fraglichen  Gruppen  die  gesamten 
Spiegelungen  anzugeben,  vemöge  deren 
die  einzelne  Einteilung  in  sich  über- 
geht. Wir  finden,  äass  die  erste 
Gruppe  auf  ewei  erweiterte  Gruppen  F 
führt,   die  tweite  nur  auf  eine.     Zn- 

nächst  treffen  wir  hier  auf  die  Gruppe  des  geradlinigen  gleichseitigen 
Dreiecks,  der   die  in  Figur  68  angegebene  regulär- symmetrische  Ein- 
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teiluDg  zugehört j  die  Gruppe  iat  aus  drei  Spiegelungen  erzei^bar. 
Zu  der  gleichen  Gnippe  erster  Art  gehört  aber  noch  eine  zweite 
Gruppe  r,  deren  regulär- symmetrische  Einteitaog  in  Figar  69  an- 
gegeben ist.  Der  Discontinuitätabereich  wird  hier  von  einem  gleicb- 
Hchenkligen  Dreieck  gebildet, 
dessen  beide  Seiten  dnrch  eine 
elliptische  Substitation  der  Pe- 
.  riode  drei  auf  einander  bezogen 
sind,  während  die  Basis  als 
Sjmmetrielinie  sich  selbst  zo- 
geordnet  ist  Unter  den  ellipti- 
schen Fixpunkten  sind  wieder 
diejenigen,  welche  nicht  schon 
als  Schnittpunkte  von  S;m- 
metriegeraden     (vermSge     der 

Schraffierung)    hervortreten, 

durch  Punkte  besonders  markiert. 

Um  der  Figur  ein  gleichmässiges 

Aussehen  zu   verleihen,  haben  wir  fibrigens  hier  und  weiterhin  davon 

abgesehen,  eines  unter  den   Dreiecken   durch  Markieren  seiner  Seiten 

nnd  Zusatz  von  Pfeilen  als  Ausgangsdreieck  zu  kennzeichnen. 

FQr  die  zweite  Figur  59  pg.  224  giebt  es,  wie  schon   bemerkt, 

nur  eine  Erweiterung   durch  Spiegelungen;  dieselbe  führt  zur  Gruppe 

des  geradlinigen  Dreiecks 

Y'  T'  6'  ^^""'  ^"'- 
teilung  in  Figur  70  ge- 
geben ist. 

Um   endlich   die   zur 

letzten  Figur  69  gehörende 

Gruppe    entsprechend    zn 

behandeln,  verfahren  wir 

rechnerisch  nnd  orientieren 

die   eben   genannte  Figur 

so,   dass   der   Mittelpunkt 

des     Umrissquadrats     bei 

£  =  0,  die  vier  Ecken  bei 

£  =■  ~-B       liegen.    Elliptische  Fixpunkte  von  der  Periode  vier  sind 

alsdann   einmal   die   Punkte    ^  ^  m  -\-  ni   mit   ganzen    Zahlen   m,  n, 

sodann  die  Punkte  £  =  -^-  -]-  m  -\-  ni;   Fixpunkte   von  der  Periode 

zwei  haben  wir  in  £  ^      +  *"  +  w'  und  5  ^  .,  -f-  m  +  «»• 
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Die  erweiternde  Substitation  V  brachten  wir  nnn  bereits  oben 
auf  die  Gestalt  £'— e*'£4-/3.  Da  sie  den  Punkt  £  =  0  in  einen 
elliptischen  Fizpunkt  von  der  Periode  vier  transformieren  muss,  so  ist: 

1  +  i 


ji  -=■  m  +  «i    oder 
and  r  wird  demnach  auch  entweder: 
(2)  5'  =  e'"g    oder    £'  =  «"£  + 


+  m  +  r 


_+' 


enthalten.     Man  fordere  weiter,  dass  g  =    -  wieder  einen  elliptischen 
Fizpankt  t'  von  der  Periode  zwei  liefert;  es  ergiebt  sich,  dass  e^'  die 
Gestalt  (m  +  "O  hat.     Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  e*'  ■=  i'  ist. 
Da  nun  £'^  e£  in  F  enthalten  ist, 
so  enthält  F  den  beiden  Substita- 
tionen  (2)  entsprechend  entweder: 

(3)     S-=t„dei-  {•--,{+ ii^'. 

Beide  St^titittionen  sind  Spiegeltmgen 
und  wir  erhalten  ihnen  entsprechend 
eweiverschiedene  Erweiterungen  dervor- 
liegenden  Gruppe  durch  Spiegelungen. 
Im  ersten  Falle  werden  wir  zur 
Gruppe  des  gleichschenkligen  recht- 
winkligen Dreiecks  geführt,  dem  die 

Figur  71  gewidmet  ist.  Erweitern  wir  dnrch  die  zweite  Substitution  (3), 
so  kommt  die  zur  regulären  Einteilung  der  Figur  72  gehörende  Gruppe. 
Diese  Einteilung  stellt  sich  offenbar 
neben  Figur69.  Der  Discontinuitäts- 
bereich  ist  ein  gleichscbeokliges 
rechtwinkliges  Dreieck,  welches  als 
Erzeugende  eine  Spiegelung  und  eine 
elliptische  Substitation  der  Periode 
Tier  liefert.  Die  elliptischen  Fiz- 
punkte,  durch  welche  keine  Sym- 
metriegerade  hindurchziehen,  sind 
in  der  Figur  wieder  besonders 
markiert.  Vergl.  flbrigens  wegen  der  Fig.  71. 

Figuren  68, 70  und  7 1  „M."I  pg.  107. 

4)  Wir  schliessen  mit  der  Bemerkung,  da^  auch  die  parabolische 
Diedergruppe  auf  eine  Gruppe  zweiter  Art  erweiiert  werden  Icann.  Man 
setze  nämlich  die  Spiegelung  an  derjenigen  Geraden  hinzu,  auf  welcher 
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die  elliptischen  Fixpunkte  gelegen  sind^  und  gewinnt  die  in  Figur  73 
angedeutete  Einteilung ,  welche  wohl  ohne  weiteres  verständlich  ist.  — 

Indem  wir  noch  einmal  die  Er- 
gebnisse zusammenfassen,  so  haben 
wir  insgesamt  20  verschiedene  Typen 
von  parabolischen  RoUxtionsgruppen 
gewonnen,  wobei  die  cyclischen  para- 
bolischen Gruppen  und  die  para- 
bolischen Diedergruppen  mitgezählt 
sind.  Von  diesen  Typen  gehören  7 
der  ersten  und  13  der  zweiten  Art 
an*).  — 

Wir  haben  vorstehend  die  Auf- 
zählung aller  parabolischen  Rotationsgruppen  zweiter  Art  um  so  lieber 
mit  voller  Ausführlichkeit  gebracht,  als  die  hier  zur  Verwendung  ge- 
kommenen Methoden  der  Untersuchung  auch  bei  den  elliptischen  und 
hyperbolischen  Botationsgruppen  zugkräftig  bleiben.  Doch  würde  es 
aus  Mangel  an  neuen  Gesichtspunkten  ermüdend  wirken,  wollten  wir 
in  der  alsbald  zu  entwickelnden  Theorie  der  hyperbolischen  Rotations- 
gruppen etwa  wieder  mit  derselben  Ausführlichkeit  auf  die  zugehörigen 
Gruppen  zweiter  Art  eingehen. 


Fig.  73. 


§  7.    Die  Niohtrotationsgmppen  mit  zwei  Grenspunkten. 

Es  sollen  hier  sogleich  die  Folygongruppen  mit  zwei  Grrenzpunkten, 
welche  unter  II  der  Tabelle  pg.  164  genannt  wurden,  behandelt  werden. 
Diese  Gruppen   sind    nämlich   nahe    verwandt   mit  den  parabolischen 


'*')  Dem  im  Texte  vollständig  gelösten  Problem,  alle  eigentlich  discontinnier- 
lichen  Gruppen  von  Bewegungen  nnd  ümlegungen  der  parabolischen  Ebene  in 
sich  aufzustellen,  reiht  sich  das  entsprechende  Problem  für  den  parabolischen, 
d.  h.  gewöhnlichen  dreidimensioualen  Baum  au.  Hier  finden  sich  die  20  Gnippen 
des  Textes  wieder  ein,  und  zwar  als  diejenigen  particulären  Gruppen,  bei  deren 
einzelner  eiue  Ebene  (und  damit  zugleich  alle  ihr  parallelen  Ebenen)  in  sich  über- 
geheu.  Dies  auf  den  parabolischen  Baum  bezügliche  Problem  ist  von  den  Ery  stalle- 
graph^n  vielfach  behandelt  worden.  Das  Endresultat  ist,  dass  es  im  Baume  ins- 
gesamt 230  Gruppen  giebt,  von  denen  65  zur  ersten  Art  und  165  zur  zweiten 
gehören.  Yergl.  die  in  russischer  Sprache  erschienene  Schrift  von  Fedorow 
„Symmetrie  der  regelmässigen  Systeme  von  Figuren"  (Petersburg,  1890)  sowie 
Schön  flies*  Werk  „Krystallsysteme  und  KrystallstriACtur*'  (Leipzig,  1891).  Die 
in  unserem  vorliegenden  Buche  gewonnenen  Besultate  über  die  Gruppen  der 
elliptischen  Ebene,  der  hyperbolischen  Ebene,  sowie  des  hyperbolischen  Baumes 
würden  in  demselben  Sinne  grundlegend  sein  für  eine  Behandlung  der  Erystallo- 
graphie  in  diesen  Ebenen  bez.  im  hyperbolischen  Baume. 
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RotatioDsgruppen  und  können  ohne  Mühe  auf  Grund  der  Ergebnisse 
der  vorigen  Paragraphen  erledigt  werden. 

Sei  r  eine  Gruppe  der  fraglichen  Art,  so  wählen  wir  g  in  der 
Weise,  dass  in  den  beiden  Grenzpunkten  g  =  0  und  g  =  ao  stattfindet. 
Die  Substitutionen  der  Gruppe  werden  nun  entweder  die  beiden  Grenz- 
punkte zu  Fixpunkten  haben  und  besitzen  alsdann  die  Gestalt: 

(1)  r=«?. 

oder  sie  permutieren  die  Grenzpunkte  und  sind  dann  von  der  Form: 

(2)  g'  =  f 

Zugleich  bemerkt  man  auf  Grund  der  Principien  des  Abschnitts  I  ohne 
Mühe,  dass  jede  Gruppe,  die  nur  Substitutionen  dieser  OestaUen  enthält 
und  von  infinitesimalen  Substitutionen  frei  ist,  eine  Polygongruppe  mit 
0wei  Grenzpunktefi  ist. 

Kommen  Substitutionen  (2)  vor,  so  bilden  alle  Substitutionen  (1) 
der  Gruppe  eine  Untergruppe  Fq.  Wir  behandeln  zuerst  Gruppen  Fq 
dieser  Art,  deren  sämtliche  Substitutionen  die  Grenzpunkte  zu  Fix- 
punkten haben.  Die  Substitutionen  selbst  mögen  elliptisch,  hyper- 
bolisch oder  loxodromisch  sein. 

Zur  näheren  Untersuchung  von  Fq  bedienen  wir  uns  der  durch 

(3)  &,=ioRe 

vermittelten  logarithmischen  Abbildung  der  g- Ebene  auf  die  Ebene  einer 
neuen  Variabelen  ^,  Es  handelt  sich  hierbei  um  eine  l-cx)-deutige 
Beziehung,  indem  sich  bekanntlich  die  ^-Ebene  auf  einen  Parallel- 
streifen der  ^Q-Ebene  von  der  Breite  2yc  überträgt,  dessen  Ränder  zur 
reellen  Axe  parallel  laufen.  Die  Einteilung  der  ^-l&hene  in  unendlich 
viele  solche  Streifen  giebt  das  volle  Bild  der  Beziehung  (3);  dem  ein- 
zelnen Werte  g  entsprechen  dabei  die  unendlich  vielen  Werte  ^  -{-  2nxi, 
wo  n  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -|-  oo  durchläuft.  Die  Geraden 
der  5^- Ebene  correspondieren  den  logarithmischen  Spiralen  der  f- Ebene 
mit  dem  Windungspunkte  ^  =»  0.  Speciell  liefert  das  Büschel  der  zur 
reellen  ^Q-^xe  parallelen  Geraden  in  der  S- Ebene  das  Geradenbüschel 
durch  ^  =  0;  und  dem  Büschel  der  zur  imaginären  ^-Axe  parallelen 
Geraden  entspricht  das  System  der  concentrischen  Kreise  um  ^  =  0. 

Die  Substitution  (1)  wird  nun  durch  die  Transformation  (3)  in 
die  Gestalt  übergeführt: 

(4)  £o'-5o+loga. 

Fq  liefert  dementsprechend  eine  transformierte  Gruppe  Fq  aus  lauter 
parabolischen  Substitutionen  mit  dem  Fixpunkte  g  =»  cx>.  Aus  dem 
geometrischen  Charakter   der  ausgeführten  Transformation  geht  aber 
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ohne  weiteres  hervor,  dass  eine  Gruppe  F^  stets  eine  eigentlich  dis- 
contiuuierliche  Grnppe  Fg  liefert,  wobei  jedoch  die  Besoaderheit  Tor- 
liegt,  dass  F^'  die  Substitution  £;'^E-{-2tx  enthält.  Aber  auch  das 
Umgekehrte  gilt,  wie  sofort  ersichtlich  ist  Wir  gewinnen  somit  die 
sämilif^ten  Gruppen  F^  aus  StAstitutionen  (1)  mit  ewei  Grenepmikten, 
teenn  wir  auf  aUe  parabolischen  Eotationsgn^pen  der  gg-fbene,  für 
deren  evgehörige  Perioden  ra,,  m^  sich  eioei  ganze  die  Gleichung: 

(5)  fl*^l  +  ^l^s  =  2t3E 

befriedigende  Zahlen  ft,,  ft,  finden  lassen,  die  tu  (3)  inverte  Tran^ortna- 
Uon  £  =  e^°  ausObm.  Mao  darf  hier  offenbar  den  Quotienten  m,  sowie 
die  ganzen  Zahlen  fi,,  ft,  willkOrlich  wählen,  und  kann  dann  iouner 
noch  G),,  ta,  so  fixieren,  dass  die  Gleichung  (5)  erfOIIt  ist 

Als   Einteilung   der    £„•  Ebene   wählt  msa  am  besten  gleich  die* 
jenige  in  Parallelogramme  und  bildet  dieselben  behufs  Gewinnung  der 


zu  Tq  gehörenden  Einteilung  der  £- Ebene  auf  letztere  ab.  Die  in  der 
£-  Ebene  entspringende  Einteilung  wird  alsdann  durch  logarithmische  Spiralen 
zweier  isogonalen  ScJtaaren  gebildet,  und  der  Discontinuiläfsbereich  von  fo 
erscheint  natürlich  wieder  als  Viereck,  dessen  Gegenseiten  auf  einander 
begogen  sind  (siehe  Figur  74).    Speciell  können  natürlich  Gerade  durch 
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den  Nullpunkt  g  »=  0  oder  Kreise  um  denselben  an  Stelle  eigentlicher 
Spiralen  als  Vierecksgrenzen  eintreten*). 

Wir  gedenken  hier  auch  noch  der  Erzeugenden  von  F^: 

(6)  r,{t)  =  (r-t,     V,it)  =  e^t, 

welche  den  Erzeugenden  (4)  pg.  217  von  Fq  entsprechen.  Es  ist 
nämlich  erwähnenswert,  dass  V^  und  V^  zwei  Relationen  genügen,  nämlich 
ersÜich  der  primären: 

(7)  F,  F,  Fr»  F,-'  =  1 , 

welche  aus  dem  Cyclus  der  vier  zufälligen  Ecken  des  Vierecks  hervorgeht, 
und  andrerseits  der  sectindären  Relation: 

(8)  F/'i .  F/»  =  1. 

Die  erste  Relation  besagt  einfach,  dass  die  beiden  Erzengenden  V^j  V^ 
vertauschbar  sind.  Die  Relation  (8),  welche  der  Formel  (5)  corre- 
spondierty  entspricht  dem  Umstände,  dass  das  zu  Fq  gehörige  Polygon- 
netz  einen  zweifach  zusammenhängenden  Bereich  darstellt;  in  der  That 
sind  ja  die  beiden  Grenznunkte  unserer  Gruppe  bei  5  =  0  und  g  =  oo 
nicht  als  dem  Netze  zugehörig  anzusehen  (cf.  pg.  175).  — 

Die  Gruppen,  welche  neben  Substitutionen  (1)  auch  solche  vom 
Typus  (2)  enthalten,  erledigen  sich  nun  leicht.  Jede  Substitution  (2) 
ist  elliptisch  von  der  Periode  zwei  und  transformiert  eine  Substitution 
g'=  ag  in  ihre  inverse.  Daraus  ergiebt  sich  unmittelbar:  Die  einzelne 
Gruppe  Fq  ist  mit  einer  unllkürlich  zu  uxihlenden  Substitution  (2)  der 
Erweiterung  fähig,  und  wir  gelangen  solcherweise  zu  den  gesamten  noch 
fehlenden  Gruppen  erster  Art  mit  zwei  Grenzpunkten.  Man  kann  die 
Anordnung  so  treffen,  dass  die  Ecken,  Seitenmitten  und  Yierecks- 
mittelpunkte  der  zu  Fq  gehörenden  Einteilung  die  elliptischen  Fix- 
punkte liefern.  Den  Discontinuitätsbereich  der  umfassenderen  Gruppe  F 
gewinnt  man  leicht  durch  Hälftung  des  Vierecks  der  Gruppe  Fq. 

Natürlich  können  wir  die  fraglichen  Gruppen  F  durch  die  Trans- 
formation (3)  aus  den  parabolischen  Rotationsgruppen  mit  elliptischen 
Substitutionen  der  Periode  zwei  ableiten.  Die  zu  den  Figuren  59 
pg.  224  gehörenden  Gruppen  mit  elliptischen  Substitutionen  der  Perioden 
3,  4  und  6  geben,  vermöge  (3)  transformiert,  nicht  mehr  Gruppen 
„linearer*'  Substitutionen. 


*)  Wie  man  leicht  bemerken  wird,  ist  es  stets  möglich,  das  Viereck  auch  durch 
Kreisbogen  oder  Gerade  an  Stelle  der  logarithmiscben  Spiralen  einzugrenzen.  Doch 
würde  dies  den  Nachteil  haben,  dass  der  einzelne  begrenzende  Kreisbogen  bez. 
die  einzelne  begrenzende  Gerade  über  das  zugehörige  Viereck  hinaus  nicht  an 
der  Einteilung  der  £- Ebene  participieren  würde. 
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§  8.    Erweiterung  der  Gruppen  mit  zwei  Grenzpnnkten  durch 

Substitutionen  zweiter  Art. 

Soll  eine  Gruppe  des  vorigen  Paragraphen  im  üblichen  Sinne  der 
Erweiterung  vermöge  einer  Substitution  zweiter  Art  V  fiihig  sein,  so 
wird  letztere  notwendig  die  Grenzpunkte  in  sich  transformieren  und 
demnach  entweder  die  erste  oder  zweite  der  folgenden  Gestalten  zeigen: 

(1)  r=a5,  s'=|- 

Über  die  Möglichkeit  solcher  Erweiterungen  entscheiden  wir  unmittelbar 
durch  Recursion  auf  die  parabolischen  Botationsgruppen  vermöge  der 
schon  im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Transformation  g^  ==  log  %. 
Die  Substitutionen  (1)  werden  dabei  transformiert  in  die  neue  Gestalt: 

(2)  £i  =  &,+  loga,     6;^ 6)  +  logl8. 

Hiermit  ist  fQr  die  parabolischen  Botationsgruppen  zweiter  Art,  welche 
wir  heranziehen  wollen,  eine  bestimmte  Orientierung  der  zugehörigen 
Einteilung  in  der  g^-Ebene  bedingt.  Beispielsweise  werden  wir  die 
Figur  60  pg.  227  einmal  so  gelagert  denken,  dass  die  Symmetrielinien 
der  Bhomben  parallel  zur  reellen  £o~^^®  verlaufen,  und  erhalten  dann 
bei  Übergang  zur  g- Ebene  eine  erweiterte  Gruppe  mit  Substitutionen 
von  der  ersten  Gestalt  (1).  Lagern  wir  hingegen  die  Symmetrielinien 
parallel  zur  imaginären  Axe,  so  erhalten  wir  eine  Gruppe  zweiter  Art 
mit  Substitutionen  vom  zweiten  Typus  (1).  Natürlich  kann  es  auch 
vorkommen,  dass  beide  Typen  (1)  in  einer  erweiterten  Gruppe  zu- 
gleich auftreten;  in  diesem  Falle  enthält  die  zugehörige  Gruppe  erster 
Art  elliptische  Substitutionen  (2)  pg.  235. 

Geht  man  nun  die  verschiedenen  regulären  Einteilungen  zweiter  Art 
des  vorigen  Paragraphen  durch,  so  ergiebt  sich  das  folgende  Besultat: 
Es  gkht  insgesamt  zwölf  wesentlich  verschiedene  Gruppen  zweiter  Art  mit 
zwei  GrenzpunJcten.  Die  zugehörigen  regulären  Einteilungen  werden  durch 
logarithmische  Abbildung  der  Figuren  60  sowie  62  bis  67  geliefert;  die 
Figuren  64  und  65  liefern  je  nur  eine  Gruppe,  die  übrigen  Figuren 
jedoch  im  vorstehenden  Sinne  jedesmal  zwei. 

Es  wird  ausreichend  sein,  wenn  wir  dies  Ergebnis  an  einigen 
Beispielen  illustrieren.  Belassen  wir  etwa  erstlich  in  Figur  60  die 
Symmetrielinien  parallel  zur  reellen  Axe  und  wählen  gi^  und  gi^  so, 
dass  2aji  —  2a)2  =  Äi  ist,  so  entsteht  die  in  Figur  75  gegebene  Ein- 
teilung zweiter  Art  der  ^- Ebene  in  Dreiecke.  Das  einzelne  Dreieck 
ist   von    drei  Seiten   zweiter  Art  eingegrenzt,   unter  denen  sich  eine 
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Symmetrielinie  findet;  die  beiden  anderen  Seiten  sind  nach  MaaBsgabe 


von   Fignr  61   pg.  227   anf  einander   bezogen.     In   Figur  76   bemerkt 
man  die  Übertragung  der  Figur  62  pg  228  auf  die  g-Ebene;  es  vurde 


hierbei  to,  mit  ^   identificiert.    Durch  den  bei  t  =  0  gelegenen  Mittel- 
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punkt  der  Figur  ziehen  vier  Symmetriegerade  hindarch.    Der  einzelne 
viereckige  Discontinuitatsbereich  weist  zwei  Seiten  zweiter  Art,  lümlich 


Symmetriegerade,  auf,  sowie  zwei  Seiten  erster  Art,  die  durch  eine 
hyperbolische  Substitution  auf  einander  bezogen  sind.  Die  durch 
Figur  77  defiuierte  Gruppe,  welche  der  Figur  63  pg.  228  correspondiert, 


zeigt   die   Besonderheit,    das»    sie    keine  Spiegelungen   enthält.     Zum 
Schlnsa    erwähnen    wir  auch  noch   die   in   Figur  78  dargestellte  Ein- 
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teilung;  die  zugehörige  Gruppe  entspricht  der  zu  Figur  65  pg.  230 
gehöreuden  parabolischen  Rotationsgruppe.  Diese  Gruppe  ist  insofern 
besonders  einfach,  als  sie  aus  Spiegelungen  allein  erzeugt  werden  kann*). 


§  9.     Nene   Erlänterungen  betreffend  die  Einföhning  der  Normal- 
polygone der  hyperbolischen  Botationsgruppen '*'*). 

Indem  wir  nunmehr  an  die  genaue  Untersuchung  der  hyperboltsdien 
Rotationsgruppen  herantreten,  legen  wir  wie  früher  die  projective  Ebene 
der  Betrachtung  zu  Grunde  und  ziehen  übrigens  bis  auf  weiteres  einzig 
Gruppen  erster  Art  heran.  Die  einzelne  solche  Gruppe  F  ist  auf  der 
fundamentalen  Ellipse  der  hyperbolischen  Ebene  selbst  entweder  eigentlich 
oder  uneigentlich  discontinüierlich***).  Im  letztern  Falle  bildet  die  Ellipse 
die  natürliche  Grenze  des  Polygonnetzes;  im  ersteren  Falle  hingegen 
greift  nach  den  Darlegungen  von  pg.  103  das  Netz  mit  unendlich 
vielen  Ecken  in  das  Ellipsenäussere  hinaus.  Insbesondere  dieser  Fall 
der  eigentlichen  Discontinuität  auf  der  Ellipse  ist  es  nun,  welcher  im 
gegenwärtigen  Paragraphen    einige  neue  Erläuterungen  notig  macht. 

Um  hier  zunächst  an  den  allgemeinen  Charakter  des  Polygonnetzes 
bei  eigentlicher  Discontinuität  auf  der  Ellipse  etwas  ausführlicher  zu 
erinnern,  so  hat  die  einzelne  über  die  Ellipse  hinausragende  Ecke  in 
ihrer  äussersten  Spitze  einen  hyperbolischen  Fixpunkt  F.  Die  Tangenten 
von  ihm  aus  an  die  Ellipse,  welche  die  Berührungspunkte  Ä  und  B 
haben    mögen,    liefern   hiernächst   den  Rand   des   Polygonnetzes.     Im 

Innern  des  Ellipsensegmentes  AB,  über  welches  das  Netz  in  das 
Ellipsenäussere  hinaustritt,  finden  sich  keine  Grenzpunkte  der  Gruppe; 
der  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  innerhalb  des  fraglichen  Bogens 


*)  Man  könnte  aach  noch  die  Polyeder  des  projectiven  Baumes  in  Betracht 
ziehen,  welche  zu  den  Gmppen  deR  Textes  gehOren.  Dabei  ist  es  zweckmässig, 
die  beiden  Grenzpunkte  auf  der  2;- Kugel  diametral  zu  nehmen,  und  zwar  etwa 
so,  dass  der  sie  verbindende  Kugeldurchmesser  vertical  verläuft.  Dann  wird  z.  B. 
im  Falle  der  Figur  78  das  Polyeder  durch  zwei  Horizontalebenen,  sowie  zwei 
weitere  Ebenen  eingegrenzt,  welche  sich  in  dem  eben  genannten  Durchmesser 
schneiden.  Dabei  tritt  ersichtlich  ein  Stück  dieses  Durchmessers  als  eine  gänzlich 
im  Kugelinnem  gelegene  Kante  des  Polyeders  ein;  letzterer  entspricht  die  secun* 
däre  Relation  zwischen  den  Erzeugenden  (cf.  pg.  175  ff.). 

**)  Die  Hauptergebnisse  der  weiter  folgenden  Entwicklungen  dieses  und  des 
folgenden  Kapitels  sind  in  der  Note  de^  Verf.  „Über  die  Diacontinuüätsbereiche  der 
Chruppen  reeller  linearer  Substitutionen  einer  complexen  Variabelen'*,  Oöttinger 
Nachrichten  von  1895,  Heft  3,  mitgeteilt. 

***)  Die  Zugrundelegung  der  projectiven  Ebene  gestattet  die  gleichzeitige 
Behandlung  beider  Fälle;  bei  Bevorzugung  der  2;- Kugel  wären  die  Fälle  formal 
so  verschiedenartig,  dass  eine  gemeinsame  Behandlung  unmöglich  sein  wurde. 
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AB  der  Ellipse  besteht  ans  einem  Meineren  Ellipsetisegmeiit,  welches 
man  so  zu  wählen  hat,  dass  seine  beiden  Endponkte  durch  die  zum 
Punkt  F  gehörende  hyperbolische  Sabstitution  F  aaf  einander  bezogen 
sind.  Man  wolle  sich  der 
beigeRigteii  schematischen 
Figur  79  zur  näheren  Ver- 
anschaulichung  dieser  Ver- 
hältnisse bedienen. 

Bei  dieser  Sachlage  wer- 
den mit  einem  Punkte  Co,  den 
wir  im  Innern  der  eben  be- 
sprochenen, der  Ellipse  an- 
liegenden Ecke  annehmen, 
bezüglich  F  innerhalb  der 
gleichen  Ecke  nnr  diejenigen 
PunkteC,,C_,,C«,CL»,Ci,... 
äquivalent  sein,  welche  ans 
Q  durch  wiederholte  Aus- 
übung der  eben  genannten 
zu  F  gehörenden  Substitution 
Y  und  F~'  entspringen.  Wir  werden  diese  Verhältnisse  sogleich  in 
Benutzung  nehmen. 

Zur  Einführung  der  Normalpoljgone ,  auf  welche  wir  die  weitere 
Betrachtung  basieren,  wird  man  sich  der  allgemeinen  Ansätze  von 
pg.  106  £F.  bedienen.  Das  erste  Centrum  Q  denken  wir  zunächst  irgendwo 
im  Ellipseninnern ,  nur  von  einem  elliptischen  Eispunkte  verschieden, 
gewählt  Der  Fall  eigentlicher  Discontinuität  auf  der  Ellipse  unter- 
scheidet sich  dann  dadurch  vom  anderen,  dass  bei  jenem  die  Polygone 
über  die  Ellipse  hinauswachsen  (cf.  pg.  109).  Die  zur  Bildung  der 
Polygone  2*„,  P,,  ...  dienenden  concentrischen  Kreise  um  C^,  C,,  ...  be- 
balten dabei  auch  im  Ellipsenäusseren  durchans  ihre  elementare  Bedeu- 
tung, nach  welcher  sie  einfach  die  Bahncurven  der  zu  CJ,  bez.  C,,  ... 
als  Fixpunkten  gehörenden  Substitutionen  sind.  Die  im  Innern  der 
Ellipse  auftretenden  geradlinigen  Polygongrenzen,  welche  bis  an  die 
Ellipse  selbst  heranreichen,  setzen  sich  ohne  Kichtungsänderung  Aber 
die  Ellipse  hinaus  fort,  bis  sie  zufällige  oder  hyperbolische  Ecken 
erreichen.  Der  Unterschied  gegen  die  Verhältnisse  im  Innern  der 
Ellipse  ist  dabei  rein  formal  und  besteht  darin,  dass  die  ausserhalb 
gelegenen  Kreise  um  C^  Radien  besitzen,  für  welche  die  hyperbolische 
Maassbestimmung  imaginäre  Maasszahlen  liefert;  das  Wesen  der  realen 
geometrischen  Verhältnisse  wird  aber  hierdurch  nicht  berührt 
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Hierüber  hinaus  treflfen  wir  nunmehr  die  neue  Festsetzung,  dass 
wir  im  Falle  eigentlicher  Discontinuität  auf  der  Ellipse  auch  solche 
Centren  Cq  zulassen,  welche  auf  oder  ausserhalb  der  Ellipse,  jedoch 
im  Innern  der  oben  betrachteten  Ecken  des  Netzes  liegen;  wir  können 
sagen,  Cq  solle  irgendwo  innerhalb  der  zur  Gruppe  gehörenden  natürlichen 
Grenze  gelegen  sein. 

Für  ein  solches  Cq  ausserhalb  der  Ellipse  ist  nun  der  Bildungsprocess 
der  Normalpolygone  nicht  ohne  weiteres  nach  der  früheren  Regel  aus- 
führbar. Infolge  des  Charakters  der  hyperbolischen  Maassbestimmung 
haben  alle  Punkte  der  von  Cq  an  die  Ellipse  ziehenden  Tangenten  vom 
Punkte  Cq  die  Entfernung  null.  Ein  Ereis  mit  sehr  kleinem  Radius 
stellt,  elementar  gesprochen,  eine  von  jenem  Tangentenpaar  nur  sehr 
wenig  verschiedene  Hyperbel  dar.  Nun  veranschauliche  man  sich  die 
Lage  der  Punkte  C^,  Cj,  . .  .  in  Figur  79  und  wird  sofort  bemerken, 
dass  die  „Kreise"  um  Cq,  C^^  ...  notwendig  gleich  anfangs  collidieren; 
dieselben  erscheinen  somit  als  ungeeignet,  zum  Ausgangspunkt  für  die 
Construction  von  Normalpolygonen  gewählt  zu  werden*). 

Die  hiermit  gefundene  Schwierigkeit  lässt  sich  nun  sehr  leicht 
dadurch  überwinden,  dass  wir  dem  nach  der  früheren  Vorschrift  zu 
vollziehenden  Bildungsprocess  der  Normalpolygone  einen  besonderen 
einleitenden  Act  voraussenden.  Wir  knüpfen  hierbei  an  die  in  Figur  79 
angedeutete  beiderseits  unendliche  Reihe  der  äquivalenten  Punkte 
Cq,  C,,  CLi,  Cj,  ...  und  ziehen  von  F  aus  alle  diejenigen  Geraden, 
welche  halbwegs  zwischen  je  zwei  consecutiven  Punkten  C  verlaufen. 
Man  kann  diese  Geraden  auch  dadurch  eindeutig  definieren,  dass  je 
zwei  consecutive  C  durch  Spiegelung**)  an  der  zwischenliegenden 
Geraden  in  einander  übergehen  sollen.  Die  construierten  Geraden 
grenzen  Discontinuitätsbereiche  von  F  innerhalb  der  Ecke-4.F-B  ein***). 
Wir  setzen  nun  diese  Bereiche  bis  in  das  Ellipseuinnere  fort,  ohne 
indes  die  Polare  AB  von  F  zu  erreichen.  Ferner  aber  wollen  wir 
die  fraglichen   Bereiche  im  Innern  der  Ellipse  durch  eine  Kette  von 

*)  Zufolge  dieser  Darlegnngen  ist  fär  die  im  Texte  gewählte  Lage  des  Cen- 
troms  Cq  ausserhalb  der  Ellipse  die  Dirichlet'sche  Definition  des  Normalpolygons 
(cf.  pg.  221)  unzulänglich;  dies  ist  der  Sinn  des  Vorbehalts,  den  wir  am  Schlüsse 
des  §  3  (pg.  221)  aussprachen. 

**)  Natürlich  ist  unter  dieser  Spiegelung  die  harmonische  Perspectivität  ge- 
meint, welche  die  gedachte  Gerade  zur  Axe  und  ihren  Pol  bezüglich  der  Ellipse 
zum  Centrum  hat. 

"***)  Nach  demselben  Princip  kann  man  offenbar  für  jedes  beliebige  innerhalb 
oder  ausserhalb  der  Ellipse  gelegene  Centrum  C^  einen  Normalbereicb  irgend  einer 
cyclischen  Gruppe  construieren;  nur  darf  Cq  nicht  auf  einer  der  Tangenten  gelegen 
sein ,  welche  vom  Fixpunkt  F  der  cyclischen  Gruppe  an  die  Ellipse  laufen. 

16* 
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Kreisbogen  .  .  .,  -DoA>  AA;  •  •  •  abgrenzen,  welche  die  Punkte 
, . .,  Cq,  Ci,  . . .  zu  Centren  haben  und  lauter  gleiche  Radien  (von 
imaginärer  Maasszahl)  besitzen.  Man  wird  diese  Maassregel  mit  Hilfe 
der  Figur  79  (pg.  242)  unmittelbar  verstehen*).    Der  einzelne  Punkt  Di 

hat  offenbar  von  d  und  Ci_i  gleiche  Entfernung;  der  Bogen  Z),Z),-|_i 
stellt,  elementar  gesprochen,  ein  Segment  einer  Ellipse  dar,  welche  die 
fundamentale  Ellipse  in  den  beiden  Berührungspunkten  der  von  Q  an 
die  letztere  ziehenden  Tangenten  berührt  u.  s.  w. 

Nunmehr  vollziehen  wir  dieselbe  Construction  in  allen  bezuglich 
r  mit  der  Ecke  AFB  äquivalenten  Ecken  und  natürlich  mit  den  zu 
...,  (7q,  C^,  ...  äquivalenten  Ausgangspunkten.  Es  ist  dann  aus  der 
Lage  dieser  Ecken  unmittelbar  evident,  dass  die  bis  dahin  gezeichneten 
Bereiche  nirgends  mit  einander  collidieren.  Andrerseits  haben  wir  mit 
den  augenblicklich  vorliegenden  kreisförmigen  Grenzen  der  Bereiche 
allenthalben  das  Ellipseninnere  erreicht,  und  der  ferneren  Construction 
der  Normalpolygone  auf  Grund  des  überall  gleichmässigen  Anwachsens 
der  Kreisflächen  steht  keine  Schwierigkeit  im  Wege.  Sollte  das  Polygon- 
netz mehr  als  eine  Classe  von  Ecken  ausserhalb  der  Ellipse  darbieten, 
so  hindert  natürlich  nichts,  die  Polygone  aufs  neue  über  die  Ellipse 
hinaus  in  die  noch  unbedeckten  Ecken  ganz  in  der  bisherigen  Weise 
(d.  h.  unter  Benutzung  der  Kreise  um  Cq,  C^,  . . .)  hineinwachsen 
zu  lassen. 

Es  wird  übrigens  kaum  nötig  erscheinen,  noch  auf  die  unwesent- 
lichen Modificationen  der  vorstehenden  Betrachtung  hinzuweisen,  welche 
eintreten,  falls  Cq  auf  der  Ellipse  selbst  angenommen  wird.  — 

Nachdem  wir  in  dieser  Weise  die  Grundlagen  unserer  Unter- 
suchungen von  pg.  106  fi*.  ein  wenig  erweiterten,  übernehmen  wir  nun- 
mehr die  damaligen  Ergebnisse  betreffend  die  Gestaltung  der  Normal- 
polygone Pq,  Pi,  Pg,  ...  im  vollen  Umfange.  Die  Ecken  des  einzelnen 
Polygons  Pq  hatten  wir  dortselbst  in  zufällige  und  nicht- zufiLllige  zu 
sondern,  von  denen  die  letzteren  Fixpunkte  von  Substitutionen  der 
Gruppe  waren.  Es  werden  sehr  bald  continuierliche  Veränderungen 
von  Pq  zu  betrachten  sein,  welche  Bewegungen  des  Centrums  Cq  ent- 
sprechen. Hierbei  werden  die  zufölligen  Polygonecken  selber  beweglich 
sein,  die  nicht-zufälligen  aber  offenbar  fest.  Es  wird  in  diesem  Sinne 
erlaubt  sein,  die  Polygonecken  auch  als  hewegliclie  und  feste  zu  unter- 
scheiden. 


*)  Die  einzelDSn  Kreisbogen  IJqB^^  ...  sind  übrigens  in  der  Figur  mit  über- 
trieben starker  ErümmuDg  gezeichnet,  um  sie  für  das  Auge  besser  von  einander 
zu  sondern. 
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Die  frühere  Angabe  (pg.  111),  die  Anzahl  der  beweglichen  Ecken, 
welche  im  Einzelfall  zu  einem  Cyclus  zusammengehören,  sei  im  all- 
gemeinen gleich  drei,  wurde  nur  unter  dem  ausdrücklichen  Vorbehalt 
einer  späteren  ausführlichen  Untersuchung  gemacht.  Diese  Unter- 
suchung soll  sogleich  in  Angriff  genommen  werden.  — 

Vorab  benutzen  wir  nur  noch  die  Gelegenheit,  ein  allgemeines 
Princip  zu  formulieren,  welches  den  Begriff  der  Normalpolygone  be- 
trifft, und  welches  bei  der  in  Aussicht  genommenen  Untersuchung 
sowie  namentlich  bei  späteren  Gelegenheiten  sehr  nützlich  ist. 

Sind  irgend  zwei  Seiten  des  Normalpolygons  Pq  durch  die  Sub- 
stitution V  auf  einander  bezogen,  so  stellen  diese  Seiten  Niveaugerade 
von  V  dar,  welche  sich,  nötigenfalls  verlängert,  im  Fixpunkte  F  von 
V  schneiden.  Diese  beiden  Geraden,  für  sich  genommen,  grenzen  einen 
zu  Cq  gehörenden  Normalbereich  der  aus  V  zu  erzeugenden  cyclischen 
Gruppe  ein.  Ist  andrerseits  V  irgend  eine  Substitution  von  F,  so 
ragt  Pq  offenbar  nirgends  über  den  zu  Cq  gehörenden  Normalbereich 
von  V  hinaus. 

Bei  dieser  Sachlage  ist  folgender  Satz  unmittelbar  evident:  Das 
Normalpolygon  Pq  der  Gruppe  F  mit  dem  Centrum  Cq  ist  der  gemein- 
same Bestandteil  aller  derjenigen  Normalbereiche  des  Centrums  Cq,  welche  m 
den  verschiedenen  cyclischen  Untergruppen  von  F  gehören.  Natürlich  werden 
nicht  alle  in  dieser  Weise  eintretenden  cyclischen  Bereiche  mit  ihren 
Grenzen  an  der  Berandung  von  Pq  participieren. 

Dieses  Princip,  welches,  wie  gesagt,  später  wiederholt  angewandt 
wird,  hätte  man  überhaupt  zur  Definition  der  Normalpolygone  nicht- 
cyclischer  Gruppen  F  an  die  Spitze  stellen  können.  Doch  unterlassen 
wir,  die  Entwicklung,  welche  die  Theorie  der  Normalpolygone  als- 
dann genommen  hätte,  noch  näher  zu  skizzieren. 


§  10.   Untersuchung,  die  Oyolen  zufälliger  Ecken  der  Normal- 
polygone Pq  betreffend. 

Wir  stellen  nunmehr  die  Cyclen  zufälliger  Ecken  des  Normal- 
polygons Pq  von  F  zur  näheren  Discussion  und  fragen  nach  der  Mög- 
lichkeit eines  Cyclus  mit  mehr  qls  drei  zugehörigen  Ecken,  Eine  be- 
sondere einleitende  Betrachtung  wird  uns  gestatten,  diese  Frage  in 
eine  der  analytischen  Untersuchung  zugängliche  Gestalt  zu  kleiden. 

Möge  vorab  der  zu  Cq  gehörende  Normalbereich  irgend  einer 
cycliscJien  Gruppe  vorgelegt  sein,  den  wir  kurz  als  einen  „cyclischen 
Normalbereich''  bezeichnen;  und  es  möge  E  irgend  ein  Punkt  auf  der 
einen  diesen  Bereich  begrenzenden  Niveaugeraden  sein.   Jenseits  dieser 
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Geraden  schliesst  sich  ein  äquivalenter  Bereich  mit  dem  Centrum  C^  an. 
Es  gilt  alsdann  der  Satz:  Cq  und  Q  liegen  auf  ein  und  demselben  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkt  E,  ein  Kreis,  der  offenbar  durch  seinen  Mittel- 
punkt E  und  einen  der  beiden  Tunkte  Cq,  C^  bereits  eindeutig  bestimmt  ist. 

Man  bemerke  hierbei ,  dass  ja  die  ^^Kreise'^  um  E  im  gewöhnlichen 
Sinne  zu  E  als  Fixpunkt  gehörende  Bahncuryen  vorstellen.  Der  Ver- 
lauf der  letzteren  ist  des  näheren  in  den  Figuren  pg.  34  u.  f.  geschildert; 
es  war  dabei  eine  dreifache  Fallunterscheidung  zu  treffen,  je  nachdem 
das  Centrum  E  des  Kreises  ausserhalb ,  innerhalb  oder  auf  der  Ellipse 
gelegen  ist.  Im  ersten  Falle  ist,  wie  wir  besonders  hervorheben,  die 
einzelne  Bahncurve  als  solche  durch  die  beiden  auf  der  Ellipse  ge- 
legenen Fixpunkte  der  zu  E  gehörigen  Substitutionen  als  begrenzt 
anzusehen  (cf.  Figur  3  pg.  34).  Nun  sind  die  Kreise  um  E  doch  die- 
jenigen Kegelschnitte,  welche  die  absolute  Ellipse  in  den  beiden  (reellen 
oder  imaginären)  Schnittpunkten  mit  der  Polare  von  E  berühren.  Da- 
her wird  der  einzelne  Kreis,  d.  i.  der  einzelne  solche  Kegelschnitt,  im 
Falle  eines  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Centrums  E  jedesmal  aus 
zwei  zu  E  gehörenden  Bahncurven  zusammengesetzt  sein,  in  den  beiden 
anderen  Fällen  aber  je  nur  aus  einer  Bahncurve  bestehen.  Diese  Be- 
merkungen, welche  natürlich  nur  für  die  reeüen  Verhältnisse  in  der 
projectiven  Ebene  gelten,  wird  man  sich  an  den  genannten  Figuren 
pg.  34  leicht  klar  machen. 

Bei  dieser  Sachlage  können  wir  die  oben  formulierte  Behauptung 
genauer  in  folgender  Weise  aussprechen:  Die  Centren  C^  und  C^  der 
benachbarten  cyclischen  Normalbereiche  liegen  auf  einer  und  derselben  mm 
Bandpunkte  E  im  fraglichen  Sinne  gehörenden  Bahncurve,  In  der  That 
ist  ja  die  geradlinige  Grenze  der  beiden  fraglichen  Bereiche  eine  Niveau- 
gerade für  E  (vergl.  die  Figuren  pg.  34).  Durch  Spiegelung  an  dieser 
Geraden  geht  aber  einmal  jede  einzelne  Bahncurve  in  sich  über,  so- 
dann werden  durch  jene  Spiegelung  die  Punkte  Cq  und  C^  mit  ein- 
ander per  mutiert.     Damit  ist  unsere  Behauptung  evident. 

Wir  kehren  nunmehr  zum  Netz  der  Normalpolygone  Pq,  P^,  ... 
unserer  hyperbolischen  Rotationsgruppe  zurück.  Mit  Hilfe  des  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Princips  ergiebt  sich 
aus  den  vorstehenden  Bemerkungei^  unmittelbar:  Ist  E  irgend  ein 
Punkt  auf  der  geradlinigen  Grenze  von  Pq  und  P^,  so  liegen  die  beiden 
Centren  Cq  und  Cj  auf  einer  und  derselben  zu  E  gehörenden  Bahn- 
curve.   Da  hierbei  E  offenbar  auch  eine  zufiLllige  Ecke  bedeuten  darf*), 


♦)  Für  den  einzelnen  an  dieser  Ecke  E  beteiligten  cyclischen  Normalbereich 
wird  nämlich  E  ein  gewöhnlicher  Randpunkt. 
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so  gilt  weiter  der  Satz:  Stossen  in  einer  zufälligen  Ecke  E  des  Polygon- 
netzes  die  n  Normalpolygone  P^^,  P^,  . . .,  P«— x  zusammen,  so  liegen  die 
n  zugehörigen  Centren  CJ,,  Ci,  . . .,  Cn— i  o^f  ^wcr  und  derselben  zu  E 
gehörenden  Bahncurve*),  Für  den  Fall,  dass  die  Ellipse  die  Grenze  des 
Polygonnetzes  ausmacht,  wäre  dieser  Satz  aus  der  Natur  der  Normal- 
polygone unmittelbar  ersichtlich  gewesen ;  die  vorstehende  ausführlichere 
Darlegung  war  mit  Rücksicht  auf  die  präcise  Erledigung  der  auf  der 
Ellipse  eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen  erforderlich.  — 

Wir  können  nun  das  eben  gewonnene  Resultat  in  einer  geome- 
trisch noch  mehr  ausgeprägten  Gestalt  ausdrücken,  welche  für  den 
Ansatz  der  Rechnung  bequemer  sein  wird.  Wie  bereits  oben  (pg.  24) 
tragen  wir  die  Irrationalität  z^  =  Yz^  e^  —  z^  als  vierte  Coordinate  auf, 
indem  wir  das  in  der  projectiven  Ebene  zu  Grunde  liegende  Coordinaten- 
System  der  z^,  z^,  z^  durch  Zusatz  von  Zi  zu  einem  homogenen  Coordi- 
natensystem  im  Räume  ausgestalten.  Die  Endpunkte  der  aufgetragenen 
Coordinaten,  welche  nur  für  das  Ellipseninnere  reell  ausfallen,  bilden 
die  durch: 

(1)  z,0,-g^-z,*  =  O 

gegebene  Oberfläche,  die  wir  bei  zweckmässiger  Auswahl  der  Maass- 
yerhältnisse  als  Ellipsoid  (g- Kugel)  deuten  können;  dasselbe  schneidet 
die  ursprüngliche  projective  Ebene  in  der  Ellipse  ZiZ^  —  ^fg^««  0.  Hier- 
neben construieren  wir,  indem  wir  ausserhalb  der  Ellipse  die  Ordinaten 

Vis^^—^i^s  auftragen,  auch  noch  die  durch: 

(2)  ^1^3  — ^2'  + ^4'=  0 

gegebene  Oberfläche,  welche  ein  einschaliges  Hyperboloid  vorstellt;  auch 
das  letztere  schneidet  die  projective  Ebene  z^=  0  in  der  fundamentalen 
Ellipse  z^z^ — z^=Of  und  man  wird  sich  ohne  Mühe  ein  Bild  von 
dem  Verlauf  der  beiden  fraglichen  Flächen  gestalten. 

Demnächst  wollen  wir  von  dem  der  ursprünglichen  projectiven 
Ebene  r^  =  0  gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  Coordinatentetraeders 
aus  das  Netz  der  Polygone  auf  die  Oberflächen  (1)  und  (2)  pro- 
jicieren.  Der  in  das  Ellipseninnere  entfallende  Teil  des  Netzes  kommt 
auf  das  Ellipsoid  zu  liegen,  die  etwa  über  die  Ellipse  hinausreichenden 
Ecken  auf  das  Hyperboloid  (2).  Indem  wir  die  ursprüngliche  pro- 
jective Ebene  horizontal  gelegt  denken,  können  wir  von  einem  oberen 
und  einem  unteren  Halbellipsoid  sprechen.     Beim  Hyperboloid  würde 

*)  Man  wolle  übrigens  hier  and  weiterhin  wohl  beachten,  dass  es  sich  im 
Texte  keineswegs  nm  die  Bahncarve  einer  Snbstitntion  der  vorliegenden  Gruppe  V 
handelt 
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zwar  die  gleiche  Sprechweise  dem  projectiven  Charakter  der  Verhält- 
nisse nicht  entsprechen;  man  wolle  sich  nur  veranschaulichen^  in 
welcher  Weise  bei  den  Coliineationen  des  Hyperboloids  in  sich  die 
einzelnen  Teile  dieser  Oberfläche  durch  das  Unendliche  in  einander 
übergehen.  Indessen  können  wir  von  einem  oberhalb  bez.  unterhalb 
der  projectiven  Ebene  verlaufenden  Teile  des  Hyperboloids  sprechen^ 
sofern  wir  uns  nur  in  Bereichen  des  projectiven  Raumes  bewegen, 
die  (im  gewöhnlichen  Sinne)  im  Endlichen  gelegen  sind. 

Im  Anschluss  hieran  treffen  wir  des  genaueren  die  Festsetzung, 
dass  der  im  Ellipseninnern  verlaufende  Teil  des  Polygonnetzes  auf  das 
obere  Halbellipsoid  projiciert  werden  soll.  Auch  etwaige  hyperbolische 
Ecken  sollen  über  die  Ellipse  hinaus  auf  den  oberen  Teil  des  Hyper- 
boloids gelagert  werden.  Eine  Ecke,  welche  in  der  ursprünglichen 
projectiven  Ebene  das  (im  gewöhnlichen  Sinne)  Unendliche  durchzieht, 
greift  dann  freilich  auf  den  unteren  Teil  des  Hyperboloids  hinüber. 
Aus  der  Gestalt  des  Polygonnetzes  geht  hervor,  dass  dieses  Vor- 
kommnis höchstens  einmal  eintreten  kann;  durch  zweckmässige  Aus- 
wahl der  unendlich  fernen  Geraden  in  der  Ebene  z^  =  0  lässt  es 
sich  überhaupt  vermeiden. 

Wir  wollen  nunmehr  die  Operationen  V  der  Yorliegenden  Gruppe  F 
explicite  in  die  Betrachtung  einführen;  dieselben  sind  von  der  ersten 
Art,  und  wir  werden  sie  mit  reellen  Coefficienten  a,  ß,  y,  d  und  uni- 
modular  anschreiben.  Der  einzelnen  Substitution  entspricht  die  Colli- 
neation: 

(3)  V=«y^i  +  («*  +  M^2  +  l8d>3, 

der  projectiven  Ebene  (pg.  14),  und  wir  stellen  auf  Grund  von  ad  —  ßy=l 
sogleich  die  Identität  fest: 

(4)  «— V'  =  ^i^s  — V- 

Die  CoUineation  (3)  lässt  sich  natürlich  auf  unendlich  viele  Weisen 
zu  eiuer  CoUineation  des  projectiven  Raumes  ausgestalten;  wir  setzen 
fest^  dass  diese  Ausgestaltung  durch  Zusatz  von: 

(5)  <=«, 

m  (3)  vollzogen  werden  soll.  Hierdurch  wird  erreicht,  dass  unsere 
CoUineation  auch  im  Räume  den  Charakter  einer  Operation  erster  Art 
bewahrt,  worüber  man  die  Entwicklungen  der  Einleitung  pg.  46  ff. 
vergleiche.  Zugleich  bilden  die  Substitutionen  (3)  und  (5)  zusammen- 
genommen eine  Gruppe  von  Raumcollineationen.    Bei  denselben  gehen 
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nicht  nur  die  beiden  Flächen  (1)  und  (2)  vermöge  (4)  in  sich  über,  son- 
dern dasselbe  gilt  infolge  der  von  uns  gewählten  Projectionsweise  auch 
von  dem  auf  die  Flächen  übertragenen  Polygonnetze. 

Einen  ganz  besonders  einfachen  Charakter  gewinnen  die  zu  einem 
einzelnen  Punkte  E  im  oben  besprochenen  Sinne  gehörenden  Bahn- 
curven  auf  den  Oberflächen  (1)  und  (2).  Mit  Hilfe  der  Figuren  pg.  34 
sowie  der  vorstehenden  Entwicklungen  wird  man  unmittelbar  erkennen: 
Die  fraglichen  0u  einem  Punkte  E  gehörenden  BaJincurven  stellen  die 
Schnitte  der  Oberflächen  (1)  und  (2)  mit  demjenigen  Ebenenbüschel  dar, 
dessen  Axe  die  Polare  des  Punktes  E  bezüglich  der  fundamentalen  Ellipse 
ist*),  Ist  diese  Polare  durch  die  Gleichung  a^z^-^  a^e^-^-  a^z^=^0 
gegeben ,  so  handelt  es  sich  hierbei  um  das  Büschel  der  Ebenen: 

(6)  a^z^  +  a^z^  +  a^z^  +  a^z^  =  0 

mit  veränderlichem  Coefficienten  a^.  Dabei  liefert  die  einzelne  Ebene  (6) 
auf  dem  Ellipsoid  und  Hyperboloid,  sofern  sie  überhaupt  schneidet, 
immer  je  zwei  oder  eine  Bahncurve,  je  nachdem  E  ausserhalb  der 
Ellipse  liegt  oder  nicht.  Der  einzelne  die  fundamentale  Ellipse  in 
ihren  Schnittpunkten  mit  der  eben  genannten  Polare  von  E  berührende 
Kegelschnitt: 

(7)  {a,z^  +  a^z^  +  a^z^Y  —  x {z^z^  -  ^2')  =  0 

liefert  demgegenüber  zufolge  der  bezüglichen  obigen  Bemerkungen  auf 
dem  Ellipsoid  oder  Hyperboloid  ofiPenbar  jedesmal  vier  bez.  zwei  Bahn- 
curven,  je  nachdem  E  ausserhalb  der  Ellipse  liegt  oder  nicht. 

Diese  Angaben  sind  auch  durch  B.echnung  leicht  zu  verfolgen: 
Liegt  der  Kegelschnitt  (7)  z.  B.  im  Innern  der  Ellipse,  so  ist  x>0,  und 

wir  trugen  iV^^i^s — ^^  ^^^  Ordinate  z^  auf.  Der  Kegelschnitt  (7)  spaltet 
sich  dabei  unmittelbar  in  die  beiden  Curven,  welche  durch  die  Ebenen: 

(8)  a^z^  +  a^z^  +  a^z^  +  j/x  ^^  =  0 

auf  dem  Ellipsoid  ausgeschnitten  werden;  Gleichung  (8)  subsumiert 
sich  aber  unter  (6).  — 

Jetzt  gehen  wir  endlich  auf  die  n  Centren  C^,  Cj,  . ..,  C„_i  der 
Polygone  P^,  Pj,  . . .,  P«_i  mit  gemeinsamer  zufälliger  Ecke  E  zurück. 
Die  C  lagen  in  der  Ebene  jer^  ==  0  auf  einer  zu  E  gehörenden  Bahn- 
curve,  und  es  gilt  nunmehr  einzusehen,  dass  auch  nach  der  Projection 


*)  Man  erinnere  eich  auch  an  den  in  der  Einleitung  (pg.  50)  dargelegten 
Charakter  unserer  nicht- loxodroroischen  Raumcollineationen.  Die  Verbindungs- 
linie von  E  mit  der  z^  =»  0  gegenüberliegenden  Ecke  des  Coordinatentetraeders 
ist  bezOglich  der  Fläche  (1)  oder  (2)  die  harmonische  Polare  zu  der  Polare  von  E 
bezüglich  der  fundamentalen  Ellipse.  Jene  Verbindungslinie  bleibt  bei  der  Colli- 
neation  Punkt  für  Punkt  fest  u.  s.  w. 
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auf  das  Ellipsoid  hee.  Hyperboloid  die  Punkte  Cq,  Cj,  ...,  C»— i  auf 
einer  und  derselben  m  E  gehörenden  Bahncurve  liegen.  Man  wolle  sich 
die  hierbei  in  Betracht  kommenden  Verhältnisse  in  den  verschiedenen 
Fällen  mit  Hilfe  der  bezüglichen  Figuren  pg.  34  u.  f.  klar  machen. 

Liegen  erstlich  die  Punkte  C^y  . . .,  Cn^i  im  Innern  der  Ellipse,  so 
ist  unsere  Behauptung  aus  der  vorgeschriebenen  Projectionsweise  des 
Polygonnetzes  auf  das  obere  Halbellipsoid  unmittelbar  ersichtlich. 

Etwas  umständlicher  ist  der  Fall,  dass  die  Punkte  Cq^  . . .,  Cn^i 
dem  Ellipsenäusseren  angehören.  Zur  Erleichterung  der  Ausdrucksweise 
machen  wir  von  der  nach  einer  Bemerkung  pg.  248  erlaubten  Annahme 
Gebrauch,  dass  keine  hyperbolische  Ecke  auf  den  unteren  Teil  des 
Hyperboloids  hinübergreife.  Insbesondere  liegen  dann  die  Punkte 
(^07  ^ij  ' '  'f  ^n-i  sämtlich  im  oberen  Teile  des  Hyperboloids.  Wir 
projicieren  demnächst  die  in  der  Ebene  z^  =  0  durch  die  ursprüng- 
lichen Punkte  C  hindurchlaufende  Bahncurve  auf  das  Hyperboloid  in 
diejenige  unter  den  beiden  correspondierenden  Bahncurven,  welche 
durch  den  neuen  Punkt  Cq  hindurchzieht.  Diese  Bahncurve  kann  nun 
im  weiteren  Verlauf  sehr  wohl  auf  den  unteren  Teil  des  Hyperboloids 
hinübergreifen.  Es  ist  somit  zu  beweisen ;  dass  unsere  Bahncurve 
überall  dort,  wo  ihr  Original  in  der  Ebene  ^e^^  =  0  durch  einen  der 
Punkte  Cj, .. .,  C«— i  zieht,  dem  oberen  Teile  des  Hyperboloids  angehört. 

Um  dies  im  Falle  der  Figur  3  pg.  34,  d.  h.  für  einen  ausserhalb 
der  Ellipse  gelegenen  Punkt  E  zu  sehen,  erinnere  man  sich,  dass  E 
mit  keinem  der  Punkte  C  in  derselben  über  die  Ellipse  hinausreichenden 
Ecke  des  Netzes  liegt.  Man  stelle  weiter  fest,  wo  unsere  Bahncurve 
auf  den  unteren  Teil  des  Hyperboloids  hinüberziehen  kann  und  wird 
in  der  Veranschaulichung  dieser  Verhältnisse  unmittelbar  den  Beweis 
der  letzten  Behauptung  erblicken.  Der  Fall  der  Figur  5  pg.  35  ist 
nicht  wesentiich  vom  eben  besprochenen  verschieden.  Liegt  endlich  E 
im  Innern  der  Ellipse,  so  ziehen  wir  Figur  79  pg.  242  heran  und  be- 
merken, dass  die  zufällige  Ecke  E  daselbst  unmöglich  im  Innern  des 
Dreiecks  ABF  gelegen  sein  kann.  Umgekehrt  folgt  somit,  dass  im 
Falle  der  Figur  4  pg.  34  keine  an  dem  System  der  Centren  C^, .. .,  (?«— i 
beteiligte  hyperbolische  Ecke  die  Polare  von  E  bezüglich  der  funda- 
mentalen Ellipse  überschreiten  kann.  Macht  man  sich  wieder  deutlich, 
wo  unsere  Bahncurve  nunmehr  möglicherweise  auf  den  unteren  Teil 
des  Hyperboloid  hinüberstreift,  so  ist  die  am  Ende  des  letzten  Ab- 
satzes ausgesprochene  Behauptung  auch  für  diesen  Fall  ersichtlich. 

Unser  obiger  Satz,  dass  Cq,  Cj,  . . .,  G,— i  auch  nach  Projection 
auf  die  Oberfläche  (1)  bez.  (2)  auf  einer  und  derselben  Bahncurve 
liegen,  ist  somit  in  allen  Fällen  bewiesen. 


II,  1.   Theorie  der  RotatdonBgrappen  anf  Grondlage  der  Normalpolygone.    251 

Bei  dieser  Sachlage  können  wir  das  gewonnene  Ergebnis  auch 
dahin  formulieren,  dass  die  n  Punkte  C^,,  C^,  . . .,  C„_i  der  Oberfläche 
des  Ellipsaids  bejs,  Hyperboloids  in  einer  und  derselben  Ebene  gelegen 
sind.  Hiermit  haben  wir  die  Lage  der  Punkte  C  in  der  oben  in  Aus- 
sicht genommenen  einfachsten  Weise  beschrieben. 

§11.    Einführung  gewisser  zu  den  Substitutionentripeln  F,  V\  V" 
der  zufälligen  Ecken  gehörenden  Ourven  dritter  Ordnung. 

Die  bisherigen  Vorbereitungen  setzen  nns  in  den  Stand,  die  Auf- 
lösung unseres  eigentlichen  Problems,  Ober  das  Vorkommen  von  Cyclen 
zufälliger  Ecken  mit  mehr  als  drei  Gliedern  m  entscheiden,  unmittelbar 
anzubahnen.  Liegt  ein  solcher  Cyclus  mit  der  Ecke  E  vor,  so  besitzt 
derselbe  entweder  vier  oder  mehr  Glieder.  Jedenfalls  können  wir  vier 
um  E  herumliegende  Polygone  P,  P',  P",  P'"  der  Centren  C,  C\  C\  C" 
aufgreifen,  wobei  P'  und  P"  die  zu  P  unmittelbar  benachbarten  Polygone 
seien;  die  Polygone  P  und  P"'  haben  dann  nu/r  die  Ecke  E  gemein, 
ein  umstand,  der  weiterhin  zur  Geltung  kommt.  Die  Substitutionen 
unserer  Gruppe  F,  welche  P  in  P',  P"  und  P'"  transformieren,  nennen 
wir  bez.  F,  F',  F",  Benennungen,  die  wir  gleich  auch  far  die  zu- 
gehörigen Raumcollineationen  gebrauchen. 

Mögen  nun  die  vier  Centren  C,  auf  das  Ellipsoid  bez.  Hyperboloid 
in  vorgeschriebener  Weise  projiciert,  vier  Punkte  der  Coordinaten  Zi 
bez.  Zi\  Zi  y  zl"  liefern;  dann  haben  wir  zum  Ausdruck  zu  bringen, 
dass  diese  vier  Punkte  in  ettter  Ebene  liegen.  Dabei  kommt  die  Ge- 
stalt (3)  und  (5)  unserer  Raumcollineationen  zur  Geltung,  welche  ins- 
besondere zeigt,  dass  z^=  z^  =  z^' =^  z^"  ist.  Die  Bedingung,  dass 
die  fraglichen  vier  Punkte  einer  Ebene  angehören,  kleidet  sich  sonach 
in  die  Gestalt: 


(1) 


1, 

^u 

h, 

h 

1, 

"i, 

H, 

«3 

1, 

<\ 

h\ 

V 

1, 

<", 

<", 

V" 

=  0. 


Die  Bedeutung  des  ersten  links  auftretenden  Factors  ist  unmittelbar 
deutlich:  ist  ^4=0,  so  liegen  C  und  damit  6",  C",  C"  auf  der  Ellipse^ 
und  solche  vier  Punkte  genügen  selbstverständlich  der  Bedingung,  auf 
einer  zu  E  gehörenden  Bahncurve  zu  liegen. 

Zur  Discussion  des  zweiten  Factors  auf  der  linken  Seite  von  (1) 
verlegen  wir  die  Betrachtung  sogleich  wieder  in  die  projective  Ebene, 
in  welcher  z^,  z^f  z^  die  Coordinaten  von  C  sind,  z^,  z^,  z^  diejenigen 
von   C  u.  s.  w.     Dabei   sind   die   z^j  z^y  z^  lineare  Functionen  der 
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^i>  ^2f  ^z  ^^^  Typus  (3)  pg.  248,  und  dasselbe  gilt  von  z^\  ;?/',  z> 
und  is"\  z^'\  z^"\  denn  in  der  Gestalt  (3)  pg.  248  stellen  sich  unsere 
drei  Substitutionen  F,  V\  V"  dar.  Tragen  wir  diese  linearen  Functionen 
der  Zi  für  zl,  zf  zl"  in 


(2) 


1, 

^1, 

1i> 

«3 

1, 

<. 

h, 

^s' 

1, 

<\ 

ff 

1, 

<'\ 

^3 

0 


ein,  so  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  eine  homogene  ganze 
Function  dritten  Grades  in  z^y  z^,  z^,  von  der  wir  sogleich  den  Nach- 
weis führen  wollen,  dctss  sie  bei  der  für  uns  vorliegenden  Bedeutung  von 
Vj  V\  V  nicht  identisch  verschwindet  Dann  aber  stellt  die  Gleichung  (2) 
in  z^y  z^j  z^  eine  Curve  dritter  Ordnung  dar,  welche  offenbar  mit 
Vy  V'j  V"  fest  gegeben  ist,  und  welche  wir  in  diesem  Sinne  als  die 
zum  Tripel  F,  F',  F"  gehörende  Curve  dritter  Ordnung  bezeichnen  können. 

Indem  wir  beide  Factoren  von  (1)  zusammenfassen,  ergiebt  sich 
auf  unsere  Frage,  die  Cyclen  mit  mehr  als  drei  zufälligen  Ecken  be- 
treffend: Gieht  es  im  Polygonnetze  der  Gruppe  F  eine  zufällige  Ecke  mit 
wenigstens  vier  Polygonen  P,  P',  P",  P'",  deren  drei  letzte  aus  dem  ersten 
durch  F,  F',  F"  hervorgehen  ^  so  liegt  das  Centrum  C  von  P  entweder 
auf  der  Ellipse  oder  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  des  Tripels  F,  V  F". 
Dieses  Ergebnis  wird  für  die  Fortentwicklung  der  Theorie  der  Normal- 
polygone unserer  Gruppen  F  fundamental*).  — 

Dem  Beweise,  dass  die  Gleichung  (2)  in  z^,  z^y  z^  nicht  identisch 
verschwinden  kann,  senden  wir  ein  paar  vorbereitende  Betrachtungen 
voraus. 

Erstlich  untersuchen  wir,  ob  V"  elliptisch  sein  kann.  Nehmen 
wir  dies  an,  so  kann  P  jedenfalls  nicht  an  den  Fixpunkt  von  F" 
heranreichen;  würde  dies  nämlich  der  Fall  sein,  so  würde  der  frag- 
liche Fixpunkt  auch  auf  dem  Rande  von  P"'  gelegen  sein,  dem  um- 
stände entgegen,  dass  P  und  P"'  nur  die  zufällige  Ecke  E  gemein 
haben.  Nun  sei  E  als  Ecke  von  P"'  mit  der  Ecke  JE_i  von  P  homolog, 
und  weiter  sei  zur  Ecke  E  von  P  die  Ecke  E^  von  P'"  homolog. 
Die  Diagonale  (oder  Seite)  E^iE  von  P  geht  durch  F"  in  die  dem 
Polygon  P'"  angehörende  Gerade  EEi  über.   Letztere  wird  durch  noch- 

*)  Bei  den  parabolischen  Botationsgruppen  geht  diesem  Theorem  kein  ent- 
sprechender Satz  parallel.  Ist  der  Normalbereich  einer  einzelnen  solchen  Gruppe 
ein  Bechteck,  so  liegt  für  jede  Auswahl  von  C  ein  viergliedriger  Cyclus  zufälliger 
Ecken  vor.  Es  ist  dies  der  ,,elementare  Ausnahmefall"^  von  dem  pg.  111  die 
Rede  war. 
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malige  Anwendung  von  V"  in  eine  durch  E^E^  zu  bezeichnende  Gerade 
des  Polygons  ^"(P'")  übergehen,  auf  welche  letztere  man  aufs  neue 
F"  anwende  u.  s.  w.  Ist  l  die  Periode  von  F",  so  entspringt  auf 
diese  Weise  ein  gänzlich  im  Polygonnetze  gelegenes,  aus  l  Geraden 
bestehendes  geschlossenes  reguläres  Vieleck,  welches  kurz  L  heisse. 

Da  mit  P  auch  die  (l  —  1)  übrigen  an  L  beteiligten  Polygone 
nicht  an  den  Fixpunkt  von  F'  heranreichen,  während  doch  andrer- 
seits dieser  Fixpunkt  als  Centrum  des  Vielecks  L  in  dessen  Innern 
liegt,  so  wird  die  Geradenkette  L  notwendig  noch  weitere  Polygone 
unserer  Gruppe  umschliessen.  In  einem  dieser  Polygone  ziehen  wir 
die  mit  EE^  äquivalente  Gerade  und  machen  sie  zum  Ausgangspunkt 
für  die  Gonstruction  einer  neuen  mit  L  äquivalenten  Geradenkette  L\ 
Letztere  liegt  notwendig  gänzlich  innerhalb  L.  Ein  Glied  von  V  kann 
nämlich  erstlich  ein  solches  von  L  niemals  im  Innern  eines  Polygones 
schneiden,  da  jene  Glieder  äquivalente^Gerade  ihrer  zugehörigen  Polygone 
sind,  von  denen  im  einzelnen  Polygone  somit  stets  nur  eine  liegt. 
Aber  auch  in  keiner  der  Ecken  Ey  E^,  E^,  . , .  kann  i'  über  L  hinaus- 
ziehen; denn  z.  B.  in  den  neben  P  und  P''  noch  an  E  heranreichenden 
Polygonen  unseres  Netzes  laufen  die  mit  EE^  äquivalenten  Geraden 
gar  nicht  von  E  aus. 

Die  Geradenkette  L'  wird,  da  sie  mit  L  äquivalent  ist,  ihrerseits 
wieder  Polygone  des  Netzes  umschliessen,  die  an  ihr  nicht  beteiligt 
sind.  Wir  können  somit  zur  Gonstruction  einer  neuen  gänzlich  inner- 
halb Z/'  gelegenen  Geradenkette  L"  vorgehen  und  in  derselben  Weise 
ohne  Ende  fortfahren.  Hieraus  aber  würde  sich  mit  Notwendigkeit 
ergeben,  dass  im  Innern  von  L  und  also  im  Innern  unseres  Polygon- 
netzes Orenzpunkte  desselben  gelegen  sind.  Das  widerspricht  der 
Structur  unseres  Polygonnetzes,  und  also  ist  die  Annahme,  F'  sei 
elliptisch,  nicht  haltbar:  Die  Substitutio7i  F"  ist  notwendig  nicht-elliptisch. 

Fürs  zweite  bemerke  man,  dass  keine  zwei  unter  den  Substitutionen 
F,  F',  F'  einer  und  derselben  cydischen  Gruppe  angehören  können.  Wären 
nämlich  F  und  F',  welche  P  in  die  benachbarten  Polygone  P'  bez.  P" 
transformieren,  Substitutionen  der  gleichen  cyclischen  Gruppe,  so  wären 
die  von  E  ausziehenden  Seiten  von  P  zugehörige  Niveaugerade,  und 
ihr  Schnittpunkt  E  wäre  der  zugehörige  Fixpunkt,  entgegen  dem  Cha- 
rakter von  E.  Sollten  aber  etwa  F  und  F"  in  der  gleichen  cyclischen 
Gruppe  enthalten  sein,  so  wäre,  da  Feine  zu  P  gehörende  Erzeugende 
ist  und  das  Polygon  V^^^F)  mit  P  eine  Seite  gemein  hat,  F"  eine 
von  F  und  F"^  verschiedene  Potenz  von  F.  Die  zu  C  und  C'"=  V"(C) 
gehörenden  cyclischen  Normalbereiche  der  aus  F  entspringenden  Gruppe 
haben  somit  nur  den  Fixpunkt  von  F  gemein,  und  also  können  nach 
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dem  Princip  von  pg.  245  die  Polygone  P  und  P"'  nicht  den  zufalligen 
Eckpunkt  E  gemein  haben. 

Wir  behaupten  endlich  drittens:  Unter  den  SabstUtdionen  F,  V,  V" 
können  Jceine  zwei  einen  auf  der  Ellipse  gelegenen  Fia^nkt  gemein  haben. 
Hätten  nämlich  etwa  V  und  V  auf  der  Ellipse  einen  Fixpunkt  gemein, 
80  wären  entweder  beide  Substitutionen  hyperbolisch  oder  eine  unter 
ihnen  wäre  hyperbolisch ,  die  andere  parabolisch.  Im  ersteren  Falle 
wäre  VV  F*~^F'~"^  parabolisch  mit  dem  gleichen  Fixpunkt ,  wie  man 
leicht  ausrechnet.  Nach  dei:  bereits  pg.  115  ausgeführten  Rechnung 
enthielte  somit  unsere  Gruppe  in  beiden  Fällen  infinitesimale  Sub- 
stitutionen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zu  unserer  eigentlichen 
Aufgabe,  zu  zeigen,  dass  die  nach  ss^,  0^,  z^  entwickelte  Gleichung  (2) 
nicht  identisch  verschwindet.  Wir  berechnen  etwa  den  Coefficienten 
von  z^j  indem  wir  jeTj  =  jer,  =  0,  ier,  «=»  1  eintragen,  und  finden  för  den- 
selben mit  Rücksicht  auf  aS  —  /3y  =  1  u.  s.  w.: 


(3) 


1,  0,  1,  0 

1,  2uß,      «*+  ßy,         2yd 

1,  2a'/3',     a'ä'  +  ß'y,      2yd' 

1,  2a"/S",  a"r+/5"y",  2y"<J" 


8 


aß,      ßy,     yS 


aß,    ßy,    yd 
a  ß  ,  p  y  ,  y  8 


Das  Goordinatensystem  der  Zi  denken  wir  so  gewählt,  dass  ^  »s  <x> 
Fixpunkt  der  nicht-elliptischen  Substitution  V"  wird,  und  dass  g  «»  0 
weder  für  F"  noch  für  V^^V  Fixpunkt  wird;  dem  ist  ohne  Schwierig- 
keit zu  genügen.    Folgen  dieser  Bestimmungen  sind: 


(4) 


«"^0,     r^O,    y"=0,     dß^-d'ß^O,    y^O,    y'^0; 


es  ist  nämlich  (dp —  S'ß)  der  zweite  Coefficient  von  V^^V,  und  die 
beiden  letzten  Ungleichungen  (4)  gelten,  weil  g  =  cx)  nicht  auch  noch 
Fixpunkt  von  F  oder  F'  sein  kann.  Der  in  (3)  entwickelte  Coefficient 
von  z^^  nimmt  nun  auf  Grund  der  Bedingung  y'=  0  die  Gestalt  an: 

8«"/3'V/(/3*'-/3'*) 

und  erweist  sich  damit  zufolge  (4)  als  nicht- verschwindend.  Es  ist 
damit  in  der  That  der  Beweis  geführt,  dass  die  nach  Zj^,  z^,  z^  ent- 
wickelte Determinante  (2)  für  die  bei  uns  in  Betracht  kommenden 
Substitutionentripel  nicht  identisch  verschwindet,  und  zugleich  ist 
unser  obiges  Theorem  über  das  Auftreten  der  Gyclen  mit  mehr  als 
drei  zufälligen  Ecken  vollständig  bewiesen. 
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§  12.    Weitere  Bemerkungen  über  die  Ourven  dritter  Ordnung 

der  Tripel  F,  V,  V", 

Ein  paar  zusätzliche  Bemerkungen  zu  den  gewonnenen  Ergebnissen 
leiten  wir  durch  folgenden  Satz  ein:  Die  zum  Tripel  V,  V\  V"  ge- 
hörende Curve  dritter  Ordnung  geht  durch  die  sechs  Fixpunkte  der  Sub- 
sUtutionen  F,  F',  F",  FF-»,  FF'-S  VV-"^  hindurch*).  In  derThat 
werden  im  einzelnen  dieser  Punkte  jedesmal  zwei  Horizontalreihen  der 
Determinante  (2)  pg.  252  einander  gleich. 

Zum  Teil  geht  dies  auch  aus  einer  anderen  Gleichungsform  der 
Curve  dritter  Ordnung  hervor,  die  wir  aus  (2)  pg.  252  dadurch  ab- 
leiten, dass  wir  die  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe  nach  ein- 
ander von  den  Elementen  der  drei  übrigen  Reihen  abziehen.  Wir  be- 
nutzen hierbei  die  Abkürzungen: 

(1)  ^.b.=  ayz^  +  2ßyz,  +  ßdg„ 

\  c,=  j^g,+  2y8e,+  (ö>-l)z, 

und  definieren  a',,  . . .,  a',',  ...  gerade  so  für  V  und  V".  D^ie  Curve 
dritter  Ordnung  des  Tryaels  V,  V",  V"  erscheint  nun  durch: 

a, ,     b, ,    e, 

(2)  a;,     V.,    c.     =0 

dargestellt.  Hier  liefern  dann  die  Elemente  der  einzelnen  Horizontal- 
reihe, für  sich  gleich  null  gesetzt,  drei  Gerade  durch  einen  Punkt;  und 
zwar  gehören  den  drei  Horizontalreihen  in  dieser  Weise  als  Schnitt- 
punkte der  bezüglichen  Geraden  die  etwa  kurz  durch  F,  F'  und  F" 
zu  bezeichnenden  Fixpunkte  von   F,  F',  F"  zu. 

Die  Gleichung  (2)  kann  als  das  Eliminationsresultat  der  Para- 
meter X^  fij  V  aus  den  drei  Gleichungen: 

Aa,  -(-  fib,  -(-  VC,  =  0, 

ka,  -f-  /*^*  "h  ^<^*  =  0, 
Xa's  -(-  iib'J  +  vCs  ==  0 

angesehen  werden.  Durch  dieses  Formelsjstem  ist  eine  projective  Er- 
zeugung unserer  Curve  dritter  Ordnung  begründet,  welche  in  der  syn- 

*)  Handelt  es  sich  um  eine  hyperbolische  Snbstitation ,  so  ist  hier  und  bei 
den  nächst  folgenden  Untersachaogen,   sofern  nichts  weiter  bemerkt  ist,   unter 
^  Fixpunkt  schlechthin  der  ausserhalb  der  £llipse  gelegene  verstanden. 
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thetischen  Geometrie  sehr  bekannt  ist.  In  demselben  Sinne  kann  man 
die  Gleichung  (2)  der  Curve  dritten  Grades  auch  als  Eliminationsresultat 
der  drei  Parameter  A,  A',  A"  aus  den  drei  folgenden  Gleichungen: 

kax  -{-  k'a'g  -|-  A'  a,'=  0, 

ansehen.  Im  ersten  Falle  liegt  allerdings  die  Besonderheit  vor,  dass  a«  =  0, 
h,  =  0,  c,  =  0  drei  Gerade  durch  einen  Punkt,  nämlich  den  Pixpunkt 
Yon  V  sind,  und  dass  die  zweite  und  dritte  Gleichung  in  derselben 
Beziehung  zu  F'  und  F"  stehen. 

Der  Umstand,  dass  unsere  Curve  von  drei  Substitutionen  F,  V,  F" 
und  damit  von  drei  besonderen  CoUineationen  (die  nämlich  die  ab- 
solute Ellipse  in  sich  überführen)  geliefert  wurde,  bedingt  übrigens 
keine  Besonderheit  dieser  Curve.  Nur  die  projective  Erzeugung,  von 
der  wir  eben  sprachen,  ist  eine  besondere*).  Dagegen  enthalt  die  Glei- 
chung der  Curve  dritter  Ordnung  genau  soviel  unlücürlicfie  Constanie 
(nämlich  neun),  wie  die  allgemeine  Gleichung  dritten  Grades.  Wir  wollen 
hieraus  auch  noch  beiläufig  den  Schluss  ziehen,  dass  die  Curve  dritter 
Ordnung  (2)  im  aligemeinen  nicht  zerfällt;  für  specielle  Tripel  darf 
dies  natürlich  sehr  wohl  der  Fall  sein. 

Ordnen  wir  die  Gleichung  (2)  nach  Potenzen  von  ^o  ^sy  ^s  ^ 
so  gewinnt  sie  die  Gestalt: 

(3)  f(z,,  ^2,  ^3  I  a,  /5,  . . .,  /',  *")  =  0, 

in  welcher  die  Coefficienten  der  links  stehenden  homogenen  Function 
dritten  Grades  der  Zi  rationale  ganze  Functionen  zweiten  Grades  so- 
wohl von  a,  ß,  y,  d  wie  «',  . .  .,  wie  endlich  a",  . . .  sind.  Für  ge- 
legentliche Anwendungen  weisen  wir  noch  auf  den  covarianten  Charakter 
der  Gleichung  (3)  und  damit  der  Curve  dritter  Ordnung  hin.  Trans- 
formieren wir  nämlich  F,  F',  F"  gleichzeitig  durch  eine  beliebige 
^•Substitution  mit  reellen  Coefficienten,  so  kommt  dies  darauf  hinaus, 
dass  wir  die  projective  Ebene  einer  entsprechenden  CoUineation  unter- 
werfen, die  die  fundamentale  Ellipse  in  sich  überführt.  Hierbei  gehen 
(im  Sinne  der  projectiven  Maassbestimmung  gesprochen)  „Kreise" 
wieder  in  „Kreise"  über,  und  daraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf 
die  Bedeutung  der  Curve  dritter  Ordnung  (3)  leicht:  Bei  der  Trans- 
formation geht  die  durch  (3)  dargestellte  Curve  direct  in  die  Curve  dritter 
Ordnung  des  Tripels  der  transformierten  Substitutionen  über. 

*)  Hiervon  kann  man  sich  übrigens  leicht  durch  formale  Umgestaltung  der 
Gleichung  (2)  vermöge  geeigneter  Combinationen  der  Horizontal-  bez.  Vertical- 
reihen  frei  machen. 
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Ist  C  ein  beliebiger  Punkt  unserer  Curve  dritter  Ordnung,  so 
liegen  die  Punkte  C,  V{C),  V'{C),  F"(C)  auf  einem  Kreise  oder  ge- 
nauer auf  einer  und  derselben  Bahncurve.  Dasselbe  gilt  demnach 
auch  von  den  vier  Punkten  C,  F-i(C),  r-^ViC),  F-ir'(C).  Wir 
bemerken  auf  diese  Weise,  dass  die  einzelne  Curve  dritter  Ordnung  immer 
zugleich  zu  den  vier  Substitutioneniripeln  gehört: 


(4) 


r, 
iF"-ir, 


ff 


// 


(5) 


r,  V 

F-i  r,       F-i V 

r"-iv',        r'-K 

Auf  der  anderen  Seite  ist  klar,  dass  die  vier  Punkte  C,  C,  C,  C" 
zugleich  vier  auf  eitiander  coUinear  bezogene  Curven  dritter  Ordnung  be- 
schreiben, falls  C  die  Curve  (3)  beschreibt;  es  sind  dies  offenbar  die  za 
den  vier  Tripeln: 

r, 

gehörenden  Curven. 

Wir  gehen  endlich  nochmals  auf  die  zußLUige  Polygonecke  E 
selber  zurück,  welche  den  Mittelpunkt  des  durch  C,  C,  C",  C"  zu 
legenden  Kreises  darstellt.  Wahrend  diese  Punkte  ihre  vier  Curven 
dritter  Ordnung  beschreiben,  wird  E  eine  fünfte  auf  jene  zwar  nicht 
collinear  aber  doch  eindeutig  bezogene  Curve  dritter  Ordnung  beschreiben. 
E  liegt  nämlich  mit  den  weiteren  zum  gleichen  Cyclus  gehörenden 
Ecken  E\  E'\  E'"  des  Ausgangspolygons  auf  gleichem  Kreise  um  C, 
wobei  E',  E",  E'"  aus  E  durch  F~"*,  F'""^,  K"— i  hervorgehen. 

Dies  bestätigt  sich  auch  leicht  durch  Rechnung.  Sind  y^y^yy^  die 
Coordinaten  des  Kreismittelpunktes  E,  so  berechnet  man: 


y, 

VV"-K 


V"V-\ 

V"V'-\ 
y"—i 


(6) 


y.  =  2 


a',,  b'. 


y%  = 


a,,  c. 


y» 


=  2 


b',,  c, 

■tit  // 

Ozy      Cz 


wobei  wir  die  zu  den  Elementen  der  ersten  Horizontalreihe  in  (2)  pg.  255 
gehörenden  Unterdeterminanten  bevorzugten.  Gerade  so  gut  konnten 
wir  die  zweite  oder  dritte  Reihe  benutzen,  und  also  haben  wir  simultan 
die  drei  Gleichungen: 

er,  2/3— 26,y^4-c,yi  =  0, 

(7)  a-ys— 2^1«/,  +  c;yi  =  0, 

a*  »8  —  26yy2  +  ^' yi  =  0. 
"Diese  drei  bilinearen  Gleichungen  stellen  die  Beziehung  der  Curve  des 
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Punktes  C  auf  diejenige  des  Punktes  E,  sowie  implicite  diese  beiden  Curven 
selbst  dar.  Ordnen  wir  nach  js^,  z^^  z^  an  and  eliminieren  diese  Grössen, 
so  entspringt  eine  der  Determinante  (2)  genan  analog  gebildete  Glei- 
chung für  yi,  ^2,  y^  und  das  Tripel  F"~S  F'""*,  F"'"^ 

Die  Curven  der  Punkte  (7,  C\  C",  C"  stehen  natürlich  der  Curve 
des  Punktes  E  gegenüber  durchaus  coordiniert.  Wählen  wir  nach  ein- 
ander jene  vier  Curven  zum  Ausgangspunkt  für  den  Übergang  zur  Curve 
des  Punktes  E^  so  gewinnen  wir  die  letztere  als  zu  gewissen  vier 
unterschiedenen  Substitutionentripeln  gehörig,  welche  ein  System  von 
der  Art  des  Systems  (4)  abgeben.  — 

§  13.    Die  EU  den  festen  Polygoneoken  gehörenden  Bereiche  Q. 
Der  BeoiprooitätBsats  der  Normalpolygone. 

Sind  bisher  die  zufalligen  Ecken  der  Normalpolygone  P^,  P^,  ... 
unserer  Gruppe  F  Hauptgegenstand  der  Untersuchung  gewesen ,  so 
wollen  wir  nunmehr  die  festen  Ecken  der  Polygone,  welche  Fixpunkte 
von  Substitutionen  der  Gruppe  sind,  in  die  Discussion  hereinziehen;  wir 
gelangen  dabei  zu  neuen  und  wichtigen  Resultaten. 

Zufolge  der  ursprünglichen  Vorschrift  (pg.  107)  sollte  das  Polygon- 
centrum Cq  nidU  mit  einem  Fixpunkt  zusammenfallen.  Sehen  wir  jetzt 
zu,  welche  Ergebnisse  entspringen^  falls  wir  von  dieser  Beschränkung 
Abstand  nehmen. 

Es  sei  erstlich  e^  der  Fixpunkt  einer  cyclischen  Untergruppe  der 
Ordnung  l  aus  elliptischen  Substitutionen.  Nehmen  wir  Cq  nahe  bei  e^ 
aU;  so  wird  eine  zugehörige  Normalteilung  entspringen,  in  welcher 
der  Punkt  e^  von  l  Polygonen  Pq,  P^,  . . .,  P/__i  umlagert  ist  Die 
Normalteilung  bleibt  jedenfalls  eine  fest  bestimmte ,  wenn  wir  Cq  auf 
bestimmter,  etwa  geradliniger  Bahn  nach  dem  Punkte  6^  hinführen. 
Aber  hierbei  werden  die  Kreisflächen,  welche  zur  Bildung  der  Polygone 
Po,  Pj,  . . .,  P/-1  dienen,  mit  einander  mehr  und  mehr  concentrisch. 
Man  kann  daraufhin  sofort  angeben,  was  aus  dem  Complex  der  {  Po- 
lygone Pq,  Pj,  .. .,  P/— 1  geworden  ist,  falls  C^  mit  den  (l  —  1)  übrigen 
Centren  Ci,  . . .,  Ci— i  bei  e^  zur  Coincidenz  gekommen  ist:  Jene  1  Po- 
lygone werden,  zusammengefasst,  offenbar  einen  Bereich  Qq  darstellen ,  zu 
welchem  wir  direct  gelangen,  wenn  wir  auf  die  Glosse  aller  mit  Cq  äqui- 
valenten Punkte  6q,  Cj, . . .  die  Bildungsweise  der  Normalpolygone  anwenden. 

Den  Bereich  Q^,  zu  welchem  wir  auf  diese  Weise  gekommen  sind, 
wollen  wir  weiterhin  kurz  als  „den  Bereich  des  elliptisclien  Fixpunktes  e^" 
bezeichnen.  Derselbe  entspricht  genau  der  Dirichlet'schen  Definition 
der  Normalpolygone  (pg.  221),  wenn  wir  diese  unmittelbar  auf  Cq  als 
Centrum    beziehen.     Indessen  enthalten  wir  uns  hier  der  Benennung 
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NarmalheTeich.  Qq,  weil  wir  diese  letztere  Bezeichnung  nach  wie  vor 
nar  bei  Discontinuitätsbereichen  der  Gruppe  in  Anwendung  bringen 
wollen.  Jedenfalls  teilt  der  Bereich  Qq  insofern  die  Eigenschaften 
eines  Normalpolygons,  als  er  geradlinig  begrenzt  ist  und  nur  concave 
Winkel  besitzt.  Auch  wird  das  Gesamtnetz  der  zur  Classe  der  Centren 
^09  ^\y  •••  gehörendeü  Bereiche  Q  offenbar  durch  alle  Substitutionen  der 
Gruppe  in  sich  übergeführt;  dabei  gehört  des  näheren  zum  einzelnen 
Bereiche  Qi  eine  cyclische  Gruppe  von  Substitutionen  desselben  in 
sich,  und  es  giebt  das  Ceutrum  6<  von  Qi  den  Fixpunkt  oder  das 
Rotationscentrum  dieser  cyclischen  Gruppe  ab. 

Es  ist  ein  Leichtes,  vom  Netze  der  Bereiche  Qi  wieder  rückwärts 
zu  einem  Netze  von  Normalpolygonen  der  Gruppe  F  überzugehen. 
Man  wolle  innerhalb  Q^  vom  Gentrum  e^  aus  beliebige  l  Gerade  ziehen, 

welche  die  Winkel  -j-  mit  einander  bilden,  und  vollziehe  dieselbe  Cou- 

struction  in  äquivalenter  Weise  in  Q^,  Q^,  • . .  Als  Centren  Cq,  C,,  . . .,  C7/— i 
der  in  Qq  entstandenen  Polygone  Pq,  P^,  . . .,  P/_i  sind  offenbar  die  bei 
6o  coincidierenden  Endpunkte  der  l  Winkelhalbierenden  Geraden  innerhalb 
Pq,  Pi,  . . .,  P,-i  anmsehen.  Man  halte  an  dieser  Auffassung  für  einige 
bald  folgende  Erörterungen  fest. 

Die  vorstehenden  Auseinandersetzungen  übertragen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  etwaige  parabolische  Spitzen  e^,  sowie  auf  die  hyper- 
bolischen Ecken  Cq,  welche  im  Falle  eigentlicher  Discontinuität  auf  der 
Ellipse  ausserhalb  der  letzteren  auf  dem  Rande  des  Polygonnetzes  auf- 
treten. Die  stetige  Überführung  der  Centren  Co,  Ci,  . . .  in  die  Punkte 
^0}  ^11  ^2y  '  '  f  einer  einzelnen  solchen  Classe  wird  man  sofort  ver- 
folgen. Bei  der  unmittelbaren  Herstellung'^des  ,jSfu  der  eineeinen  Classe 
^09  hj  ^1}  •  •  •  gehörenden  Netzes  der  Bereiche  Qq,  Qi,  Q^,  . . ."  hat  man 
hier  natürlich  nötig,  auf  die  pg.  243  u.  f.  entwickelten  „Vorbereitungen 
zum  Bildungsprocess  der  Normalpolygone''  zurückzugreifen. 

Ist  nämlich  erstlich  Cq,  e^,  ...  eine  Classe  parabolischer  Punkte, 
so  können  wir  nach  einem  pg.  115  u.  f.  bewiesenen  Satze  im  Innern 
der  Ellipse  ein  System  äquivalenter  Bahncurven  für  e^,  e^,  ...  hin- 
reichend nahe  an  Cq,  e^,  ...  ziehen,  die  nirgends  mit  einander  colli- 
dieren.  Die  von  diesen  Bahncurven  eingegrenzten  Flächen  nehme  man 
als  anfängliches  System  von  „Kreisflächen",  deren  Weiterbildung  nach 
bekannter  Vorschrift  zu  den  Bereichen  Q^,  Qu  '•-  unserer  parabolischen 
Punkte  e^j  e^y  ...  hinführt. 

Analoges  gilt  für  eine  Classe  hyperbolischer  Ecken  6^,  e^,  ... 
ausserhalb  der  Ellipse.  Für  den  einzelnen  Punkt  Ci  zeichne  man  die 
beiden  Ellipsentangenten,  die  dann  hierselbst  den  Rand  des  Polygon- 
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netzes  Pq,  P^,  ...  ausmachen.  Fügen  wir  den  beiden  Tangenten  die 
Polare  von  6,-  hinzu,  so  ist  ein  Dreieck  eingegrenzt,  welches  offenbar 
mit  keinem  einzigen  seiner  äquivalenten  Dreiecke  der  Punkte  e^,  e^,  ... 
collidiert.  Diese  unendlich  vielen  Dreiecke  können  uns  nun  als  anfang- 
liche Kreisflächen  gelten,  deren  weiteres  gleichzeitiges  Wachstum  über 
die  Polaren  hinaus  auf  die  zur  Classe  der  hj^perbolischen  Punkte 
^09  ^i>  •  •  •  gehörenden  Bereiche  Qq,  Q^,  ...  führt. 

Auch  der  Übergang  vom  einzelnen  Netze  Q^,  Q^y  ...  zu  einem 
zugehörigen  Netze  von  Normalpolygonen  P^,  P^,  P^,  ...  der  Gruppe  F 
gestaltet  sich  jetzt  genau  so  wie  im  Falle  elliptischer  Punkte  Sq,  6^,  ... 
Qq  geht  durch  die  Substitutionen  einer  cyclischen,  etwa  aus  V  zu  er- 
zeugenden Gruppe  des  Fixpunktes  €q  in  sich  über:  Man  ziehe  innerhalb 
Qq  von  Bq  aus  irgend  ein  System  äquidistanter  Geraden,  in  welchem  die 
einzelne  Gerade  durch  V  in  die  nächstfolgende  übergeht,  und  unederhole  die- 
selbe Construction  in  äquivalenter  Weise  in  den  übrigen  Bereichen  Qi,  §2;  •  •  •/ 
es  liegt  dann  direct  ein  Nete  von  Normalpolygonen  Pq,  Pj,  Pg,  ...  der 
Gruppe  vor.  Der  einzelne  Bereich,  z.  B.  Qq,  zerfallt  natürlich  nun  in 
unendlich  viele  Normalpolygone  PqjP^jP^,  ,,.  Als  Centra  CJ),  C^,  Cj, . . . 
der  letzteren  hat  man  wieder  die  bei  e^  coincidierenden  Endpunkte  der 
Winkelhalbierenden  Geraden  innerhalb  P^,,  P^,  ...  anzusehen.  — 

Um  die  wichtige  Bedeutung  zu  erkennen,  welche  die  Bereiche  Q 
für  die  Theorie  der  Normalpolygone  besitzen,  stellen  wir  den  folgenden, 
auch  für  sich  allein  genommen  sehr  interessanten  Satz  auf,  welchen 
wir  seinem  Charakter  nach  als  den  „Reciprodtätssate  der  Nornudpölygone^^ 
benennen  wollen:  Der  Punkt  Cq  gehört  dem  zum  Punkte  Cq  gehörenden 
Normalpolygone  Pq  von  F  stets  und  nur  dann  an,  wenn  umgekehrt  Cq  dem 
Polygon  Pq  des  Centrums  Cq  angehört.  Wir  brauchen  hierbei  die  Ausdrucks- 
weise, ein  Punkt  gehöre  einem  Polygon  an,  falls  er  entweder  im  Innern 
oder  auf  dem  Rande  des  Polygons  liegt.  Doch  muss  dabei  der  Punkt^ 
falls  er  in  einer  festen  Polygonecke  gelegen  ist,  als  Endpunkt  einer  dem 
Polygon  angehörenden  Geraden  gelten;  denn  nur  so  können  wir  von  einem 
bestimmten,  zum  fraglichen  Punkte  gehörenden  Normalpolygon  sprechen. 
Für  diejenigen  Gruppen,  bei  denen  die  Dirichlet'sche  Definition 
des  Normalpolygons  uneingeschränkt  gilt,  ist  der  Reciprocitätssatz 
direct  in  dieser  Definition  enthalten.  Ist  nämlich  die  durch  [Cq,  Cq]  zu 
bezeichnende  Entfernung  der  Punkte  Cq  und  Cq  nicht  grösser  als 
irgend  eine  der  Entfernungen  [Cq,  F,(CJ,)],  so  ist  auch  [Cq,  Q']  nicht 
grösser  als  irgend  eine  Entfernung  [Cq,  Fr^(Co')];  denn  es  ist  offenbar 
[Co',  F,(Co)]  =  [Co,  V-\C,')]. 

'     Für  jede  beliebige  Gruppe  JT  ist  folgendes  Schlussverfahren  gültig. 
Wir  beweisen  den  Reciprocitätssatz  zunächst  im  Falle  einer  cyclischen 
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Gruppe;  hier  aber  ist  er  eine  unmittelbare  Folge  der  Gestalt  eines 
cyclischen  Normalbereiches,  wie  wir  sie  froher  festlegten.  Die  allgemeine 
Richtigkeit  unseres  Satzes  ergiebt  sich  dann  ohne  weiteres  aus  dem 
Princip  von  pg.  245,  nach  welchem  das  Normalpolygon  P^  unserer 
Gruppe  r  mit  dem  Centrum  CJ,  der  gemeinsame  Bestandteil  der  zu  Cq 
gehörenden  Normalbereiche  aller  cyclischen  Untergruppen  von  F  ist. 

An  den  Reciprocitätssatz  schliesst  sich  folgende  specielle  Regel  an: 
Der  Funkt  Cq  liegt  stets  und  nur  dann  auf  dem  Bande  des  zum  Funkte  Cq 
gehörenden  Normalpolygons  F^,  falls  umgekehrt  Cq  auf  dem  Rande  des 
Folygons  Fq  mit  dem  Centrum  Cq  gelegen  ist.  Doch  hat  man  hierbei  eine 
feste  Polygonecke  nur  dann  als  Randpuukt  anzusehen,  falls  dieselbe  als 
Endpunkt  einer  der  beiden  sich  hier  anschliessenden  Polygonseiten  gilt.  — 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Theorie  der  Normalpolygone  in  Ansehung  der  festen  Folygonecken 
wesentlich  zu  präcisieren.  Diese  festen  Polygonecken  stellten  die  Classen 
elliptischer  oder  parabolischer  Fixpunkte  der  Gruppe  dar,  zu  denen 
eventuell  auch  noch  Classen  hyperbolischer  Fixpunkte  ausserhalb  der 
Ellipse  treten.  Sind  6^q,  ß^,  62,  ...  die  Punkte  einer  einzelnen  solchen 
Classe,  so  gaben  wir  seinerzeit  (pg.  113  ff.)  an,  dass  ein  Normalpolygon 
im  allgemeinen  an  einen,  für  besondere  Lagen  des  Centrums  auch 
wohl  an  mehrere  Punkte  der  fraglichen  Classe  heranreiche.  Um  diese 
Verhältnisse  nunmehr  genauer  zu  bezeichnen,  tragen  wir  die  zur  Classe 
^07  ^9  •••  gehörende  Einteilung  Qq,  Q^,  ...  auf  und  haben  alsdann 
den  Satz:  Das  Normalpolygon  Fq  des  Centrums  Cq  ragt  an  diejenigen 
Fixpunkte  der  Classe  c^,  c, ,  . . .  mit  festen  Ecken  heran,  deren  zugehörigen 
Bereichen  Q  der  Funkt  Cq  angehört  Für  gewöhnlich  handelt  es  sich 
hierbei  natürlich  nur  um  einen  Bereich  ^;  nur  wenn  Cq  auf  einer  Seite 
oder  in  einer  Ecke  eines  Bereiches  Q  liegt,  kommen  deren  zwei  bez. 
mehrere  in  Betracht.  Der  Beweis  unserer  Behauptung  geht  auf  Grund 
des  Reciprocitätssatzes  unmittelbar  aus  dem  Umstände  hervor,  dass 
Cq  mit  Qi  ja  auch  einem  diesen  Bereich  zusammensetzenden  Normal- 
polygone angehört,  und  dass  das  Centrum  des  letzteren  eben  die  zu 
Qi  gehörende  Ecke  ei  ist. 

§  14.    Der  Gattnngsbegpriff  und  die  versohiedenen  Typen  von 
Normalpolygonen  der  einseinen  Gattung. 

Auf  dem  Fundamente  der  bisherigen  Ergebnisse  versuchen  wir 
nunmehr  weiter  in  die  Einzelheiten  der  Theorie  der  hyperbolischen 
Rotationsgruppen  einzudringen,  indem  wir  für  diese  Gruppen  hier  vor 
allem  eine  Classification  in  Gattungen  an  die  Spitze  stellen.  Folgendes 
ist  die  hierzu  führende  Überlegung: 
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Bei  der  einzelnen  Gruppe  F  ist  die  Gestalt  des  Normalpolygons  P^ 
bis  zum  gewissen  Grade  von  der  Auswahl  seines  Centrums  Cq  ab- 
hängig und  mit  wechselndem  Centrum  entsprechend  veränderlich. 
Jedenfalls  aber  ist  unabhängig  von  der  Auswahl  des  Centrums  Cq 
vor  allem  die  Anzahl  n  der  Cyclen  fester  Ecken,  sowie  das  Geschlecht |> 
der  aus  dem  einfach  zusammenhängenden  Polygon  Pq  herzustellenden 
geschlossenen  Fläche;  denn  beide  Zahlen  sind  überhaupt  gegenüber 
erlaubter  Abänderung  invariant  DieserhaO)  wollen  wir  nunmehr  aUe 
Gruppen,  welche  in  p  und  n  übereinstimmen ,  0u  einer  „GaUunff^*  ssur 
sammenfassen  und  bemchnen  das  Zahlenpaar  {p,  n)  als  „Charakter*^  der 
Gattung.  Wir  sprechen  auch  wohl  kurz  von  einer  Gruppe  oder  einem 
Polygone  des  Charakters  (jp,  n)  oder  schlechthin  von  einer  Gruppe 
(jP;  n).  Die  Betrauung  soll  auf  die  Gattungen  mit  endlichen  p  und  n 
eingeschränkt  bleiben;  hieraus  wird  sofort  hervorgehen ,  dass  wir  stets 
nur  mit  Polygonen  endlicher  Seitenanmhl  zu  thun  haben. 

Wir  greifen  nämlich  für  eine  vorgelegte  Gruppe  F  des  Charakters 
(|),  n)  ein  beliebiges  Normalpolygon  Pq  mit  dem  Centrum  C^  auf. 
Die  Seitenanzahl  vom  Polygon  Pq  bezeichnen  wir  durch  5;  setzen  wir 
dann  s  =  2q,  so  stellt  q  die  Anzahl  der  von  P^  gelieferten  Gruppen- 
erzeugenden dar.  Die  zufälligen  Ecken  von  P^  mögen  m  Cyclen  bilden. 
Da  der  einzelne  solche  Cyclus  wenigstens  drei  Ecken  enthält  und  die 
einzelne  der  n  Classen  nicht  zufälliger  oder  fester  Ecken  wenigstens 
eine  Ecke  von  Pq  stellt,  so  ist: 

(1)  2q  =  s^^m  +  n. 

Das  Gleichheitszeichen  gilt  stets  und  nur,  falls  die  Cyclen  zufälliger 
Ecken  von  Pq  ausnahmslos  dreigliedrig  sind  und  P^  zugleich  nur  an 
je  einen  Fixpunkt  aus  den  fraglichen  n  Classen  heranragt. 

Das  Polygon  Pq  stellt  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich 
dar  und  liefert  durch  Zusammenbiegung  auf  einander  bezogener  Seiten 
eine  geschlossene  Fläche  des  Geschlechtes  p.  Markieren  wir  uns  auf 
der  Fläche  die  (w  +  w)  von  den  Polygonecken  herrührenden  Punkte, 
so  wird  sie  zu  einer  Fläche  des  Zusammenhanges  (2j>  -|~  ^  +  ^)  aus- 
gestaltet. Durch  die  q  von  den  Seitenpaaren  herrührenden  Querschnitte 
wird  sie  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt;  es 
gilt  demnach  die  Formel: 

(2)  2p  +  w  +  n  =  2  +  1. 

Auf  Grund  der  Relationen  (1)  und  (2)  können  unr  die  Seitenanzahl 
s  =  2q  und  die  Cyclenanzahl  m  im  Charakter  (p,  n)  der  Gattung  wie 
folgt  ausdrücken: 

(3)  5^12p  +  4n  — 6,    g^62)  +  2n  — 3,    w^4i)  +  n  — 2. 
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Hiermit  ist  der  in  Aussicht  gestellte  Endlichkeitsbeweis  für  die 
Anzahl  ^  geführt. 

Von  den  Polygonen  der  Gattang  (|),  n),  welche  dieselbe  Seiten- 
anzahl s  haben,  und  bei  denen  die  Seiten  in  der  gleichen  Folge  ein- 
ander zugeordnet  sind,  sagen  wir,  sie  gehören  dem  gleichen  Ttfptis 
an;  Polygone  des  gleichen  Typus  sind  im  Sinne  der  analysis  situs 
einander  gleich.  Gelten  in  (3)  die  Gleichheitszeichen,  so  sprechen  wir 
von  einem  gewöhnlichen  Typus  j  im  anderen  Falle  von  einem  besonderen 
oder  Specialttfptts;  wir  werden  diese  Benennungen  weiterhin  gerecht- 
fertigt finden  und  würden  die  Specialtypen  auch  als  Übergangstypen 
benennen  können.  Die  gewohnlichen  Typen  können  wir  auch  dahin 
definieren,  dass  ihnen  diejenigen  Polygone  angehören,  deren  Ecken, 
je  nachdem  sie  zufallig  sind  oder  nicht,  durchweg  drei-  bez.  eingliedrige 
Gyclen  bilden.  Jede  Erhöhung  der  Gliederanzahl  eines  oder  mehrerer 
Cyclen  bedingt  eine  Verminderung  der  Seitenanzahl.  Übrigens  dürfen 
wir,  wie  wir  noch  sehen  werden,  die  Polygone  von  Specialtypus  als 
solche  von  gewöhnlichem  Typus  ansehen,  bei  denen  zwei  oder  mehr 
Seiten  unendlich  klein  geworden  sind. 

Auf  Grund  dieser  letzteren  Bemerkung  wird  es  gestattet  sein, 
hier  vorab  allein  von  den  gewöhnlichen  Typen  der  Gattung  (p,  n)  zu 
handeln;  es  gelten  alsdann  in  (3)  überall  die  Gleichheitszeichen,  und 
wir  haben  für  die  niedersten  Zahlwerte  {p,  n)  folgende  tabellarische 
Zusammenstellung  der  zugehörigen  Werte  s  und  m: 
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Hierbei  braucht  kanm  bemerkt  zu  werden ,  dass  für  |> »»  0  der  Fall 
n  =  2  auf  eine  cyclische  Gruppe,  fElr  jp  =  1  der  Fall  w  =  0  auf  eine 
parabolische  Rotationsgruppe  führen  würde;  beide  Fälle  gehören  somit 
nicht  hierher. 

Die  Aufstellung  aller  unterschiedenen  Typen  der  Gattung  (p,  n) 
ist  nun  eine  Aufgabe  der  Gombinatorik,  die  wir  indes  durch  einen 
weiterhin  noch  zu  erörternden  Process  sehr  kürzen  können.  Vorab 
wollen  wir  den  Satz  beweisen,  dass  jeder  comhinatorisch  mögliche  Typus 
auch  mrklich  vorkommt.  In  der  That  können  wir  jedesmal  ein  allen 
Anforderungen  eines  Discontinuitätsbereiches  genügendes  Polygon  con- 
struieren,  dessen  s  Seiten  den  yorgeschriebenen  Typus  der  Zusammen- 
ordnung darbieten. 

Um  dies  auszuführen  ^  zeichne  man  der  Einfiachheit  wegen  die 
absolute  Ellipse  als  Kreis  und  entwerfe  in  seinem  Innern  und  mit 
ihm  concentrisch  ein  reguläres  Polygon  von  (s-j-^^)  Seiten.  Da  diese 
Anzahl  stets  >  6  ist,  so  kann  man  die  Dimension  des  Polygons  so 
wählen,    dass    seine   Winkel   (im    Sinne    der    hyperbolischen    Maass- 

bestimmung)   gleich  —  werden.    Indem  wir  den  Rand  des  Polygons 

etwa  im  positiven  Umlaufssinn  beschreiben,  bekommen  wir  für  die 
Seiten  eine  Nummerierung,  und  die  einzelne  Seite  gewinnt  einen 
Anfangs-  und  einen  Endpunkt.  Man  verlängere  nunmehr  die  erste 
Seite  über  ihren  Endpunkt  und  die  vierte  über  ihren  Anfangspunkt 
hinaus,  bis  sie  sich  im  Punkte  e^  schneiden.  Der  Punkt  e^  liegt 
notwendig    ausserhalb    des    Kreises;     wäre    dies    nämlich    nicht    der 

Fall,  so  könnten  wir,  wie  aus  der  beigefügten 
Figur  80  hervorgeht,  im  Kreisinnern  zwei  Drei- 
ecke von  nicht-verschwindendem  Inhalt  und  je 

p.-^ ys^^vvv^i         einer  Winkelsumme  ^  tc  nachweisen,  was  dem 

Charakter  der  hyperbolischen  Maassbestimmung 

entgegen    ist.     Man    nehme  nunmehr  die   bis- 

^^    ^Q  herige   zweite   und   dritte  Seite  des  Polygons 

fort  und  lasse  auf  die  erste  sogleich  die  vierte 
Seite  in  der  Ecke  6,  folgen.  Es  giebt  eine  hyperbolische  Substitution  V^ 
des  Fixpunktes  e^,  vermöge  deren  die  erste  dieser  beiden  Seiten  ohne 
Rest  und  Überschuss  in  die  andere  übergeht.  Indem  man  weitere 
(n  —  1)  Male  dieselbe  Manipulation  an  geeigneten  Stellen  wiederholt, 
gewinnt  man  ein  Polygon  Pq  mit  n  nicht -zufälligen  ausserhalb  des 
Kreises  gelegenen  Ecken  e^,  e^,  . . .,  e«;  die  n  zugehörigen  hyperbolischen 
Substitutionen  F^,  Fg,  . . .,  F„  werden  wir  als  Erzeugende  in  Ansatz 
bringen.  Die  noch  ungedeckten  (s  —  2n)  einander  gleichen  Seiten  ordnen 
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wir  durch  weitere  Erzeagende  I',-(-i,  fh+2,  ■  ■  -j  wie  es  der  Typus  vor- 
scbreibt,  eioander  zu  und  haben  damit,  wie  man  unmittelbar  sieht, 
einen  Discoatinuitätsbereich  erhalten,  welcher  den  vorgeschriebenen 
Typus  besitzt. 

Es  ist  natürlich  eine  Besonderheit,  dasa  wir  soeben  die  gesamten 
nicbt-zußlligen  Ecken  ausserhalb  der  Ellipse  wählten.  Doch  ist  diese 
Maassregel  wichtig.  Wir  werden  nämlich  im  nächsten  Kapitel  zeigen, 
dass  die  gesamten  Gruppen  der  Gattung  (p,  n)  ohne  elliptische  Sub- 
stitutionen ein  Gontinuum  bilden.  Nehmen  wir  diesen  Satz  vorläufig 
als  richtig  an,  so  werden  wir  bald  sehen,  dass  wir  vermöge  eines  ge- 
wissen im  Sinne  der  analy^  situs  ausnufükrenden  stetigen  Umuxmdlungs- 
processes,  und  zwar  durch  Vermittlung  der  Special-  oder  übergangsiypen, 
von  dem  einzelnen  Typus  der  Gattung  (p,  n)  alle  übrüjen  gewinnen  können. 
Diese  in  §  16  näher  zu  besprechende  Operationsweise  führt  weit  schneller 
zur  Kenntnis  der  verschiedenen  Typen  der  einzelnen  Gattung  (p,n),  als 
eine  directe  combinatorische  Methode,  Einstweilen  begnOgen  wir  uns 
damit,  die  niedersten  Gattungen  betreffend,  folgende  fertigen  Resultate 
zusammenzustellen. 

Die  drei  Gattungen  (0,  3),  (0,  4),  (0,  5)  besitzen  je  nur  einen 
einzigen  gewöhnlichen  Typus;  bei  (0,  6)  treten  deren  drei  auf.  Bei 
der  Gattung  (0,  3)  gewinnen  wir  daa  in  Figur  81  aehematisch  angedeutete 
Sechseck,  dem  wir  schon  wiederholt  begegneten  (siehe  z.  B.  Figur  54 
pg.213).  Die  Gattung  (1,  l)  besitzt  gleichfalls  nur  einen  gewöhnlichen 
Typus,  welcher  im  Zehneck  der  Figur  82  dargestellt  ist;   wir  werden 


mit  dieser  Gattung  im  folgenden  Kapitel  noch  ansfahrlich  zu  thun 
haben.  Die  Gattung  (1,  2)  besteht  aus  fünf  gewöhnlichen  Typen, 
welche  wir  zu  späterem  Gebrauch  in  Fignr  83  zusammenstellen  und 
nummerieren.  Der  Einfachheit  halber  haben  wir  das  einzelne  Viersehneck 
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als  einen  in  14  gleiche  Teile  geteilten  Ereis  gezeichnet;  die  Figuren 
sind  ja  ohnedies  sämtlich  nur  schematisch  oder  im  Sinne  der  analysis 
Situs  aufzufassen.  Unter  diesen  fünf  Typen  vom  Charakter  (1;  2)  sind 
vier  sich  selbst  symmetrisch;  nur  der  fünfte  Typus  ist  unsymmetrisch. 


Flg.  88. 

Es  entspricht  indessen  den  sonstigen  hier  vertretenen  Grundauffassnngen, 
wenn  wir  das  symmetrische  Spiegelbild  des  fünften  Typus  nicht  als 
einen  besonderen  Typus  hinstellen.  Um  endlich  auch  noch  eine 
Gattung  mit  n  =  0  heranzuziehen^  so  stellen  wir  in  Figur  84  die 
gesamten  gewöhnlichen  Typen  vom  Charakter  (2,  0)  zusammen.  Wie 
man  sieht,  liegen  hier  acht  gewöhnliche  Typen  vor,  von  denen  die 
sieben  ersten  symmetrisch  sind.  In  allen  Fällen  wird  man  leicht 
die  Cyclen  zufälliger  Ecken  auffinden,  die  nicht  zufälligen  Ecken 
markieren  u.  s.  w. 


§15.    Vom  Vorkommen  der  Speoialtypen  bei  den  Normalpolygonen 

der  Gattung  (p,  n). 

Äquivalente  Centren  liefern  äquivalente  Normalpolygone,  die  für 
unsere  Zwecke  durchaus  gleichwertig  sind  und  insbesondere  dem  gleichen 
Typus  angehören.  Man  wird  somit  alle  wesentlich  verschiedeneu  Normal- 
polygone von  r  bereits  dadurch  gewinnen,  dass  man  das  Centrum  Cq 
nach  und  nach  mit  allen  Punkten  eines  etwa  anfanglich  ausgewählten 
Normalpoiygons  P  vom  Centrum  C  identificiert  Hier  tritt  nun  vor 
allem  die  Frage  ein,  für  welche  Lagen  von  Cq  innerhalb  P  das  zugehörige 
Normdl^olygon  einem  Specialtypus  angehört. 
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Bei  der  Behandlung  dieses  Problems  machen  wir  wiederholten 
Gebrauch  von  folgendem  Grundsatz:  Lagert  man  über  P  irgend  eine 
neue  zu  F  gehörende  Normalteilung  P^,  Pj,  . . .,  50  Tcann  nur  eine  end- 
liche ÄnzaJü  von  Polygonen  der  neuen  Einteilung  an  P  teilhaben.  Wir 
sagen  dabei,  P*  habe  am  Polygon  P  Teil,  falls  beide  Polygone  wenig- 
stens einen  von  einer  parabolischen  oder  hyperbolischen  Spitze  ver- 
schiedenen Punkt  gemein  haben. 

Man  bemerke  nämlich,  dass  jeder  im  Innern  des  Polygonnetzes 
liegende  Bereich,  der  dem  Rande  des  Netzes  nirgends  unmittelbar 
nahe  kommt,  zufolge  der  Fundamentaleigenschaft  eigentlich  disconti- 
nuierlicher  Gruppen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Polygonen  des 
Netzes  Pq,  P^  ,  . . .  vollständig  ausfüllbar  ist.  An  den  Band  des  Netzes 
zieht  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Ecken  des  Polygons  P  mit 
parabolischen  oder  hyperbolischen  Spitzen  heran.  Die  einzelne  solche 
Ecke  ist  im  allgemeinen  durch  zwei,  gelegentlich  auch  durch  mehrere, 
aber  immer  endlich  viele  Polygone  des  Netzes  P^f  P^,  ...  völlig  aus- 
gefüllt; letzteres  tritt  ein,  wenn  die  fragliche  parabolische  oder  hyper- 
bolische Spitze  im  neuen  Netze  der  Polygone  P^,,  Pj ,  ...  mehrgliedrige 
Cyclen  liefert.     Der  aufgestellte  Satz  ist  hiermit  bewiesen. 

Als  unmittelbare  Folge  unseres  Satzes  ergiebt  sich  weiter:  Trägt 
man  eine  der  zu  den  n  Classen  fester  Eckpunkte  gehörende  Einteilung 
Qo9  Qi9  Q2)  '  •  '  ^^fy  ^ö  kann  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Bereichen  Q 
am  Polygon  P  teilhaben;  denn  der  einzelne  solche  Bereich  stellt  ja  einen 
Complex  von  endlich  oder  unendlich  vielen  Normalpolygonen  dar. 

Das  zu  einem  Gentrum  Cq  gehörende  Polygon  P^  kann  nun  erstlich 
dadurch  zu  einem  Specialtypus  gehören,  dass  es  einen  oder  einige  mehr- 
gliedrige Cyclen  fester  Ecken  aufweist  Die  Lage  des  Centrum  CJ,  können 
wir  unter  diesen  Umständen  nach  pg.  261  unmittelbar  charakterisieren. 
Man  hat  nur  die  zur  Classe  des  einzelnen  solchen  Gyclus  gehörende 
Einteilung  Q^y  Q^^  (^g,  ..,  aufzutragen,  worauf  alsdann  Cq  auf  dem 
Bande  zweier  oder  mehrerer  Bereiche  Q  liegt.  An  P  haben  nur 
endlich  viele  Bereiche  Q  Teil,  und  der  einzelne  unter  ihnen  durchzieht 
das  Polygon  P  nur  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Seiten.  Tragen 
wir  nach  einander  alle  n  Einteilungen  Qq^  Q^,  ...  auf  und  markieren 
immer  diejenigen  Seiten,  welche  in  P  entfallen,  so  haben  wir  in  P  eine 
endliclie  Anzahl  geradliniger  Strecken  gezeichnet^  welche  den  geometrischen 
Ort  aller  Centra  Cq  mit  Specialtypen  mehrgliedriger  fester  Ecken  darstellen. 

Ein  Specialtypus  kann  zweitens  nur  noch  dadurch  auftreten,  dass 
Pq  wenigstens  einen  Cyclus  zufälliger  Ecken  mit  mehr  als  drei  Gliedern 
aufweist.  Die  Discussion  dieses  Gegenstandes  erfordert  eine  kurze  vor- 
bereitende Betrachtung. 
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Wir  lassen  Cq  das  gesamte  Polygon  P  beschreiben  und  markieren 
alle  zugehörigen  Normalpolygone  P^.  Dieselben  werden  einen  zu- 
sammenhangenden Bereich  bedecken,  welcher  offenbar  mit  P  fest  be- 
stimmt ist,  und  den  wir  kurz  als  den  Bereich  B  bezeichnen  wollen. 
Von  diesem  Bereich  lässt  sich  sofort  aussagen ,  dass  er  die  natürliche 
Grenze  unserer  Gruppe  (den  gemeinsamen  Rand  ihrer  Polygonnetze) 
nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  hyperbolischen  oder  parabolischen 
Ecken  erreicht;  denn  wir  stellten  schon  fest,  dass  P  nur  an  einer 
begrenzten  Anzahl  Yon  Bereichen  Q  des  einzelnen  der  n  Netze  teilhat 

Sei  nun  ei  ein  einzelner  solcher  Eckpunkt,  und  gehöre  demselben 
Vi  als  Erzeugende  der  bezüglichen  cyclischen  Untergruppe  zu.  Es 
lässt  sich  alsdann  ein  cyclischer  Normalbereich  von  F<  angeben,  über 
den  P  nicht  hinausragt,  und  auf  welchen  somit  auch  Cq  eingeschränkt 
ist.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  der  Bereich  R  an  den  Eck- 
punkt €(  mit  einer  Ecke  heranreicht,  welche  sich  auf  alle  Fälle  durch 
ewei  neben  einander  gereihte  Norm  albereiche  von  F<  vollständig  über- 
decken lässt;  und  dies  wiederum  liefert  vermöge  einer  eben  (pg.  268) 
bereits  angedeuteten  geometrischen  Überlegung  fast  ohne  weiteres  das 
Ergebnis,  dass  sich  die  in  Rede  stehende  Ecke  von  R  durch  eine 
endliche  Anzahl  an  e,  heranziehender  Polygone  des  zu  P  gehörenden 
Netzes  gänzlich  ausfüllen  lässt. 

Schneiden  wir  nun  für  den  Augenblick  vom  Bereich  R  die  nächsten 
Umgebungen  aller  an  den  Netzrand  heranreichenden  Ecken  ab,  so  ist 
für  den  übrig  bleibenden  mittleren  Teil  von  R  aus  der  Discontinuität 
von  r  selbstverständlich,  dass  derselbe  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Normalpolygonen  eines  einzelnen  Netzes  vollständig  bedeckt  werden 
kann.  Indem  wir  zusammenfassen,  entspringt  das  Ergebnis,  dass  am 
Bereiche  R  notwendig  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Polygonen  des  zu  P 
gehörenden  Netzes  teiüiäben. 

Wir  können  dies  Resultat  noch  in  einer  etwas  anderen  und  für 
die  gleich  zu  vollziehende  Anwendung  zweckmässigeren  Gestalt  aus- 
sprechen. Sei  Pq  Normalpolygon  irgend  eines  in  P  gelegenen  Ceu- 
trums  Cq  und  V  eine  zu  P^  gehörende  Erzeugende.  Die  beiden  durch 
V  correspondierenden  Seiten  von  P^  liegen  als  homologe  Gerade  in 
zweien  unter  jenen  Polygonen,  mit  welchen  wir  soeben  R  bedeckten; 
und  da  die  Anzahl  dieser  Polygone  endlich  war,  so  gilt  der  Satz: 
Die  zu  den  innerhalb  P  gelegenen  Centren  Cq  gehörenden  Normalpolygone  P^ 
liefern  insgesamt  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  erzeugenden  Substitutionen. 

Nun  habe  das  Polygon  Pq,  dessen  Centrum  C^  innerhalb  P  ge- 
legen ist,  einen  Cyclus  von  mehr  als  drei  beweglichen  Ecken.  Sei  E 
ein   zugehöriger  Eckpunkt,  und  mögen  sich  um  E  herum  an  P^  die 
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Polygone  Pj,  Pg,  nächst  Pg  aber  Pj  anschliessen.  Es  möge  P^  in 
diese  drei  Polygone  durch  die  Substitutionen  F,,  Fg,  Fj  F3  übergehen, 
wo  alsdann  Fj,  Fg,  Fg  von  P^  gelieferte  Erzeugende  sind  (cf.  pg.  112). 
Wir  werden  auf  Grund  unseres  eben  gewonnenen  Resultates  sogleich 
schliessen,  dass  Tripel  F^,  Fj,  V^V^  dieser  Art,  selbst  wenn  wir  Cq 
das  ganze  Polygon  P  durchlaufen  lassen,  doch  nur  in  endlicher  Zahl 
auftreten.  Unsere  Untersuchungen  von  pg.  252  sagen  nun  aber  un- 
mittelbar aus,  dass  bei  den  hier  gedachten  Verhältnissen  das  Centrum  (7„ 
entweder  auf  der  Ellipse  oder  auf  der  zum  Tripel  F^,  Fg,  V^V^  gehörenden 
Curve  dritter  Ordnung  gelegen  sein  muss. 

Hiermit  aber  ergiebt  sich,  die  zufälligen  Ecken  betreffend,  die 
folgende  Antwort  auf  unsere  am  Anfang  des  Paragraphen  gestellte 
Frage  nach  dem  Vorkommen  der  Specialtypen:  Der  geometrische  Ort 
aller  in  P  gelegenen  Centra  Cq,  deren  Polygone  Specialiypen  mit  melir- 
als- dreigliedrigen  Cyclen  von  beweglichen  Ecken  darbieten j  setzt  sich  aus 
Segmenten  der  Ellipse  und  endlich  vielen  Stücken  von  Curven  der  dritten 
Ordnung  zusammen.  Natürlich  kommen  Ellipsensegmente  nur  bei  den 
auf  der  Ellipse  eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen  zur  Geltung. 
In  wie  weit  dann  die  in  P  entfallenden  Ellipsensegmente,  und  welche 
Stücke  jener  Curven  dritter  Ordnung  am  fraglichen  geometrischen  Ort 
teilhaben,  bleibt  hier  noch  unentschieden;  weiter  folgende  Unter- 
suchungen müssen  in  dieser  Hinsicht  näheren  Aufschluss  erteilen. 

Fassen  wir  unsere  Ergebnisse  über  die  festen  und  die  beweglichen 
Ecken  noch  einmal  in  eins  zusammen,  so  hat  sich  gefunden,  dass  der 
geometrische  Ort  aller  Centra  Cq  mit  Polygonen  von  Specialtypen  inner- 
fhalb  des  vorab  gewählten  Polygons  P  aus  endlich  vielen  Stücken  von 
Geraden,  der  fundamentalen  Ellipse  soune  von  Curven  dritter  Ordnung 
der  pg.  252  eingeführten  Art  zusammengesetzt  erscheint  Den  weiteren 
Ausbau  dieses  Resultates  vollziehen  wir  im  übernächsten  Paragraphen.  — 


§  16.    Von  der  Veränderung  der  Normalpolygone  bei  Monodromie 

der  Gentren  Cq. 

Es  sollen  nunmehr  etwas  näher  die  Veränderungen  untersucht 
werden,  welche  ein  Normalpolygon  Pq  bei  stetigen  Orts  Veränderungen 
seines  Centrums  6^  oder  kurz  gesagt  bei  Monodromie  desselben  erfährt. 
Wir  wollen  in  dieser  Hinsicht  zunächst  einen  Satz  formulieren,  welcher 
auch  schon  bei  den  vorangehenden  Überlegungen  implicite  gelegentlich 
in  Betracht  kam:  Las  Normalpolygon  Pq  der  vorgelegten  Gruppe  F  ändert 
sich  hei  stetigen  Lagenänderungen  des  Centrums  Cq  selber  stetig.  Man 
kann  diesen  Satz  entweder  aus  dem  Begriffe  des  Normalpolygons  ab- 
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lesen  oder  anch  direct  beweisen,  indem  man  durch  Rechnung  den  Weg 
verfolgt,  welche  eine  einzelne  bewegliche  Ecke  E  bei  Monodromie  von 
Cq  beschreibi 

Um  die  angedeutete  Rechnung  für  die  bewegliche  Ecke  E  durch- 
zuführen, so  mag  E  von  den  Polygonen  P,  P',  P"  der  Centren  (7,  C\  C" 
umgeben  sein,  deren  beide  letzte  aus  dem  ersten  durch  V  und  V  ent- 
springen mögen.  Die  Goordinaten  von  C  seien  isr»,  die  von  E  aber  y,-. 
Hat  der  „Kreis"  durch  C,  C,  (7"  die  Gleichung  (8)  pg.  249,  so  gilt 
a^  =  ^3,  a^=  —  2^2,  «8"=  Vi]  denn  E  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
und  letzterer  wird  durch  den  Pol  der  1.  c.  durch  «i^i  +  «3^2  +  ^^3  =*  ^ 
dargestellten  Geraden  gebildet.  Man  setze  nun  die  angegebenen  Werte 
von  ttj,  a^f  flg  in  die  Kreisgleichung  ein  und  bringe  zum  Ausdruck, 
dass  dieser  Gleichung  auch  die  durch  V  und  V  aus  jsi  entspringenden 
Goordinaten  von  C  und  (7"  genflgen,  was  zwei  weitere  Gleichungen 
giebt.  Ziehen  wir  dann  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  und 
dritten  ab,  so  entspringen  unter  Benutzung  der  pg.  255  erklarten  Ab- 
kürzungen für  V  und  F'  die  Gleichungen: 

t/iC  —  2y^h,  +  y^a,  =  0, 
y^c,  —  2y^K  +  y^a,  =  0. 

Diese  ein-ein-deutige  quadratische  Beziehung  regelt  die  Bewegung  von  E 
bei  Monodromie  von  Cq]  unsere  obige  Behauptung  ist  hiermit  evident*). 
Wir  können  nun  Cq  auf  das  im  vorigen  Paragraphen  zu  Grunde 
gelegte  Polygon  P  einschränken.  Gewinnen  wir  dann  im  Verlaufe  der 
von  Cq  zu  beschreibenden  Bahnen  einen  Specialtypus  für  P^,  so  tritt 
Herabminderung  der  Seitenanzahl  s  von  Pq  ein,  d.  h.  es  ziehen  sich 
zwei  einander  zugeordnete  Polygonseiten  auf  Punkte  zusammen,  und 
zugleich  liegt  Cq  auf  einer  der  Geraden,  einem  Ellipsensegment  oder 
einem  Segment  einer  Gurve  dritter  Ordnung,  aus  denen  wir  innerhalb 
P  den  Ort  aller  Gentra  mit  Specialtypen  zusammengesetzt  fanden. 
Nach  Überschreiten  der  Geraden  bez.  des  Gurvensegmentes  gewinnt  Pq 
wieder  einen  gewöhnlichen  Typus.  Andrerseits  kann  wegen  der  stetigen 
Änderung  des  Polygons  Pq  mit  Cq  ein  Wechsel  im  Typus  auch  nur 
auf  diese  Weise,  d.  h.  vermöge  Durchgang  durch  einen  Special-  oder 
Übergangstypus  sich  vollziehen.  Die  Einzelheiten  der  hierbei  ein- 
tretenden Veränderungen  des  Polygons  Pq  sollen  nun  besprochen  werden. 


(1) 


*)  Die  Fnndamentalpnnkte  der  Cremonatraneformation  (1)  sind  die  Fix- 
pnnkte  der  drei  Substitutionen  F,  V  und  V  F^\  Diesem  Umstände  entspricht 
die  schon  früher  erkannte  Thatsache,  dass,  wenn  Co  in  einen  dieser  Fixpunkte 
hineinrückt,  die  bewegliche  Ecke  E  auf  einer  Seite  des  zugehörigen  Bereiches  Q 
unbestimmt  wird. 
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Sind  erstlich  die  beiden  auf  einander  bezogenen  Seiten  S^  und  S^, 
welche  sich  auf  Punkte  zusammenziehen  sollen;  benachbart y  so  hat  Cq 
eine  in  P  gezogene  Gerade  zu  überschreiten;  denn  jene  Seiten  haben 
ersichtlich  einen  festen  Eckpunkt  des  Polygons  gemein.     Die  Gestalt 

Yon  Pq  Yor  diesem  Übergang  ist 
in  Figur  85  schematisch  dargelegt. 
Die  beiden  Seiten  S^  und  8^  haben 
die  feste  Ecke  e  gemein  und  seien 
durch  V  auf  einander  bezogen.  Die 
beiden  anderen  Ecken  E^  und  E^ 
dieser  Seiten  bilden  bewegliche  Ecken, 
welche  mit  E^  vermöge  F^  und  F, 
einen  dreigliedrigen  Cyclus  liefern. 
Fig.  85.  Bei    einem  Polygon    von    gewohn- 

lichem Typus  können  nämlich  nie- 
mals zwei  feste  Ecken  benachbart  sein,  da  sonst  die  zwischenliegende 
Seite  sowohl  der  rechts  wie  der  links  benachbarten  Seite  zu- 
geordnet wäre. 

In  dem  Augenblick,  dass  S^  und  S2  sich  zu  Punkten  zusammengezogen 
haben  und  also  die  Coincidenz  von  E^  und  E^  in  e  stattfindet,  hat  Cq 
die  fragliche  Gerade  erreicht  und  E^  ist  in  den  mit  e  äquivalenten 
Fixpunkt  e  gerückt.  Hat  Cq  die  Gerade  überschritten,  so  ist  der  Special- 
typus wieder  in  einen  gewöhnlichen  übergegangen.  E^  und  E^  bleiben 
in  Coincidenz  und  liefern  die  neue  bewegliche  Ecke  E^\  während  bei 
der  nunmehr  gewonnenen  festen  Ecke  e'  zwei  neue  durch  eine  mit  F 
gleichberechtigte  Substitution  F'  auf  einander  bezogene  Seiten  5/  und 
S^'  auftreten.  Die  hier  in  Betracht  kommenden  Substitutionen  genügen 
den  Relationen: 

Wir  können  demnach  folgenden  Satz  formulieren:  Überschreitet  Cq  die 
geradlinige  Grenze  jsweier  Bereidie  Q^  die  zu  den  Ecken  e  und  e  der 
Substitution  F,  F'  gehören  j  so  tritt  dabei  im  Erzeugendensystem  die  Modi- 
fication  ein,  dass  V  durch  die  gleichberechtigte  Substitution  F'=  V^^VV^ 
ersetzt  wird,     Fj  hai  dabei  die  in  Figur  85  angegebene  Bedeutung, 

Sind  zweitens  die  beiden  Seiten  S^  und  S^,  welche  sich  beim 
Wechsel  des  Typus  auf  Punkte  zusammenziehen,  nicht-benachbart,  so 
überschreitet  Cq  in  P  ein  Ellipsensegment  oder  ein  Segment  einer  Curve 
dritter  Ordnung.  Die  Endpunkte  E^,  E^,  E^,  E^  der  beiden  Seiten 
sind  beweglich  und  bilden  in  der  in  Figur  86  angegebenen  Weise  mit 
E^  und  E^  dreigliedrige   Cyclen.     Die  Bedeutung  der  Substitutionen 
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Vy  V^j  ...  entnehme  man  aus  den  Angaben  der  Figur  86;  es  bestehen 
die  beiden  Relationen: 

(3)  FF,F,=  1     und     FF/F/=1. 

Überschreitet  nun  Cq  das  in  Rede  stehende  Gurvenstöck,  so  sind  die 

Seiten  S^  und  S^  verschwunden  und  damit  tritt  die  Substitution  V  ausser 

Wirkung.     Dafür   dehnen    sich    die  x"^-^,— -v 

die  bisherigen  Ecken  E^  und  E^  zu  /^S^  s      /\ 

zwei  neuen  Seiten  S/,  S«',  die  durch  L""'^^,      ^~£^^^  / 

V  auf  einander  bezogen  sein  mögen  /    7          /          I     V 

(vergl.    den    punktierten    Pfeil    in  f^y^'         \          ^V     \ 

Figur  86).     Merken   wir   an,    äass  „/                      /          ,           \p> 

der  fragliche  Übergang  für  das  Er-  \-<-^              /               ^/ 

Zeugendensystem  die  Modification  im  ^-v/Nk         jv         W  /^ 

Gefolge  hat,  dass  V  durch  F'  ersetzt  •    \\          /          {^</ 

erscheint:  F~"^  und  F'  werden  dabei  l/'^^S- <v*r 

aus  den  beteiligten  Substitutionen,  wie  ^--.^_^^^^J^ 

folgt y  aufgebaut:  Fig.  se. 

(4)         F-i=  F,F,  =  f;f;,   r-  f/-'Fi  =  r,'rT\ 

Es  ist  nun  vor  allen  Dingen  zu  betonen,  dass  jeder  Wechsel  der 
gewöhnlichen  Typen  für  die  Normalpolygone  unserer  Gruppe  F  sich  auf 
die  erste  oder  zweite  der  hiermit  bezeichneten  Arten  des  Übergangs,  und 
zwar  durch  einmalige  oder  wiederholte  Anwendung,  vollziehen  lässt  Denn 
die  Specialtypen  mit  {s  —  4)  oder  noch  weniger  Seiten,  bei  denen  die 
eben  beschriebenen  Verhältnisse  des  Yerschwindens  eines  Seitenpaares 
an  zwei  oder  mehreren  Stellen  zugleich  stattfinden,  treten  nur  für 
endlich  viele  Gentren  Cq  in  P  auf,  welche  gemeinsame  Punkte  der  in 
P  gezogenen,  wiederholt  genannten  Geraden  oder  Gurvensegmente  sind. 
Diese  Punkte  lassen  sich  also  bei  Änderung  von  Cq  stets  umgehen. 

Übrigens  ist  hervorzuheben,  dass  beim  Verschwinden  eines  Seitenpaars 
und  Ersatz  desselben  durch  ein  neues  Paar  an  anderer  Stelle  sehr  oft  der 
bisherige  Typus,  nur  in  einer  im  allgemeinen  veränderten  Orientierung, 
sich  tmeder  einstellt  Dies  wird  insbesondere  beständig  bei  jenen 
niedersten  Gattungen  der  Fall  sein,  welche  nur  einen  gewöhnlichen 
Typus  aufweisen. 

Man  könnte  als  benachbart  je  zwei  solche  gewohnliche  Typen 
benennen,  welche  in  einem  Specialtypus  von  {s  —  2)  Seiten  zu- 
sammenhängen. Dann  hat  man  z.  B.  für  die  fünf  Typen  der  Gattung 
(1,  2),  wie  man  mit  Hilfe  von  Figur  83  pg.  266  leicht  feststellt,  das 
folgende  Schema: 

Fricka-Klein,  Automorphe  FuDctioneu.   I.  18 
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m 

i<^    ^n  — IV 

V 

Der  Typus  IV  ist  also  nur  mit  II  benachbart,  I  dagegen  mit  III  und 
V  u.  8.  w.  Man  überzeuge  sich  des  weiteren,  dass  z.  B.  beim  Typus  IV 
das  Verschwinden  des  Seitenpaares  1  und  2  wieder  zum  gleichen 
Typus  IV  zurückführt.  In  dieser  Weise  bilden  alle  fünf  Typen  eine 
zusammenhängende  Kette. 

Tu  derselben  Art  stellen  überhaupt  bei  jeder  Gattung  (p,  n)  die 
verschiedenen  ihr  angehörenden  gewöhnlichen  Typen  eine  zusammen- 
hängende Kette  dar.  Um  dies  zu  sehen  ^  benutzen  wir  das  bereits 
oben  (pg.  265)  erwähnte  und  im  folgenden  Kapitel  zu  beweisende 
Theorem,  dass  alle  von  elliptischen  Substitutionen  freien  Gruppen  der 
Gattung  {py  n)  ein  Continuum  bilden.  Bei  continuierlicher  Änderung 
der  Gruppe  und  zugleich  stattfindenden  stetigen  Bewegungen  von  Cq 
wird  auch  Pq  nur  stetige  Formänderungen  erleiden.  Da  für  die  einzelne 
Gruppe  Centren  mit  Specialtypen  einer  Seitenanzahl  ^  s  —  4  stets 
nur  vereinzelt  auftreten,  so  hat  es^  wie  wir  bereits  soeben  ausführten, 
keine  Schwierigkeit,  diese  Lagen  mit  Cq  beständig  zu  meiden;  und 
wir  können  dann  doch  noch  mit  Co  jedes  Centrum  von  gewöhnlichem 
Typus  erreichen.  Hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  pg.  264 
bewiesenen  Satz,  dass  jeder  im  Sinne  der  analysis  situs  mögliche  ge- 
wöhnliche Typus  der  Gattung  (jp,  n)  bei  den  Gruppen  (p,  n)  ohne 
elliptische  Substitutionen  auch  wirklich  auftritt,  das  nachfolgende  Re- 
sultat: Durch  die  beiden  pg.272  u,f,  besprochenen  Arten  des  Tt^pentcechsels, 
weldie  tmr  nur  noch  im  Sinne  der  analysis  situs  0u  handhaben  brauclien, 
können  aus  einem  einzelnen  gewöhnlichen  Typus  der  Gattung  mittelbar 
alle  übrigen  hergestellt  werden.  In  diesem  Satze  ist  die  Methode  zur 
Aufstellung  aller  gewöhnlichen  Typen  der  einzelnen  Gattung  (p,  n) 
gegeben,  welche  wir  oben  (pg.  265)  vorläufig  erwähnten,  und  vermöge 
deren  die  damals  für  die  Gattungen  (l,  2)  und  (2,  0)  mitgeteilten 
Resultate  abgeleitet  sind.  — 

Specialtypen  mit  {s  —  4)  Seiten  treten  noch  bei  jeder  Gruppe  auf; 
sie  gehören,  wie  wir  schon  andeuteten,  zu  solchen  Centren  (7q,  welche 
Ecken  der  Einteilungen  Q  vorstellen  oder  sonst  irgend  wie  zweien 
unter  den  in  P  gezogenen  Geraden  oder  Curvenstücken  angehören. 
Das  Auftreten  von  Specialtypen  mit  einer  um  sechs  oder  noch  mehr  Ein- 
heiten  (gegenüber  den  gewöhnlidien  Typen)  verringerten  Seitenanzahl  hat 
man  dagegen  als  etwas  Partlculäres  anzusehen;  Gruppen,  bei  denen  solche 
Specialtypeu  vorkommen^  könnte  man  etwa  singulare  nennen.  Derartige 
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singulare  Gruppen  kommen  in  jeder  Gattung  vor.  So  können  wir  in 
der  Gattung  (1,  2)  bis  auf  Sechsecke  mit  zwei  mehrgliedrigen  Cyclen 
fester  Ecken  und  ohne  bewegliche  Ecken  herabgehen.  In  der  Gattung 
(2,  0)  ist  die  denkbar  niederste  Seitenanzahl  acht;  sie  wird  z.  B.  er- 
reicht von  der  durch  ein  reguläres  Achteck  mit  Winkeln  -    und  mit 

einander  zugeordneten  Gegenseiten  definierten  Gruppe^  wobei  sich  alle 
acht  Ecken  zu  einem  einzigen  Cyclus  zusammenschliessen.  Diese  singulare 
Gruppe  ist  übrigens  bekannt;  sie  ist  als  ausgezeichnete  Untergruppe 
des  Index  48  in  der  zum  Schema  (2,  3,  8)  gehörenden  Dreiecksgruppe 
enthalten  (cf.  „M."  I.  pg.  108)  und  entspricht  derjenigen  in  der  gewöhn- 
lichen Modulgruppe  enthaltenen  ausgezeichneten  Congruenzgruppe  achter 
Stufe,  deren  Substitutionen  modulo  8  einer  der  Congruenzen: 

-C;^  -O'  <t)-  -O 

genügen  (cf.  „M."  I  pg.  652). 

Eine  eingehende  Behandlung  der  singulären  Gruppen,  welche  dem 
allgemeinen  Charakter  unserer  gegenwärtigen  Untersuchungen  nicht 
entsprechen  würde,  soll  hier  nicht  gegeben  werden.  Wir  haben  diesen 
Gegenstand  nur  berührt,  um  später  etwa  auftretende  singulare  Gruppen 
sogleich  bequem  in  die  allgemeine  Theorie  einordnen  zu  können;  übrigens 
steht  zu  hoffen,  dass  die  weitere  Durchbildung  der  Theorie  dieser 
singulären  Gruppen  zumal  in  den  niedersten  Fällen  p  für  die  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  Bedeutung  gewinnt. 

§  17.    Von  den  «^natürlichen"  Disoontmnit&tsbereiohen  der  hyper- 

boliflohen  Botatdonsgrappen  erster  Art. 

Eine  besonders  klare  Anschauung  der  in  den  vorangehenden 
Paragraphen  entwickelten  Verhältnisse  gewinnen  wir  hier  endlich  durch 
die  nachfolgende  Betrachtung,  welche  uns  zu  einer  neuen  und  in- 
teressanten Gestalt  der  Discontinuitätsbereiche  der  hyperbolischen  Rota- 
tionsgruppen erster  Art  hinführt. 

Wir  lassen  Cq  von  irgend  einer  Anfangslage  aus  oSe  diejenigen 
Lagen  beschreiben,  welche  durch  solche  stetige  Wege  erreichbar  sind, 
dass  Pq  niemals  verminderte  Seitenanzahl  darbietet.  Cq  wird  dabei 
einen  zusammenhängenden  Bereich  T  beschreiben,  dessen  gesamte 
Randpunkte  als  Centren  Cq  Polygone  von  Specialtypen  liefern.  Eine 
erste  unmittelbar  ersichtliche  Eigenschaft  von  T  ist  alsdann,  dass  T 
einen  zusammenliängenden  Bereich  darstellt,  dessen  Punkte  als  Cetttren  Cq 
Polygone  P^   mit  einetn   mid  demselben  Erzeugendensystem  liefern.    Bei 

18* 
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Überschreitung  der  Begrenzung  von  T  wird  indes  im  allgemeinen  eine 
Änderung  im  Erzeugendensystem  stattfinden  und  zwar  von  der  Art, 
wie  sie  im  vorigen  Paragraphen  im  Anschluss  an  die  dortigen  Formeln 
(2)  und  (4)  beschrieben  wurde. 

Vom  Bereiche  T  können  wir  nun  den  wichtigen  Satz  zeigen,  dass 
im  Innern  desselben  niemals  0wei  verschiedene  einander  bezüglich  F  äqui- 
valente Punkte  gelegen  sind. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  gäbe  innerhalb  T  zwei  äquivalente 
Punkte  Cq  und  Cq,  so  mag  der  zweite  aus  dem  ersten  durch  die  Sub- 
stitution V  von  r  hervorgehen.  Die  beiden  zugehörigen  Polygone  Pq 
und  Pq',  welche  den  gewöhnlichen  Typus  zeigen,  sind  einander  con- 
gruent.  Die  Seiten  des  ersten  bezeichnen  wir  durch  Si,  S%y  . . .,  /Sg,; 
die  homologen  Seiten  von  P^'  seien  Si ,  S%y  . , ,,  S'%q.  Möge  Su  durch 
Vjc  in  die  zugeordnete  Seite  übergehen;  die  2g  zu  P^  gehörenden 
Erzeugenden: 

(1)  Fl,  Fj,  Fs,  . . .,   F2, 

sind  dann  natOrlich  zu  Paaren  einander  invers*). 

Die  Erzeugenden  von  P^  gehen  nun  aus  den  Substitutionen  (1) 
durch  Transformation  vermöge  F  hervor.  Da  aber  Po  dieselben  Er- 
zeugenden wie  Pq  liefert,  so  wird  F  die  Substitutionen  (1)  abgesehen 
von  der  Reihenfolge  in  sich  transformieren.  Es  giebt  somit  eine 
Potenz  F'*  mit  endlichem,  von  null  verschiedenen  ft,  welche  jede  ein- 
zelne Substitution  (1)  in  sich  überführt.  Nun  ist  aber  Vi  nur  durch 
eine  solche  Substitution  in  sich  transformierbar,  welche  mit  F^  einer 
und  derselben  cyclischen  Gruppe  angehört**).  Da  jedoch  die  Substitu- 
tionen (1)  nicht  alle  der  gleichen  cyclischen  Gruppe  angehören,  so 
folgt  F''  =  1,  und  also  ist  F  elliptisch.  Für  unsere  Gruppe  ist  somit 
der  Charakter  n  >  0. 

Wir  begründen  jetzt  eine  zweite  Beziehung  der  Seiten  von  Pq'  auf 
die  von  P^,  indem  wir  Q  innerhalb  T  stetig  in  Cq  überführen.  G^ht 
hierbei  Si  in  Ä  über,  so  geht  S^  in  Ä+i,  S^  in  81^%^  . . .  über,  da 
zwischendurch  keine  Seite  verschwunden  ist.  Nun  haben  Pq  und  Pq' 
als  Normalpolygone  von  gewöhnlichem  Typus  je  eine   mit  dem  Fix- 

*)  Eine  etwaige  eUiptische  Substitution  der  Periode  zwei  wird  demnach  im 
System  (1)  doppelt  gezählt. 

**)  Der  Fixpnnkt  von  F^  mnss  nämlich  durch  die  transformierende  Substitu- 
tion in  sich  übergeführt  werden.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Behauptung  des  Textes 
unmittelbar,  falls  der  Fixpnnkt  von  F^  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Ellipse 
liegt.  Bei  parabolischen  F^  könnte  man  vermuten,  dass  die  transformierende 
Substitution  auch  eine  hyperbolische  sein  dürfte,  deren  einer  auf  der  Ellipse  ge- 
legener Fixpunkt  mit  dem   von  F^  coincidiert.    Dies  ist  indessen  nicht  statthaft 
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punkt  von  V  äquivalente  Ecke;  mögen  diese  Ecken  e  und  e  heissen. 
Bei  dem  eben  bewerkstelligten  stetigen  Übergang  von  P^  in  Pq  wird 
dann  die  erste  dieser  Ecken  e  in  die  zweite  e  übergeführt  werden. 
Aber  auch  bei  der  Transformation  V  von  Pq  in  Pq  muss  e  in  e  über- 
gehen, da  e  der  einzige  mit  e  äquivalente  Punkt  auf  dem  Rande  von 
Pq'  ist.  Es  ist  also  evident,  dass  v  =  1  ist,  d.  h.  dass  es  sich  beide 
Male  um  die  gleiche  Art  der  Seitenzuordnung  handelt. 

Bei  der  Überführung  von  Cq  nach  Cq  haben  nun  die  Erzeugenden 
keine  Änderung  erfahren;  S/  wird  also  gleichfalls  durch  Fj  in  die  zu- 
geordnete Seite  von  Pq  übergeführt  u.  s.  w.  Dies  besagt,  dass  die  Sub- 
stitutionen (1)  nicht  nur  bis  auf  die  Reihenfolge,  sondern  einzeln  durch 
V  in  sich  transformiert  werden.  Es  folgt  somit,  dass  F=  1  ist,  und 
dass  also  Cq  und  Cq  coincidieren;  unsere  Behauptung  ist  damit  bewiesen. 

Wir  construieren  nun,  indem  wir  über  die  Berandung  von  T  hin- 
übergehen, die  hier  sich  anreihenden  analogen  Bereiche  T\  T'\  . .  . 
Dabei  bemerke  man  vor  allem,  dass  zwei  äquivalente  Anfangslagen 
von  Cq  zu  äquivalenten  Bereichen  T  hinführen.  Offenbar  entspringt  ein 
ganzes  Netz  von  Bereichen  T,  welches  durch  alle  Substitutionen  der  Gruppe 
in  sich  transformiert  wird,  und  welches  denjenigen  Teü  der  prqjectiven 
Ebene  bedeckt  ^  der  auch  von  einem  beliebigen  zur  Gruppe  gehörenden  Netze 
von  Normalpolygonen  überspannt  ist.  Das  so  gewonnene  Netz  bildet  für 
die  einheitliche  Gesamtauffassung  der  Theorie  der  Normalpolygone 
zweifellos  die  einfachste  Grundlage. 

Vor  allem  bemerke  man,  dass  die  Bandcurven  der  Bereiche  T  ge- 
rade von  den  gesamten  Centren  Cq  mit  Polygonen  von  Specialtypen  geliefert 
werden.  Es  handelt  sich  hier  einmal  um  alle  jene  Geraden,  welche 
durch  Übereinanderlagerung  aller  n  Einteilungen  in  Bereiche  Q  geliefert 
werden;  dabei  gehört  jede  Gerade  dem  Netze  der  T  in  derselben  Aus- 
dehnung an,  wie  dem  bezüglichen  Netze  der  Bereiche  Q.  Die  noch 
übrigen  Randcurven  der  T  werden  von  der  fundamentalen  Ellipse  sowie 
von  jenen  Curven  dritter  Ordnung  geliefert,  welche  wir  oben  gewissen 
Tripeln  erzeugender  Substitutionen  zugeordnet  fanden.  Eben  aus  dem 
Netz  der  Bereiche  T  geht  nun  hervor,  welche  Curven  dritter  Ordnung 
und  in  welcher  Ausdehnung  die  einzelne  Curve  dritter  Ordnung  soune  die 
Ellipse  Centra  Cq  für  Polygone  mit  Specialtypen  liefert.  Wir  werden 
hierfür  sogleich  ein  besonderes  Beispiel  betrachten.  Übrigens  ergiebt 
sich  im  Einzelfall  aus  der  Art  der  bei  den  Bereichen  T  auftretenden 
Ecken  auch,  ob  eine  singulare  Gruppe  vorliegt  oder  nicht. 

Wir  benutzen  nun  den  pg.  270  bewiesenen  Satz,  dass  ein  etwa 
anfänglich  ausgewähltes  Polygon  P  nur  von  endlich  vielen  Geraden 
bez.  Curvensegmenten  der  genannten  Art  durchzogen  wird.   Da  übrigens 
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der  einzelne  Bereich  T  niemals  zwei  äquivalente  Punkte  enthält,  so 
entspringt  das  wichtige  Ergebnis:  Es  giAt  immer  nur  eine  endliche 
Anzahly  etwa  ft,  inäquivalente  Bereiche  T;  irgend  ft  solche  Bereiche, 
weld^  mit  einander  msammenlüingen  y  bilden  einen  Discontinuitätshereich 
der  Gruppe.  Jeden  so  entspringenden  Bereich  wollen  wir  als  einen 
^^natürlichen  Discontinuitätshereich^^  der  Gruppe  benennen. 

An  einen  ersten  Bereich  T^  kann  man  nur  auf  eine  endliche  An- 
zahl von  Arten  (ft —  1)  weitere  inäquivalente  Bereiche  To,  To, . . .,  To'*""^^ 
hängen.  Es  ergiebt  sich  somit,  falls  man  äquivalente  Bereiche  nicht 
als  verschieden  ansieht,  das  wichtige  Resultat:  Ein  natürlicher  Dis- 
continuitätshereich der  Gruppe  lässt  sich  nur  auf  eine  endliche  Aneahl  von 
Arten  wählen;  seine  Bandcurven  sind  feste,  mit  F  eindeutig  gegebene  Linien. 
Eben  in  diesen  letzten  Eigenschaften  ist  ein  wesentlicher  Vorzug  der 
natürlichen  vor  sonstigen  Discontinuitätsbereichen  unserer  Gruppe  erster 
Art  zu  sehen. 

Bei  zwei  äquivalenten  Normalpolygonen  geht  das  Erzeugenden- 
system des  einen  aus  dem  des  anderen  durch  Transformation  vermöge 
einer  gewissen  Substitution  hervor.  Solche  zwei  Erzeugendensysteme 
mögen  wir  für  den  Augenblick  als  nicht  wesentlich  verschieden  an- 
sehen*). Dann  gilt  offenbar  der  Satz:  Die  Anzahl  der  verschiedenen  vofi 
den  Normalpolygonen  der  Gruppe  F  gelieferten  Erzeugendensysteme  ist  ^  fi. 

Wir  fügen  hier  endlich  noch  eine  Bemerkung  über  solche  Gruppen 
an,  welche  der  Erweiterung  durch  Spiegelungen  fähig  sind.  Liege 
eine  derartige  Gruppe  vor,  so  wird  das  Netz  der  Bereiche  T  derselben 
auch  durch  diese  Spiegelungen  in  sich  übergehen,  da  es  gegenüber  einer 
Transformation  der  Gruppe  den  Charakter  der  Co  varianz  besitzt  (cf .  pg.  256). 
Es  ist  aber  die  Frage,  ob  die  Symmetriegeraden  direct  unter  den  Itand- 
curven  der  Bereiche  T  enthalten  sind  oder  nicht.  Dies  ist  jedenfalls 
nicht  stets  der  Fall;  denn  man  wird  z.  B.  sofort  bei  den  in  Fig.  84 
pg.  267  gegebenen  ersten  sieben  Typen  der  Gattung  (2,  0)  sich  selbst 
symmetrische  Polygone  angeben,  deren  Centrum  Cq  somit  auf  der 
Symmetrielinie  liegt,  ohne  dass  ein  Specialtypus  vorliegt.  Man  ziehe 
andrerseits  den  Fall  der  Modulgruppe  heran  (cf.  Fig.  27  pg.  110),  wo 
die  Bereiche  T  direct  die  Elementardreiecke  sind,  und  wo  also  das 
Netz  der  2'  gerade  durch  die  gesamten  Symmetrielinien  geliefert  wird. 

Um  wenigstens  zu  entscheiden,  wann  eine  Symmetriegerade  G 
unter  den  Randcurven  der  Bereiche  Q  auftritt,  wähle  man  Cq  auf  G. 
Das  zugehörige  Polygou  P^  muss  dann  zwei  bezüglich  G  symmetrische 
feste  Ecken  e  und  e    haben,  die  zu  der  gleichen  Classe  gehören  und 

*)  Diese  Auffassang  wird  ihren  einfachsten  Ausdruck  bei  den  invarianten- 
theoretischen  Untersuchungen  des  folgenden  Kapitels  finden. 
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also  durch  eine  Substitution  Ton  F  correspondieren.  Man  kann  auch 
K^en:  P^  muss  eine  feste  nicht  auf  G  gelegene  Ecke  c  haben,  weiche  in 
der  erweiterten  Gruppe  F  Fixpitnkt  einer  cyclischen  Gruppe  sweiter  Art  ist. 
Unter  diesen  Umständen  ist  offenbar  e  mit  der  bezüglich  G  aymme- 
trisclien  Ecke  e'  innerhalb  F  äquivalent 

Die  Discussion  der  Frage,  ob  vielleicht  Symmetriegerade  auch  als 
Bestandteile  serfallender  Curven  dritter  Ordnung  unserer  Art  auftreten 
können,  lassen  wir  hier  bei  Seite.  — 

Es  wird  nun  am  Platze  sein,  die  vorangehenden  Entwicklungen 
durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  erläutern.  Wir  wählen  eine  besondere 
der  Gattung  (0,  4)  angehörende  Gruppe,  auf  welche  wir  im  nächsten 
Abschnitt  noch  ausführlich  zurückkommen.  Die  Gleichung  der  ab- 
soluten Ellipse  setzen  wir  in  die  Gestalt  112^*  —  e^'  —  Zg*  ■=  0  und 
fragen  nach  cUlen  ganzzahligen  unimodulareu  ternären  Substitutionen 
erster  oder  zweiter  Art,  welche  die  Ellipse  in  sich  transformieren. 
Dieser  Ansatz  führt,  wie  sich  in  dem  nächsten  Abschnitte  zeigen  wird, 
zu  einer  hyperbolischen  Rotationsgruppe  zweiter  Art  V,  deren  Dia- 
continuitätsbereich  ein  aus  vier  Sjmmetriegeraden  gebildetes  Viereck  ist. 

Um  die  Verhältnisse  zuerst  in  der  g-Halbebene  darzulegen,  so 
setzen  wir  am  zweckmässigsten: 


(2) 


£  = 


f.  +  iyiif.*- 


t,yii  ~M 


Der   Discontinuitätsbereich   der  Gruppe  F  nimmt  alsdann  die  Gestalt 
des  hierneben  in  Figur  87  mit  den  Ecken  e,,  Cj,  e,,  e^  versehenen  Vier- 
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ecks  an,  welches  bez.  die  Winkel  -^f  t^  -^t  ^  aufweist.     Die  Werte 
von  S  in  den  vier  Ecken  sind  der  Reihe  nach: 


.    8+yii 


yn  +  iys 


1  +  i 


V2    '     '      b—Vn^    —s+yii 

Die  zu  den  vier  Ecken  e^,  . .  .,  e^  gehörenden  Substitutionen  sollen 
^1}  '  •  '9  ^4  heissen  und  so  gewählt  sein,  dass  sie  die  in  Figur  87  an- 
gedeuteten Pfeilrichtungen  haben;  es  ist  alsdann: 

1  1 


(3) 


Fx  = 


0,_ 

3  — yii, 


r»  = 


v^ 

k 

f       1  -  Vii 

2 

-  6  +  yii 

8  +Vn 
Vi 

0 


n  = 


V2' 
t 


V2  ' 


y5 

Vi} 


-  —   \ 


5  +)/ll 


1+vTi 


^4  = 


1,  -3-Vll 


,-3+]/ll,-l. 

Ausserdem  haben   wir   noch  die  beiden  in  Figur  87  durch   V  und   V 
bezeichneten  hyperbolischen  Substitutionen  nötig: 

3  +  j/iT  \ 


(4)    F= 


3  +  yTT      3  +  yh 

2  '  2 

3  —  l/il  3  —  1/11 


r= 


->/2 

-3  +  Vll' 

}/2 


]/2 
-j/2 


Dieselben  sind  offenbar  an  die  Substitutionen  (3)  durch  die  folgenden 
Relationen  geknüpft;: 

(5)         v=  VtV,=  vr'rr\   r=r,r,=  vr'vr\ 

In  den  üi  geschrieben  müssen  die  sechs  Operationen  Vi,  .  . .,  V 
ganzzahlig  ausfallen;  in  der  That  werden  wir  hier  zu  folgenden  For- 
meln geführt: 


(6) 
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0 

1, 
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0 
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1 
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Die  Coordinaten  Zi  der  Ecken  e^  . . .,  e^  geben  wir  in  folgender  Weise  an: 

(7)  c,  =  (l,3,  0),    e,=  (l,0,0),    e3=(5,  11,  11),    e,=  (l,3,  1). 

Wir  markieren  auch  noch  die  zu  V  und  V  gehörenden  Fixpunkte  e 
und  e   durch: 

(8)  c  =  (l,  3,  3),      c  =  (3,11,0). 

Das  in  der  gleich  folgenden  Figur  88  durch  die  Mitte  der  Ellipse 
ziehende  Axenkreuz  liefert  ein  Cartesisches  System,  das  wir  durch: 

(9)  Zi:z2:^9  =  l:(x  +  y)  :  x 

zu  definieren  haben. 

Wenn  wir  nach  diesen  Vorbereitungen  nunmehr  zu  unseren  eigent- 
lichen Fragen  übergehen,  so  ist  nach  den  vorhin  über  die  Symmetrie- 
linien gemachten  Bemerkungen  zuvörderst  deutlich,  dass  die  Über- 
einanderlagerung  der  vier  hier  in  Betracht  kommenden  Einteilungen 
in  Bereiche  Q  das  Vierecknetz  ^er  Gruppe  liefert.  Die  zur  Geltung 
kommenden  Stücke  von  Curven  dritter  Ordnung*)  werden  wir  daraufhin 
nur  noch  in  einem  einzelnen  Viereck,  etwa  dem  der  Ecken  e^,  ...,  64, 
zu  zeichnen  brauchen;  denn  in  allen  übrigen  Vierecken  wiederholen 
sich  dieselben  Verhältnisse  in  symmetrischer  bez.  congruenter  Weise. 

Liegt  nun  Cq  innerhalb  des  öfter  genannten  Vierecks,  so  ist  das 
vom  zugehörigen  Normalpolygon  Pq  gelieferte  System  der  fünf  Er- 
zeugenden (cf.  pg.  263)  entweder  F^,  .  . .,  F4,  Foder  F^,  . .  .,  F4,  V\ 
Der  Austausch  von  V  und  F'  findet  statt,  falls  Cq  auf  der  zum 
Tripel  F,  Fi,  Fi"^  gehörenden  Curve  dritter  Ordnung  Hegt.  Es  ist 
dies  die  einzige  Curve  dritter  Ordnung,  welche  im  Viereck  der  vor- 
liegenden Gruppe  zur  Geltung  kommt.  Natürlich  gehört  dieselbe  auch 
den  drei  Tripeln  an: 

(F-\  VT\  Fs),    (r,  VT\  F,),    {V-\  V7\  F.). 

Wie  man  auf  Grund  von  (5)  beweist,  bilden  diese  drei  Tripel  im  Verein 
mit  F,  Fl,  Fr^  ein  System  von  der  Art  (4)  pg.  257.  Wir  zeigten  in 
der  That  bereits  dort,  dass  zu  solchen  vier  Tripeln  stets  nur  eine  und 
dieselbe  Curve  dritter  Ordnung  gehört. 

Als  Gleichung  unserer  Curve  dritter  Ordnung  finden  wir  aus  (6) 
vermöge  der  früher  entwickelten  Regeln: 

(10)  3^2^  —  ^s'  +  33;?i«^,  —  66z,^z,  —  20z,3,^  +  Viz.z^  -  \z^z^ 

—  ^z^s^z  +  33^,j&2^3  =  0. 

*)  Die  Ellipse  bleibt  hier  offenbar  ausser  Betracht. 
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Der  Verlauf  dieser  Curve  dritter  Ordnung  ist  hierneben  in 
Figur  88  angedeutet;  die  beiden  Stücke  der  Curve,  welche  wirklich 
Centren  Cq  mit  Normalpolygonen  von  Specialtypen  liefern,  sind,  ebenso 


Fig.  88. 


wie  die  das  Viereck  begrenzenden  geradlinigen  Kanten  (welche  die- 
selbe Bedeutung  haben),  in  der  Figur  stärker  markiert.  Dass  unsere 
Curve  dritter  Ordnung  durch  die  sechs  Punkte  e^,  e^,  e^,  e^y  e^  e 
hindurchgeht,  folgt  auch  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Normal- 
polygone (pg.  255,  erster  Satz). 

Durch  Anfügen  eines  symmetrischen  Vierecks  an  das  eben  heraus- 
gegriffene Ausgangsviereck  bilden  wir  einen  Discontinuitätsbereich 
unserer  Gruppe  erster  Art  JT.  Man  sieht,  dass  derselbe  aus  sechs  Be- 
reichen T  besteht  Gleichwohl  giebt  es  nur  vier  wesentlich  verschiedene 
Erzeugendensysteme;  denn,  wie  mau  leicht  bemerkt,  liefern  im  ein- 
zelnen Viereck  die  beiden  zweieckigen  Bereiche  T  das  gleiche  Er- 
zeugendensystem. 

Die  hiermit  dargelegten  Verhältnisse  kehren  natürlich  entsprechend 
bei  allen  durch  Kreisbogenvierecke  zu  definierenden  Gruppen  wieder. 
Hat  man  insbesondere  ein  reguläres  Viereck,  so  zerfällt  die  Curve 
dritter  Ordnung  in  die  beiden  Diagonalen  und  die  Polare  des  Vierecks- 
mittelpunktes. 
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Es  wäre  nicht  uninteressant,  auch  noch  für  die  weiter  folgenden 
Gattungen  (0,  5),  (1,  1),  ...  der  hyperbolischen  Rotationsgruppen 
Beispiele  heranzuholen.  Indessen  würde  uns  dies  von  anderen  wich- 
tigen Untersuchungen  zu  weit  abführen.  Wir  bringen  demnach  hier 
die  Theorie  der  Normalpolygone  zum  Abschluss.  An  die  hyperbolischen 
Rotationsgruppen  der  zweiten  Art  knüpfen  wir  hier  keine  besondere 
Betrachtungen  mehr.  Die  im  ersten  Abschnitte  über  diese  Gruppen 
gegebenen  Ansätze  im  Verein  mit  der  soeben  entwickelten  Theorie 
der  Gruppen  erster  Art  liefern  eine  für  die  späteren  Anwendungen 
ausreichende  Basis. 


Zweites  Kapitel. 

Die  kanonischen  Polygone  und  die  Moduln  der  hyperbolischen 

Rotationsgruppen. 

Die  Theorie  der  elliptischen  und  parabolischen  Rotationsgruppen 
konnte  im  voraufgehenden  Kapitel  in  dem  Sinne  zum  Abschluss  ge- 
bracht  werden,  dass  wir  aUe  hierher  gehörenden  Gruppen  durch  ihre 
Discontinuitätsbereiche  ohne  Schwierigkeit  anzugeben  vermochten.  Da- 
gegen wurde  ein  analoger  Abschluss  für  die  Theorie  der  hyperbolischen 
Rotationsgruppen  noch  nicht  erreicht.  Es  hatte  dies  darin  seinen  Grund^ 
dass  wir  auf  der  einen  Seite  eine  hegrenzte  Anzahl  elliptischer  und 
parabolischer  Rotationsgruppen*)  besitzen,  während  demgegenüber  eine 
unendliche  Mannigfaltigkeit  verschiedener  hyperbolischer  Rotations- 
gruppen existiert.  Wir  werden  die  Theorie  der  hyperbolischen  Rota- 
tionsgruppen nur  erst  dann  als  abgeschlossen  ansehen  dürfen,  wenn 
wir  den  vollen  Überblick  über  deren  Mannigfaltigkeit  gewonnen  haben 
und  diese  Mannigfaltigkeit  etwa  mit  analytischen  Hilfsmitteln  m  be- 
lierrschen  verstehen. 

Diese  Aufgabe  werden  wir  nun  durch  Heranziehung  der  kanonischen 
Polygone  unserer  Gruppen  lösen  können  (cf.  pg.  182flF.).  Wir  beschränken 
uns  dabei  natürlich  wieder  auf  Gattungen  endlicher  Charaktere  {p^  n) 
und  legen  auch  hier  die  projective  Ebene  den  geometrischen  Über- 
legungen zu  Grunde.  Die  Theorie  der  kanonischen  Polygone  der  hyper- 
bolischen Rotationsgruppen  gewinnt  hier  eine  Fortbildung,  welche  von 
grundlegender  Bedeutung  für  die  Weiterentwicklung  unserer  Unter- 
suchungen ist. 

Die  analytischen  Hilfsmittel,  vermöge  deren  wir  die  Mannigfaltig- 
keiten der  hyperbolischen  Rotationsgruppen  definieren  werden ,  gewinnen 
wir  in  gewissen  „Moduln'^  der  kanonisdten  Polygone^  welche  als  solche 
mittelbar  auch  zu  Moduln  der  Gruppen  werden.  Die  Theorie  dieser 
Moduln  ist  gleichfalls  von  grosser  Tragweite  und  wird  zumal  bei  den 

*)  Hierbei  gelten  Gruppen,  die  in  einander  transformierbar  sind,  natürlich 
als  nicht  wesentlich  verschieden. 
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späteren  functionentheoretischen  Anwendungen  unserer  Untersuchungen 
eine  wichtige  Rolle  spielen. 

Es  sei  noch  hinzugesetzt,  dass  wir  auch  hier  bis  auf  weiteres 
einzig  von  Gruppen  der  ersten  Art  handeln. 

Die  im  vorliegenden  Kapitel  zur  Darstellung  kommenden  Unter- 
suchungen sind  erst  in  letzter  Zeit  durch  den  Verf.  ausgeführt;  vor- 
läufige Mitteilungen  über  die  Resultate  sind  in  den  beiden  Noten  ge- 
geben: „Über  die  Discontinuitätsbereiche  der  Gruppen  reeller  linearer  Suh- 
stitutionen  einer  complexen  Variäbelen^^*)  und  „Über  die  Theorie  der 
automorphen  Modulgruppen^'**). 

§  1.    Einleitende  Bemerkungen.    Die  kanonischen  Polygone  der 

Gattung  (0,  3). 

Die  Theorie  der  kanonischen  Discontinuitätsbereiche  ist  oben 
(pg.  182  flF.)  unter  Zugrundelegung  der  £-Kugel  entwickelt.  Es  bietet 
aber  keinerlei  Schwierigkeit  dar,  die  dortige  Darstellung  im  Falle  der 
hyperbolischen  Rotationsgruppen  auf  die  projective  Ebene  zu  beziehen. 
Es  tritt  hier  sogar  die  Vereinfachung  ein,  dass  das  kanonische  Polygon  Pq 
unter  allen  Umständen  einfoch  zusammenhängend  ist^  was  auf  der 
g-Eugel  keineswegs  immer  der  Fall  sein  würde.  Sind  unter  den  n  festen 
Eckpunkten***)  von  Pq  auch  hyperbolische  enthalten,  so  wird  Pq  mit 
einer  entsprechenden  Anzahl  von  Ecken  über  die  Ellipse  hinausragen. 
Die  gesamten  zufälligen  Ecken  von  Pq  werden  wir  zweckmässiger  Weise 
in  das  Ellipseninnere  legen,  was  keine  Schwierigkeit  hat. 

Auf  der  geschlossenen  Fläche  lassen  wir  die  p  Schnitte  c,  wie 
auch  schon  pg.  203  geschah,  in  die  Kreuzungsstellen  der  bezüglichen 
Schnitte  a,  6  einmünden.  Wir  gewinnen  so  ein  Polygon  Pq  von  (2n  -f-  ^p) 
Seiten,  von  denen  wir  seinerzeit  nur  erst  angeben  konnten,  dass  sie 
stetig  gekrümmte  Linien  sind,  die  alsdann  durch  die  Erzeugenden  der 
Gruppe  auf  einander  bezogen  waren.  An  dieser  Stelle  setzt  die  neue 
Untersuchung  ein;  wir  werden  zeigen  können,  dass  wir  in  allen  Fällen 
das  mit  (2n  +  ßp)  Seiten  versehene  Polygon  Pq  geradlinig  und  mit 
ausschliesslich  concaven  Winkeln  wählen  können,  und  eben  dies  ist 
der  Satz,  welcher  zur  Grundlage  für  die  Theorie  der  hyperbolischen 
Rotationsgruppen  wird. 

♦)  Göttinger  Nachrichten  vom  19.  Oktober  1895. 
♦*)  Göttinger  Nachrichten  vom  26.  April  1896. 

***)  Die  Benennungen  der  „zufälligen**  und  „festen"  Ecken  übertragen  wir  von 
den  Normalpolygonen  in  sofort  yerständlicher  Weise  auf  beliebige  andere  Polygone 
onserer  Gruppen. 
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Den  angedeuteten  Satz  werden  wir  auf  inductivem  Wege  nach- 
weisen und  beginnen  mit  denjenigen  Gruppen,  welche  sich  aus  zwei 
Substitutionen  erzeugen  lassen.  Pq  liefert  nach  pg.  185  zunächst  die 
(n  +  3i>)  erzeugenden  Substitutionen: 

doch  konnten  die  Substitutionen  Ve  durch  die  F«,  F^  ausgedrückt 
werden.  Zwischen  den  (n  +  2p)  Substitutionen  F«,  Vaj^y  T\  bestand 
alsdann  die  Relation: 

n  p 

Erinnern  wir  uns  nun,  dass  für  p  =  0  notwendig  n'!^3  und  für  jj=  l 
desgleichen  n  >  1  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Gnippeii  der 
beiden  Gattungen  (0,  3)  und  (1,  1)  die  einzigen  hyperholischen  Rotations- 
gruppen  sind,  welche  sich  aus  je  zwei  Svbstitutionen  erzeugen  lassen.  — 

Liege  nun  zuvörderst  eine  Gruppe  F  der  Gattung  (0,  3)  vor,  so 
bilden  wir  ein  zugehöriges  Normalpolygon  P^  von  gewöhnlichem  Typus. 
Nach  pg.  265  ist  dasselbe,  wie  hierneben  in  Figur  89  ausgeführt  ist, 
ein  Seckseck  mit  drei  festen  und  drei  beweglichen  Ecken. 

Hier  ist,  wie  man  sieht,  das  Normalpolygon  Pq 
direct  audi  ein  kanonisches  Polygon;  der  Satz  Ober 
die  Möglichkeit  der  geradlinigen  Begrenzung  wid 
der  Concavität  der  Winkel  ist  somit  für  die  Gattung 
(0,  3)  ohne  weiteres  evident. 

Die  in  Figur  89  noch  näher  definierten  Sub- 
stitutionen  Fl,  Fg,  F3  sind  durch   die  Kelation 
Flg.  89.  Fj  Fg  Fj  =  1   verknüpft     Indem  wir  auf  Grund 

derselben  etwa  Fj  durch  Fj  und  Fg  ausdrücken, 
bleiben  diese  beiden  letzteren  Substitutionen  F,  und  F^  als  Gruppen- 
erzeugende. Die  beiden  Fixpunkte  von  F^  und  V^  sind  in  der  Figur  e^ 
und  e^  genannt*);  es  wird  alsdann  e,  innerhalb,  auf  oder  ausserhalb 
der  Ellipse  liegen,  je  nachdem  F<  elliptisch,  parabolisch  oder  hyper- 
bolisch ist.  Man  bemerke  indessen,  dass  die  dem  Polygon  Pq  atigehörende, 
in  Figur  89  gezogene  Verlindungsgerade  e^  notwendig  ganz  oder  teilweise 
innerhalb  der  Ellipse  gelegen  ist.  Dies  geht  aus  der  bekannten  Gestalt 
des  Polygonnetzes  unmittelbar  hervor.  Man  vergegenwärtige  sich  nur, 
dass,  selbst  wenn  das  Netz  mit  hyperbolischen  Ecken  über  die  Ellipse 


*)   Unter    Fixpunkt    einer    Substitution    schlechthin    meinen    wir   im    hyper- 
bolischen Falle  hier  wieder  den  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkt. 
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hinausragt^  innerhalb  der  einzelnen  solchen  Ecke,  das  zugehörige  Ellipsen- 
Segment  eingeschlossen,  weitere  Fixpunkte  der  Gruppe  nicht  auftreten. 

Wir  wollen  nun  ganz  allgemein  die  Substitutionenpaare  in  drei 
jSpecies^^  einteilen;  und  zwar  teilen  wir  ein  Paar  Fj,  Fg  der  ersten, 
zweiten  oder  dritten  Species  zu,  je  nachdem  die  Verbindungsgerade 
der  beiden  Fixpxmkte  die  Ellipse  in  zwei  Punkten  schneidet,  dieselbe 
nicht  tri£Ft  oder  berührt.  Dann  gilt  offenbar  der  Satz:  Das  Erzeugenden' 
paar  Fj,  Fg  unserer  Gruppe  F  der  Gattung  (0,  3)  stellt  ein  Paar  der 
ersten  Species  dar.  Zur  Orientierung  fügen  wir  sogleich  vorgreifend 
hinzu:  Das  Erzeugendenpaar  einer  Gruppe  (1,  1)  stellt  ein  Paar  der 
zweiten  Species  vor;  aus  einem  Paar  der  dritten  Species  aber  kann 
man  stets  infinitesimale  Substitutionen  erzeugen*),  ein  solches  Paar 
kann  also  bei  unseren  Gruppen  überhaupt  nicht  vorkommen. 

Man  verstehe  nun  unter  V^  die  Spiegelung  an  der  Geraden  €^\ 
F3  hat  für  das  Ellipseninnere  direct  den  Charakter  einer  Spiegelung, 
da  das  Paar  F^,  Fg  zur  ersten  Species  gehört.  Durch  Fj  werden  die 
Substitutionen  V^  und  F^  je  in  ihre  inversen  Substitutionen  trans- 
formiert (cf.  „M."  I  pg.  200  ff.): 

Die  Gruppe  F  ist  somit  der  Erweiterung  durch  F3  auf  eine  Gruppe 
zweiter  Art  F  föhig.  Dabei  wird  F  auch  die  beiden  Operationen: 

(2)  Fi=Fr'F3,     F2=FiF5 

enthalten,  welche  die  Spiegelungen  an  den  Geraden  ^^  und  e[^  dar- 
stellen. Letzteres  geht  einfach  daraus  hervor,  dass  z.B.  durch  F^,  wie 
man  leicht  zeigt,  sowohl  Vi  wie  Vz=  Fi~*Fr^  in  ihre  inversen  Sub- 
stitutionen transformiert  werden.     Auf  Grund  der  Gleichungen: 

(3)  Fi=F,F3,      F,=  F3Fi,     V^=V,V, 

können  wir  Fj,  F^,  Fg  als  Erzeugende  der  Gruppe  F  wählen.  Zu- 
sammenfassend haben  wir  das  Resultat:  Eine  Gruppe  der  Gattung  (0,  3) 
ist  stets  der  Erweiterung  auf  eine  Gruppe  zweiter  Art  fähig ,  und  zwar 
gdangen  wir  auf  diese  Weise  zu  den  bekannten  regulär-symmetrisdien  Dreieck- 
netzen f  welche  für  den  Fall,  dass  keine  der  Ecken  Cj,  e^,  e^  ausserhalb  der 
Ellipse  liegt,  bereits  in  „Jtf."  /  pg.  102  ff.  ausführlich  betrachtet  wurden. 
Diesem  von  „M.^*  I  her  bekannten  Falle  reihen  sich  hier  drei  weitere 
an,  je  nachdem  eine,  zwei  oder  alle  drei  Ecken  ausserhalb  der  Ellipse 


•)  In  diesem  Falle  ist  nämlich  Vr^y^V^y^^  parabolisch  und  hat  den  Fix- 
pnnkt  mit  F,  und   V^  auf  der  Ellipse  gemeinsam  (cf.  pg.  115). 
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gelegen  sind.  Dass  dabei  die  einzelne  Seite  des  Dreiecks  stets  in  das 
Ellipseninnere  eindringt,  bez.  dasselbe  durchdringt,  betonten  wir  bereits. 
Bei  der  Einfachheit  der  vorliegenden  Verhältnisse  erscheint  es  unnötig, 
die  Lage  des  Dreiecks  gegenüber  der  Ellipse  in  den  vier  unterschiedenen 
Fällen  noch  näher  zu  erläutern  (vergl.  jedoch  weiter  unten  §  11). 

Übrigens  sei  hier  noch  eine  Bemerkung  über  die  Relation  V^  V^V^=1 
angefügt.  Wir  können  die  Bedeutung  derselben  dahin  formulieren,  dass 
ihr  zufolge  unser  Elementardreieck  ^  um  seine  Ecketi  e^j  e^,  e^  nach  einander 
im  positiven  Sinne  durch  die  doppeUen  Dreieckswinkel  gedreht^  seine  ur- 
sprüngliche Lage  wieder  annimmt.  Für  sphärische  (und  damit  für  ebene) 
Polygone  wurde  dieser  Satz  wohl  zuerst  von  Hamilton  ausgesprochen*). 

§  2.    Die  kanonischen  Polygone  der  Gattung  (1,  1)  in  ihrer  ersten 

Gestalt  (als  geradlinige  Vierecke). 

Nach  pg.  286  haben  auch  noch  die  Gruppen  der  Gattung  (1;  1) 
die  Eigenschaft,  jeweils  aus  zwei  Substitutionen  erzeugt  werden  zu 
können.  Sei  nun  eine  Gruppe  F  dieser  Gattung  vorgelegt,  so  besitzen 
die  zugehörigen  Polygonnetze  eine  Classe  fester  Ecken,  für  welche 
wir  die  Einteilung  in  Bereiche  Q  (cf.  pg.  258)  heranziehen.  Wählen 
wir  das  Centrum  C^  in  irgend  einer  Ecke  dieses  Bereichnetzes,  so  wird 

das  zugehörige  Normalpolygon  {s  —  4),  d.h. 
sechs  Seiten  haben.    Von  den  sechs  Ecken 
sind  drei  zufällig  und  liefern  als  solche  einen 
Cyclus,  während  die  übrigen  drei  einen  Cyclus 
>e'  fester  Ecken  bilden,  wie  ohne  weiteres  aus 
der  allgemeinen  Theorie  (pg.  261  flf.)  hervor- 
geht.  Man  stellt  sofort  fest,  dass  jede  Seite 
des  Sechsecks  ihrer  Gegenseite  zugeordnet 
ist;  denn  keine  andere  Art  der  Zuordnung 
liefert  zwei  dreigliedrige  Eckencyclen. 
Das  gewonnene  Sechseck,  welches  als  Normalpolygon  lauter  con- 
cave  Winkel  hat,  möge,  wie  in  Figur  90  angedeutet  ist,  die  drei  festen 

*)  Man  vergl.  Hamilton,  Elemente  der  Quatemionen,  dentsche  Übersetzung 
von  Paul  Glan  (Leipzig,  1882),  pg.  547  des  ersten  Bandes.  Siehe  auch  Thomson 
und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  deutsche  Übersetzung  von  Helm- 
holtz  und  Wertheim  (Braunschweig,  1871),  erster  Teil  des  ersten  Bandes  pg.  76. 
Die  fragliche  Beziehung  zur  sphärischen  Trigonometrie  ist  übrigens  von  Eleiu 
wiederholt  in  Vorlesungen  hervorgehoben  (siehe  z.  ß.  die  autographierten  Vor- 
lesungen über  lineare  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  vom  Wintersemester  1890, 
1891  pg.  20  ff.);  im  Anschluss  hieran  vergleiche  man  endlich  die  Dissertation  von 
Schilling,  Beiträge  zur  geometrischen  Ilhcorie  der  Schwarz' sehen  s- Function, 
Mathem.  Annalen  Bd.  44,  pg.  168  (1893). 
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Ecken  e^  Cy  e'  haben.  Unter  den  drei  zugehörigen  Erzeugenden  sind 
in  der  Figur  F«  und  Vb  besonders  bezeichnet.  Man  trenne  nun  ver- 
mittelst der  Diagonalen  ee  und  ee"  vom  Sechseck  zwei  Dreiecke  ab  und 
füge  sie  durch  Ausübung  von  VT^  bez.  VZ^  links  wieder  an.  Wir 
gewinnen  solcherweise  als  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  F  ein  gerad- 
liniges Viereck  der  Ecken  e,  c',  e'\  e\  wie  in  der  Figur  90  näher  aus- 
geführt ist  Das  Viereck  heisse  Pq  und  führe  zu  dem  Yierecknetze 
Pq,  Pj,  Pj,  . . .;  die  Gegenseiten  von  P^  sind  durch  die  Erzeugenden 
Tay  Vb  auf  einander  bezogen ^  und  die  vier  Ecken  bilden  einen  ein- 
zigen Cyclus. 

Besonders  präcis  lässt  sich  der  Übergang  vom  Netze  der  Sechs- 
ecke zu  demjenigen  der  Vierecke  dahin  bezeichnen ^  dass  man  sagt: 
Im  ersten  Sechseck  sind  die  beiden  Diagonalen  ee  und  ee  zu  ziehen, 
und  die  gleiche  Construciion  ist  in  allen  übrigen  Sechsecken  zu  wieder- 
holen;  nimmt  man  demnächst  die  gesamten  Sechseckseiten  fort,  so  restiert 
direct  das  Vierecknetz.  In  dieser  Weise  werden  wir  auch  weiterhin  die 
erlaubten  Abänderungen  der  Polygone  meist  vollziehen  können. 

Statt  die  Erzeugenden  Va,  Vi,  nach  der  in  Figur  90  gegebenen 
Vorschrift  zu  wählen,  konnte  man  sie  einzeln  oder  zugleich  durch 
ihre  inversen  Substitutionen  ersetzen,  und  man  könnte  auch  ihre 
Reihenfolge  umkehren.  Man  kann  dieserhalb  das  Erzeugendensystem 
Va,  Vb  beim  einzelnen  Viereck  stets  in  acht  verschiedenen  Weisen  in 
Ansatz  bringen.  In  Figur  90  ist  die  Anordnung  so  getroffen,  dass  die 
Pfeilrichtung  von  F«  diejenige  von  Vb  von  ihrer  linken  zur  rechten 
Seite  durchsetzt.  Halten  wir  hieran  fest^  so  würden  nur  noch  vier 
Arten,  das  Erzeugendensystem  zu  wählen,  vorliegen;  späterhin,  wo 
wir  an  Stelle  der  Vierecke  mit  (kanonischen)  Sechsecken  arbeiten, 
werden  wir  geradezu  Eindeutigkeit  erzielen  können. 

Die  Ecken  e,  c',  e",  e"  des  Vierecks  P^  seien  die  Fixpunkte  der 
innerhalb  T  gleichberechtigten  Substitutionen  Vcj  Vc,  F/',  Vc"'.  Die 
Darstellung  dieser  Substitutionen  in   Va,  Vb  ist: 


(1) 


Vc  =  VbVr'viT'Va,    f;  =VaVbVa--'Vb'\ 

f;  =  Vb-'  Va  Vb  v-\    vr  =  FT'  Vb-'  Va  Vb. 


Man  hat  zu  unterscheiden,  ob  die  Substitutionen  F«,  ...  elliptisch, 
parabolisch  oder  hyperbolisch  sind.  Im  ersten  Falle  liegt  das  Viereck  Pq 
gänzlich  im  Innern  der  Ellipse,  im  zweiten  ist  es  der  Ellipse  ein- 
geschrieben, und  endlich  im  dritten  Falle  ragt  es  mit  vier  hyperbolischen 
Ecken  in  das  EUipsenäussere  hinaus,  wobei  alsdann  jede  Seite  des 
Vierecks  eine  Ellipsensecante  vorstellt.     Die  Analogie  zum  Perioden- 
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Parallelogramm  der  parabolischen  Botationsgruppen  wird  man  sofort 
erkannt  haben;  doch  besteht  der  wesentliche  Unterschied,  dass  die 
Ecken  unseres  jetzigen  Vierecks  Pq  nicht-zufallig  sind. 

Wir  können  nun  hier  sofort  den  Anscbluss  an  die  Theorie  der 
kanonischen  Polygone  gewinnen.  In  der  That  sieüt  ja  das  einzelne 
Viereck  direct  einen  kanonischen  Bereich  unserer  Gruppe  F  dar.  Auf  der 
zugehörigen  geschlossenen  Fläche  entspricht  dem  Viereck  Pq  ein  solches 
kanonisches  Schnittsystem ,  bei  welchem  die  Ereuzungsstelle  der  Bück- 
kehrschnitte tty  b  der  den  festen  Polygonecken  entsprechende  Punkt 
der  Fläche  ist;  wir  wollen  diesen  Punkt  kurz  als  den  singulären  Punkt 
der  geschlossenen  Fläche  bezeichnen. 

Das  so  erhaltene  kanonische  Viereck  P^  ist  ein  particuläres,  da  es 
uns  Yon  einem  Normalpolygon  der  Gruppe  nach  obiger  Vorschrift 
geliefert  wurde.  Indessen  ist  es  nicht  schwer,  Pq  so  zu  transformieren, 
dass  jede  Besonderheit  in  dieser  Einsieht  abgestreift  wird.  Über  die 
hierbei  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkte,  welche  weiterhin  über- 
haupt stark  in  den  Vordergrund  rücken,  senden  wir  folgende  all- 
gemeine Bemerkungen  voraus. 

Im  allgemeinen  Falle  (p,  n)  entspricht  ein  mit  (2n  -\-  6p)  Seiten 
ausgestattetes  kanonisches  Polygon  Pq  einem  kanonischen  Querschnitt- 
system auf  der  zugehörigen  geschlossenen  Fläche.  Solcher  Querschnitt- 
systeme giebt  es  immer  unendlich  viele,  xmd  wir  haben  in  dieser  Hin" 
sieht  zunächst  festzusetzen,  dass  jede  stetig  verlaufende  Änderung  des 
einednen  Querschnittsystems,  bei  welcher  keine  zwei  Querschnitte  mit  ein- 
ander  collidieren^  und  bei  welcher  kein  Schnitt  zerreisst,  als  unwesentlich 
gelten  soll.  Die  Endpunkte  der  n  Schnitte  d  (cf.  pg.  183)  bleiben  als 
die  „singulären'^  Punkte  der  geschlossenen  Fläche  bei  einer  solchen 
Änderung  natürlich  fest;  im  übrigen  ist  aber  das  ganze  Schm'ttsystem 
beweglich.  Es  handelt  sich  hierbei  um  solche  erlaubte  Abänderungen  des 
Polygons  P^,  bei  denen  das  Erzeugendensystem  vollständig  erhalten  bleibt. 
Von  den  Schnitten  c  dürfen  beliebig  viele  verschwinden;  auch  darf  der 
Punkt  E  (siehe  die  Figur  40  pg.  183)  gelegentlich  in  einen  einzelnen 
singulären  Punkt  hineinrücken,  worauf  einer  unter  den  n  Schnitten  d 
in  Wegfall  kommt. 

Ausser  diesen  als  unwesentlich  bezeichneten  (stetigen)  Abände- 
rungen des  kanonischen  Querschnittsystems  giebt  es  nun,  abgesehen 
vom  niedersten  Falle  der  Gattung  (0,  3),  stets  noch  unendlich  viele 
verschiedene  wesentliche  Abänderungen.  Der  Übergang  von  einem  ersten 
kanonischen  Schnittsystem  zu  einem  wesentlich  neuen  ist  in  unstetiger 
Weise  zu  vollziehen,  und  ihm  entspricht  stets  eine  solche  erlaubte 
Abänderung  des  ersten  kanonischen  Polygons  Pq  in  ein  neues  gleich- 
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falls  kanonisches  P^',  bei  der  das  Erzeugendensystem  eine  Änderung  er- 
fahH.  In  einem  solchen  Falle  wollen  wir  von  einer  „Transformation 
des  Jcananisdien  Polygons  durch  wesentliche  Umgestaltung  des  Schnitt- 
systems^^  oder  kurz  von  einer  „Transformation  des  kanonischen  Polygons^^ 
sprechen.  Es  wird  ein  Hauptsatz  der  ;,Transformationstheorie  der 
kanonischen  Polygone''  sein,  dass  in  allen  EinzelföUen  die  allgemeinste 
in  diesem  Sinne  mögliche  Transformation  aus  einer  endlichen  Anzahl 
„dementarer  Transformationen"  durch  Wiederholung  und  Combination 
derselben  hergestellt  werden  kann.  — 

Wenn  wir  uns  nunmehr  im  Falle  einer  Gruppe  F  der  Gattung  (1 ,  1) 
vorab  einzig  auf  die  kanonischen  Vierecke  Pq  beschränken;  so  ist  die 
Transformationstheorie  dieser  Vierecke  äusserst  leicht  durchgeführt. 
Auf  der  geschlossenen  Fläche  handelt  es  sich  darum,  den  singulären 
Punkt  dauernd  als  Schnittstelle  der  Rückkehrsschnitte  a,  b  festzuhalten, 
sodann  aber  von  einem  ersten  zugehörigen  kanonischen  Schnittsystem 
zu  einem  beliebigen  anderen  überzugehen.  Dies  ist  nun  die  Fundamental- 
aufgabe, welche  der  Theorie  der  linearen  Transformation  der  elliptischen 
Functionen  zu  Grunde  liegt  (siehe  etwa  „M."  I  pg.  27  flF.).  Für  die  Auf- 
fassung der  wesentlichen  hierbei  in  Betracht  kommenden  Verhältnisse 
ist  bekanntlich  die  zerschnittene  Fläche  mit  einem  Viereck,  auf  welche 
man  dieselbe  abzubilden  vermag,  vollständig  gleichwertig;  denn  es 
handelt  sich  hierbei  nur  um  Betrachtungen  im  Sinne  der  analysis  situs. 
Indem  wir  somit  an  Stelle  der  geschlossenen  Fläche  sogleich  wieder 
mit  dem  Viereck  in  der  projectiven  Ebene  arbeiten,  werden  wir  die 
Transformationen  desselben  nach  genau  derselben  Vorschrift  auszuüben 
haben,  welche  für  das  Periodenparallelogramm  der  elliptischen  Functionen 
gilt;  denn  auch  dieses  Parallelogramm  ist  ein  Abbild  der  zerschnittenen 
Fläche.  Aus  den  bezüglichen  „M.''  I  1.  c.  entwickelten  Sätzen  folgt 
somit  unmittelbar:  Es  giebt  für  das  Netz  unserer  kanonischen  Vierecke 
P^y  P^y  P^,  . , .  im  tvesentlichen  nur  eine  Elementartransformation,  deren 
geometrische  Bedeutung  sich  dahin  charakterisieren  lässt,  dass  man  in 
Pq,  und  entsprechend  in  P^,  Pj,  . . .,  eine  Diagondle  zu  ziehen  hat  und 
ein  Paar  Gegenseiten  auslöscht.  Offenbar  ist  aber  diese  Operation  auf 
das  Viereck  Pq  in  vier  verschiedenen  Arten  anwendbar  und  liefert  so 
vier,  paarweise  inverse,  Elementartransformationen,  aus  denen  alle 
übrigen  herstellbar  sind.  Wir  haben  hiermit  die  Elementartransforma- 
tionen in  ihrer  für  unsere  späteren  Zwecke  einfachsten  und  übrigens  rein 
geometrischen  Weise  erklärt.  Ihre  nähere  Untersuchung  und  vor  allem 
ihre  Wirkung  auf  das  Erzeugendensystem  von  F  wird  uns  weiter  unten 
(in  §  8)  noch  ausführlich  beschäftigen. 

Man  überlege  nun,  dass  ein  Netz  geradliniger  Vierecke  bei  Aus- 
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führung  einer  Elementartransformation  stets  in  ein  ebensolches  über- 
geht, während  man  doch  andrerseits  auf  der  geschlossenen  Fläche 
durch  Ausübung  von  Elementartransformationen  zu  jedem  Querschnitt- 
system gelangen  kann,  dessen  Ejreuzungsstelle  der  singulare  Punkt  ist. 
Es  entspringt  hieraus  das  folgende,  einem  bekannten  Satze  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  correspondierende  Theorem:  Wie 
man  auch  die  geschlossene  Fläche  vom  singulären  Punkte  aus  kanonisch 
gerschneiden  mag,  das  Abbild  der  eerschnittenen  Fläche  stellt  sich  in  der 
prcjectiven  Ebene  entweder  direct  oder  nach  unwesentlicher  Änderung, 
welche  nur  den  innem  Verlauf  der  Seitenf  aber  nicht  die  Lage  der  Ecken 
betrifft f  als  geradliniges  Viereck  unserer  Art  dar.  Man  kann  auch  sagen, 
dsLSS  jeder  viereckige  Discontinuitätsbereich  unserer  Gruppe  entweder  direct 
oder  nach  unwesentlicher  Änderung  geracßinig  begrenzt  erscheint.  — 

Indem  wir  nun  sogleich  ein  beliebiges  geradliniges  Viereck  P^ 
von  r  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen,  behalten  wir  natürlich  die 
Bezeichnungen  der  Ecken  6,  c',  . . .,  der  Erzeugenden  F«,  F&,  Ve,  F/,  ... 
u.  s.  w.  bei;  auch  über  die  Lage  der  Eckpunkte  gelten  durchaus  die 
früheren  Bemerkungen^  d.  h.  sie  liegen  zugleich  entweder  innerhalb 
oder  auf  oder  endlich  ausserhalb  der  Ellipse. 

Zum  Zwecke  einiger  weiterer  Ausführungen  über  das  zu  Pq  ge- 
hörende Vierecksnetz  übe  man  zuvörderst  auf  Pq  die  aus  Va  ent- 
springende  cyclische   Gruppe   aus   und   erzeuge   auf  diese  Weise   die 

Viereckskette  . . .,  P— s,  P— i,  Pq,  Pi,  P2, Hierbei  werden  zwei 

sich  an  einander  schliessende  Vierecks winkel,  summiert,  beständig 
einen  concaven  Winkel  liefern.  Im  Falle  einer  parabolischen  oder  hyper- 
bolischen Substitution  F«  ist  dies  aus  dem  Vierecksnetze  unmittelbar 
evident;  für  ein  elliptisches  Fe  hat  man  nur  zu  bedenken,  dass  selbst 
die  Summe  aller  vier  Winkel  des  Vierecks  höchstens  gleich  x  ist, 
nämlich  wenn  Ve  die  Periode  2  hat.  Unsere  Viereckskette  hat  somit 
zwei  verschiedene  Grenzpunkte,  und  also  ist  Va  hyperbolisch.  Wenden 
wir  die  gleiche  Überlegung  auf  F»  an,  so  werden  wir  zugleich  gewahr, 
dass  die  auf  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkte  von  Va  und  Vi,  sich 
gegenseitig  trennen.  Wir  haben  damit  das  bereits  pg.  287  angegebene 
Resultat  bestätigt:  Die  von  einem  beliebigen  Viereck  P^  der  Gruppe  F 
gelieferten  Erzeugenden  Va,  Vh  büden  ein  Paar  eweiter  Species  und  sind 
ais  solche  hyperbolisch. 

Die  beiden  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkte  von  Va 
und  Fft,  an  welche  übrigens  das  Vierecksnetz  unter  allen  Umständen 
nicht  heranreicht '^),  mögen  Ca  und  e^  heissen;  ihre  Polaren  seien  mit 


*)  Würde  das  Nets  an  den  Fixpunkt  von  V^  mit  einer  Ecke  heranreichen, 
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Pa  und  Pf,  bezeichnet.  Die  Spiegelung  an  der  Yerbindungsgeraden  e^ 
hat  für  das  Ellipseninnere  die  Bedeutung  einer  elliptischen  Substitution 
der  Periode  jswei,  deren  Fixpunkt  der  Schnittpunkt  von  pa  und  pt,  ist. 
Diese  Substitution  möge  durch  F  bezeichnet  sein. 

Die  Substitution  V  transformiert  nun  sowohl  Va  wie  Vt  in  ihre 
inversen  Substitutionen;  sie  wird  somit  die  Gruppe  F  in  sich  trans- 
formieren: Es  wird  aber  sogar  das  Viereck  Pq  durch  V  direct  in  sich 
selbst  transformiert  Infolge  (1)  gehen  nämlich  bei  Transformation  durch 
V  die  Substitutionen  Vc  und  FJ'  in  einander  über  und  ebenso  Ve  und 
Vr^  vergl.  übrigens  die  beigefügte  Figur  91,  in  welcher  die  Sub- 
stitutionen Vc  als  parabolisch  angenommen  wurden. 


Fig.  91. 

Es  ergiebt  sich  weiter  vermöge  einer  leichten  Zwischenbetrachtung, 
dass  der  Schnittpunkt  von  pa  und  pt,  zugleich  der  Schnittpunkt  der 
Diagonalen  des  Vierecks  ist:  Pq  ist  somit  ein  centriertes  Viereck,  welches 
im  Fixpunkt  von  V  seinen  Mittelpunkt  hat  Die  Benennung  „Parallelo- 
gramm" für  Pq  würde  dem  Charakter  der  hyperbolischen  Maass- 
bestimmung nicht  entsprechen. 

Der  Zusatz  der  elliptischen  Substitution  V  zur  vorliegenden 
Gruppe  F  würde  zu  einer  umfassenderen  Gruppe  erster  Art  führen, 
in  welcher  F  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  zwei  ist  Diese 
umfassendere  Gruppe  hat  den  Charakter  (0,  4),  und  unter  ihren  Er- 
zeugenden sind  drei  elliptisch  von  der  Periode  zwei,  während  die  vierte, 
einmal  wiederholt,  die  Substitution  Vc  liefert  Wir  kommen  weiter 
unten  (in  §  13)  auf  diese  Gruppe  zurück. 


80  würden  innerhalb  dieser  Ecke  entweder  die  Punkte  e  und  e   oder  e'  nnd  e 
liegen.    Beides  ist  bekanntlich  unmöglich  (cf.  pg.  242). 
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§  3.    Die  allgemeine  Gestalt  der  kanonisohen  Polygone  für 

die  Gattung  (1;  1). 

Für  die  späteren  Anwendungen  ist  das  centrierte  Viereck  als 
kanonischer  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  (1^  1)  ungeeignet. 
Wir  müssen  vielmehr  zu  einer  solchen  Zerschneidung  der  geschlossenen 
Fläche  übergehen,  bei  welcher  der  Schnittpunkt  der  Rückkehrschnitte  a 
und  b  nicht  in  der  singulären  Stelle  der  Fläche  liegt.  Es  ist  dann 
auch  noch  ein  Schnitt  c  hinzuzusetzen ,  welcher  diese  beiden  Funkte 
mit  einander  verbindet;  und  das  kanonische  Polygon  besitzt  demnach 
sechs  Randcurven  und  entsprechend  drei  Erzeugende  F«,  F*,  Fe. 

Zur  Einführung  dieser  neuen  Gestalt  der  kanonischen  Polygone 
legen  wir  zunächst  eines  der  unendlich  vielen  geradlinigen  Yierecks- 
netze  unserer  Gruppe  F  zu  Grunde  und  nennen  die  Vierecke  kurz 
PJy  P/,  ....  Sei  alsdann  E^  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  von  P^', 
und  mögen  die  entsprechenden  Punkte  der  übrigen  Vierecke  JEJ^^  E^y  ... 
heissen.  Verbinden  wir  nunmehr  die  Punkte  JEJ  je  zweier  benachbarten 
Vierecke  geradlinig,  so  entspringt  ein  Netz  von  Geraden,  deren  je 
vier  vom  einzelnen  Punkte  E  auslaufen,  und  die  übrigens  nicht  mit 
einander  colli  dieren.  Offenbar  haben  toir  hier  mit  der  Übertragung  eines 
gewissen  Paares  conjugierter  RücJcJcehrschniUe  a,  6  gu  thun,  deren  Kreuzungs- 
stelle  dem  Punkte  Eq  correspondiert*).  Da  aber  der  Schnitt  c  noch  fehlt, 
so  liegen  noch  keine  fertigen  kanonischen  Polygone  vor;  vielmehr  er- 
scheinen hier  immer  die  endlich  bez.  unendlich  vielen  kanonischen 
Polygone,  welche  sich  an  den  gleichen  Eckpunkt  e  der  Vierecksteilung 
heranziehen,  in  eins  gefasst 

Ehe  wir  den  Zusatz  des  Schnittes  c  vollziehen,  vergegenwärtigen 
wir  uns  die  Veränderung  des  construierten  Geradensystems,  falls  E^ 
das  Ausgangsviereck  Pq  durchläuffc.  Es  hat  hierbei  keine  Schwierig- 
keit, Eq  auf  den  Rand  von  P^  rücken  zu  lassen,  nur  soll  E^  einst- 
weilen nicht  über  P^  hinauswandern.  Lässt  man  aber  Eq  in  eine  der 
vier  Ecken  c,  e\  e'\  e'  von  P^  hineinrücken  y  so  werden  wir  in  jedem 
Falle  zur  ursprünglichen  Vierecksteilung  zurückgeführt.  Dabei  zerfallen 
die  zunächst  zusammenhängenden  kanonischen  Polygone  mit  der  gleichen 
festen  Ecke  im  letzten  Augenblick  in  ebenso  viele  getrennte  Vierecke. 

Die  letzte  Überlegung  führt  auf  einige  Angaben  über  die  Winkel 
unseres  Geradennetzes.  Wir  nennen  die  um  Eq  herumliegenden  Winkel 
den  Ecken  e,  e'y  ...   entsprechend   etwa  -O",  -O*',  -O*",  -O*'".     Da   sie   die 

*)  Es  ist  dies  unmittelbar  evident,  wenn  man  nur  etwa  das  Viereck  1\'  mit 
seinen  vier  von  E^  aus  gezogenen  Geraden  umgekehrt  zur  geschlossenen  Fläche 
zusammenlegen  will. 
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Summe  2x  haben,  so  kami  höchstens  einer  unter  ihnen  conyex  sein. 
Ofenbar  wird  aber  der  einzelne  Winkel ,  0.  JB.  d',  notwendig  convex,  wenn 
Eq  in  die  Nähe  der  entdeckenden  Ecke,  also  hier  Cy  rückt.  Man  wolle 
sich  nur  veranschaulichen,  in  welche  beiden  Geraden  des  Yierecks- 
netzes  die  Schenkel  des  Winkels  9'  übergehen,  falls  J^^  in  e  hineinrückt. 

Für  spater  wird  der  Fall  hyperbolischer  Ve  besonders  wichtig  sein. 
Ziehen  wir  hier  für  die  Eckpunkte  des  Yierecksnetzes  die  Polaren,  so 
werden  diese  nach  bekannten  Sätzen  im  Ellipseninnem  nicht  colli- 
dieren.  Sind  insbesondere  py  p,  p  y  p'"  die  Polaren  von  c,  c',  c",  c'", 
so  werden  durch  p,  p'y  p"y  p"  von  Pq  vier  durchaus  getrennt  liegende 
Dreiecke  abgeschnitten;  man  merke  überdies  an,  dass  keine  dieser 
vier  Polaren  durch  F«  oder  F*,  die  Erzeugenden  von  Pq',  in  sich  trans- 
formiert werden.  Aus  der  blossen  Anschauung  dieser  Verhältnisse  er- 
giebt  sich:  Wählt  man  Eq  auf  der  einzelnen  Polare,  etwa  p,  oder  atuh 
im  Innenh  des  durch  p  von  Pq  eibgetrennten  DreieckSy  so  ist  der  corre- 
spendierende  Winkel  d'  notu?endig  convex. 

Bei  festliegenden  Schnitten  a,  b  können  wir  nunmehr  den  Schnitt  c 
nur  noch  in  vier  wesentlich  verschiedenen  Weisen  ziehen.  Dem  ent- 
spricht es,  dass  wir  in  Pq  den  Punkt  Eq  mit  irgend  einer  der  vier 
Ecken  c,  e,  ef'y  e"  etwa  wieder  geradlinig  verbinden  können.  Wählen 
wir  eine  Ecke  und  ziehen  die  entsprechenden  Yerbindungsgeraden  in 
allen  übrigen  Vierecken,  so  liegt  nach  Fortnahme  der  Vierecksseiten 
direct  ein  JNi?fe  kanonischer  geradliniger  Sechsecke  der  Gruppe  F  vor, 
wobei  die  vorhin  gezogenen  Ge- 
raden Ef^E^y...  und  die  eben 
zuletzt  nach  den  festen  Ecken  e 
gezogenen  Linien  die  Seiten  ab- 
geben. 

Haben  wir  etwa  Eq,  wie  in 
Figur  92  hierneben  geschehen  ist, 
mit  ef'  verbunden,  so  wird  der 
Winkel  -O*"  in  zwei  Winkel  zerlegt, 
so  dass  nunmehr  um  Eq  fünf 
Winkel  herumliegen.  Dieselben 
sind  gleich  den  fünf  Winkeln 
unseres  kanonischen  Sechsecks  in 
dessen  beweglichen  Ecken.  Ist 
keiner  der  Winkel  9  convex,  so 
sind  selbstverständlich  alle  Sechs- 
eckwinkel concav.  Ist  ein  Winkel  -O",  etwa  -ö*",  convex,  so  vermeidet 
man  convexe  Winkel  des  Sechsecks  dadurch,  dass  man  die  zugehörige 


Fig.  98. 
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Ecke  e'   mit  E^   verbindet.     Ein  Blick  auf  Figur  92   lehrt   alsdann, 
dass  die  beiden  Teile  von  %'"  stets  concav  sind;  denn  die  Verbindungs- 


/  '' 


geraden  E^E^   und  EqE^  schneiden  notwendig  die  Vierecksseite  ee 
bez.  e"e*'. 

Die  erlaubte  Abänderung  des  ursprünglichen  Vierecks  in  das  Sechseck 
kann  man  mit  den  Einzelangaben  der  Figur  92  noch  näher  verfolgen. 
Das  Viereck  zerfällt  in  die  durch  Nummern  1  bis  5  unterschiedenen 
Bereiche,  welche  übrigens,  im  Falle  J^^  auf  den  Band  von  T^  tritt, 
in  leicht  ersichtlicher  Weise  degenerieren.  Die  Umlegung  der  Bereiche 
2,  3,  4,  5  in  2',  3',  4',  5'  liefert  direct  das  geradlinige  Sechseck.  Als 
Ausgangssechseck  Pq  wollen  wir  etwa  dasjenige  wählen,  dessen  mit 
Pq  gemeinsame  Ecke  der  mit  E^  verbundenen  Ecke  von  P^  gegen- 
über liegt,  und  das  übrigens  E^  zur  Ecke  hat  Diese  in  Figur  92  er- 
sichtlich eingehaltene  Maassregel  hat  zur  Folge,  dass  das  Ausgangs- 
Sechseck  Pq  mit  dem  Viereck  P^  die  Erzeugenden  Va,  Vt  gemeinsam  hat.  — 

Als  Resultat  der  Untersuchung  fassen  wir  zusammen:  Den  un- 
endlich vielen  wesentlich  verschiedenen  Viereckneteen  unserer  Gruppe  F  reihen 
sich  ebenso  viele  verschiedene  Netze  geradliniger  kanonischer  Sechsecke  mit 
concaven  Winkeln  an.  Es  steht  uns  dabei  frei^  für  einen  ersten  festen 
Eckpunkt  c  ein  System  äquivalenter  Niveaugeraden ,  welche  Sechseckseiten 
werden  sollen,  nach  Willkür  herauszugreifen.  Insbesondere  dürfen  wir 
vorschreiben  j  dass  die  hiermit  gemeinten  von  e  auslaufenden  Sechseckseiten 
im  Falle  hyperbolischer  Ve  ihre  Endpunkte  entweder  auf  der  Polare  von  e 
oder  bereits  vor  Erreichen  dieser  Polare  finden.  Diese  letzten  Zusätze  sind 
mit  Rücksicht  auf  die  späteren  Anwendungen  notwendig;  ihre  Verifica- 
tion  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Willkür  von  Eq  und  aus  den 
über  die  Winkel  ^  zumal  im  Falle  hyperbolischer  Vo  vorausgesandten 
Bemerkungen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  wichtigen  Frage,  inwieweit  die 
der  bisherigen  Betrachtung  zu  Grunde  liegenden  kanonischen  Quer- 
Schnittsysteme  der  geschlossenen  Fläche  als  die  allgemeinen  angesehen 
werden  dürfen.  Wir  knüpfen  zu  diesem  Ende  an  ein  ganz  beliebiges 
System  von  Querschnitten  a,  6,  c  und  wollen  eine  solche  unwesent- 
liehe  Änderung  vornehmen,  bei  welcher  die  Schnittstelle  von  a  und  b 
über  c  unter  entsprechender  Kürzung  dieses  Schnittes  bis  zum  singu- 
lären  Funkt  hinwandert.  Das  so  erhaltene  Schnittsystem  liefert  ent- 
weder direct  oder  nach  einer  weiteren  unwesentlichen  Umgestaltung 
ein  geradliniges  Viereck  als  Abbild  (pg.  292).  Von  hieraus  kann  man, 
wenn  man  will,  durch  erneute  unwesentliche  Abänderung  zu  einem 
geradlinigen  Sechseck  unserer  Art  gelangen.  Wir  haben  somit  den 
Satz   gewonnen:  Ein  ganz  beliebiges  kanonisches  Schnittsystem  der  ge- 
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schlossenen  Fläche  liefert  entweder  ohne  weiteres  oder  nach  unwesentlicher 
UmgestalUing,  hei  toelcher  insbesondere  die  Ergeugenden  erhalten  "bleiben^ 
als  Abbild  der  eerschnittenen  Fläche  ein  geradliniges  Sechseck  mit  con- 
caven  WinJceln. 

Von  hieraus  wird  man  sich  nun  rückwärts  die  Yorstellung  des 
allgemeiDen  kanonischen  Sechsecks  construieren.  Dabei  ist  Yor  allem 
die  Bahn  maassgeblich,  welche  der  Kreozungspunkt  der  Schnitte  a,  b 
beschreibt.  Offenbar  gilt  die  Vorschrift,  dass  dieser  Kreuzungspunkt 
stets  die  singulare  Stelle  zu  meiden  hat,  es  sei  denn,  dass  zugleich  c 
verschwindet;  denn  andrenfalls  würden  wir  eine  geschlossene  Linie  c 
und  also  einen  dritten  Rückkehrschnitt  gewinnen,  welche  die  Fläche 
zerstücken  würde.  Im  übrigen  aber  darf  die  Kreuzungsstelle  Yon  a 
und  b  jede  beliebige  Bahn  beschreiben,  wobei  man  nur  die  Schnitte 
selbst  nötigenfalls  dem  Kreuzungspunkte  ausweichen  lassen  wird. 

In  der  projectiyen  Ebene  entspricht  dieser  Abänderung  Folgendes: 
Von  einem  ersten  etwa  geradlinigen  Sechseck  (cf.  FigiJir  92  pg,  295)  ge- 
langt man  zum  allgemeinsten  kanonischen  Polygon  des  gleichen  Erzeugenden- 
Systems,  indem  man  die  zußllige  Ecke  Eq  auf  ganz  beliebiger  Bahn  inner- 
halb des  Polygonnetzes  variiert  und  hierbei  nur  die  eventuell  vorliegenden 
elliptischen  Ecken  e  meidet.  Die  Bahnen  der  übrigen  vier  beweglichen 
Ecken  sind  natürlich  mit  Eq  geregelt,  und  die  Seiten  sind  immer  ent- 
sprechend abzuändern.  Man  erkennt,  dass  man  bei  diesen  Veränderungen 
die  Geradlinigkeit  der  Seiten  des  Polygons  nicht  immer  aufrecht  erhalten 
kann.  Man  wolle  z.  B.  in  Figur  92  pg.  295  den  Punkt  Eq  in  der  geraden 
Verlängerung  von  c"J?q  bis  zur  Geraden  cEq  fortwandern  lassen;  im 
letzten  Augenblick  muss  dieselbe  ausweichen  und  damit  gekrümmt  er- 
scheinen, wenn  nicht  Zerfall  der  Fläche  und  damit  des  Polygons  ein- 
treten soll. 

Im  Falle  hyperbolischer  Vc  präcisieren  wir  die  Verhältnisse  noch 
ein  wenig  weiter  und  führen  zu  diesem  Zwecke  wieder  die  Polaren 
p,  p,  ...  der  festen  Ecken  ein.  Ein  erstes  geradliniges  Sechseck 
(Figur  92,  pg.  295)  wählen  wir  so,  dass  seine  an  die  feste  Ecke  e 
sich  anschliessenden  Seiten  eJEs,  eEe  jedenfalls  nicht  über  die  Polare  jj 
von  e  hinausreichen.  Betvegen  wir  nunmehr  Es  und  damit  Es  ganz  be- 
liebig innerhalb  des  durch  p  vom  Polygonnetz  abgetrennten  Dreiecks,  p 
eingeschlossen,  so  können  wir  zwar  die  Geradlinigkeit  der  Seiten  durchweg 
aufrecht  erhalten  j  aber  wir  müssen  gelegentlich  einen  convexen  Winkel  bei 
Es  oder  Fe  in  Kauf  nehmen.    Dieser  Winkd  erreicht  indessen  niemals 

den  Betrag  —  •    Man  wird  sich  dies  mit  Hilfe  der  beigefügten  Figur  93 

leicht  deutlich  machen;  in  derselben  ist  die  Anfangslage  des  Sechsecks 
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stark  ausgezogen,  nod  die  neue  Lage  wird  erzielt,  indem  £j  und  E^ 
anf  p  nach  links  wandern,  wahrend  die  flbrigen  beweglichen  Ecken 
auf  ihren  Polaren  entsprechende  Wege  beschreiben.  Aufdergeschlossenen 
Fläche  wird  bei  dieser 
VerSadernng  der  Schnitt 
c  im  positiven  8inne 
um  den  singulären  Punkt 
gedreht     Übrigens  liest 

man  noch  leicht  aus 
Figur  93  ab,  dass  auf  der 
Polare  j)  das  Intervall  der- 
jenigenPunkte£g,  welche 
Sechsecke  ohne  convexe 
Winkel  liefern,  kleiner 
als  die  Breite  eines  Dis- 
continuitätsbereichea  von 
V,  ist. 

Pig  gg.  Derartige  Sechsecke 

mit  einem  der  festen 
Ecke  e  nächst  benachbarten  convexen  Winkel  kennen  wir  auch  in  der 
Folge  nicht  entbehren.  Um  ihre  Bedeutung  aber  schon  hier  an  einem 
Beispiel  aufzuweisen,  wollen  wir  die  i^Elemetttarlran^ormationen"  direct 
an  dem  geraälinigen  Sechseck  P^  als  Umformungen  desseSten  wieder  in  ein 
geradliniges  Sec^edc  erklären.  Wir  nehmen  etwa  sogleich  wieder  an, 
Vt  sei  hyperbolisch  uud  Pg  so  gewählt,  dass  die  Polare  p  die  beiden 
von  e  ausziehenden  Seiten  von  P^  nicht 
schneidet  Bedienen  wir  uns  nun  der  Be- 
zeichnungen von  Figur  92,  so  können  wir 
in  folgender  Art  die  £lement&rtransforma- 
tionen  erklären;  Man  hat  durch  Ziehen  einer 
der  drei  Diagonalen  EiE^,  E^E^,  Ef^Eg  ein 
Lräeek  (üieutrennen  and  je  nachdem  unter 
Ausiäwng  von  V^^  oder  F*-^  wieder  aneu- 
hängen.  Man  zählt  leicht  ab,  dass  wir  anf 
diese  Weise  drei  Transformationen  und  ihre 
inversen  erhalten;  nach  pg.  291  wird  sich 
somit  eine  unter  unseren  drei  Operationen 
^iü'  ^  durch  die  beiden  anderen  ausdrQcken  lassen. 

Als  Beispiel  und  zur  Torbereitung 
weiterer  Entwicklungen  soll  allein  die  in  Figur  94  angedeutete  Trans- 
formation des  gegebenen  Sechsecke  P^  it»  <*»«  durch  Schraffierung  hervor- 


II,  2.  Kanonische  Polygone  und  Modaln  der  hyperbolischen  Rotationsgruppen.    299 

gehobene  Sechseck  Pq'  ein  wenig  näher  betrachtet  werden;  wir  bezeichnen 
diese  Transformation  symbolisch  etwa  durch  T,  Wählen  wir  nun  das 
Erzeugendenpaar  bei  dem  transformierten  Sechseck  P^  «=>  T{P^  genau 
nach  derselben  Vorschrift^  wie  beim  ursprünglichen,  so  haben  wir  als 
Wirkung  von  T  auf  die  Erzeugenden  (cf.  Figur  94): 

(1)  v^=vr^Vay   r,'=ra. 

In  Pq  kann  nun  offenbar  heiE^  ein  convexer  Winkel  auftreten;  doch  wird 
man  durch  Benutzung  von  Figur  93  ohne  Mühe  feststellen;  dass  ein 
solcher  Winkel  die  erneute  Anwendung  von  T  nie  hindern  kann. 

Um  etwas  mehr  über  das  Auftreten  eines  convexen  Winkels  aus- 
zusagen^  bestimmen  wir  aus  (1)  als  Wirkung  von  T^  auf  F«,  Vi,: 

wobei  wir  für  die  Auswahl  der  Erzeugenden  in  T®(Pq)  wieder  an  der 
bisherigen  Vorschrift  festhielten.  Es  entsteht  somit  Vc{T^(Po))  aus  Pq 
direct  durch  Verschiebung  von  E^  bis  E^  und  entsprechende  Ver- 
schiebung der  übrigen  Ecken,  woraus  sich  ergiebt:  Hat  Pq  lavier 
concave  Winkel,  so  hat  T^{Pq)  sicher  einen  convexen  Winkel.  Durch 
Betrachtung  der  Winkel  und  ihrer  Summen  kann  man  überdies  noch 
leicht  feststellen:  Ist  T^+^(Pq)  das  erste  SecJiseck  mit  einem  convexen 
Winkel,  so  haben  die  drei  cansecutiven  Sechsecke  T\P^,  T''-\P^,  T'^^KPq) 
durchweg  concave  Winkel.    Dieser  Satz  kommt  später  zur  Verwendung. 


§  4.    Die  Doppel-n-ecke  der  Gattung  (0,  n)  und  deren 

Transformation. 

Wir  gehen  nun  zur  Behandlung  der  Gattung  (0,  n)  mit  beliebigem 
n  über  und  mögen  unter  F  eine  einzelne  hierher  gehörige  Gruppe 
verstehen.  Auch  hier  knüpfen  wir,  was  durchaus  wesentlich  ist,  an 
ein  Netz  von  Normalpolygonen  etwa  eines  zur  Gattung  gehörenden 
gewöhnlichen  Typus  an  und  wollen  in  einem  herauszugreifenden  Aus- 
gangspolygon die  nicht-zufälligen  Ecken  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  bei 
Durchlaufung  des  Polygonrandes  im  positiven  Sinne  auf  einander  folgeui 
durch  e^y  e^,  . . .,  Cn  bezeichnen.  Die  einzelne  Ecke  e,-  kann  ausserhalb, 
auf  oder  innerhalb  der  Ellipse  liegen;  im  letzten  Falle  ist  der  Polygon- 

Winkel  bei  e,-  gleich  -,-  ,  wo  li  die  Periode  der  zugehörigen  elliptischen 

Erzeugenden  ist. 

Ziehen  wir  die  n  Geraden  ej^,  ^^,  ...,  eü^,  so  ist  im  Innern 
des  Normalpolygons  ein  geradliniges  n-Eck  N^  mit  lauter  concaven 
Winkeln  eingegrenzt,  dessen  einzelne  Seite  selbst  in  dem  Falle  durch 
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das  Innere  der  Ellipse  zieht,  dass  ihre  beiden  Endpunkte  ausserhalb 
liegen;  letzteres  geht  gerade  wie  bei  n  =  3  ohne  weiteres  aus  der 
Gestalt  des  vom  ganzen  Polygonnetze  bedeckten  Bereiches  hervor« 
Die  Gonstruction  der  Geraden  ej^,  e^^  ...  wiederhole  man  nun  in 
genau  derselben  Art  in  allen  Polygonen  des  Netzes  und  erhält  solcher- 
weise den  unendlich  vielen  Polygonen  entsprechend  unendlich  viele 
n-Ecke  Nq,  Ni,  N2,  . . .,  die  natürlich  sämtlich  congruent  sind,  und 
die  ersichtlich  in  den  Ecken  e  mit  einander  zusammenhängen. 

Man  nehme  nunmehr  die  sämtlichen  Seiten  des  ursprünglichen 
Polygonnetzes  fort  und  discutiere  den  Charakter  der  zurückgebliebenen 
Einteilung.  Dieser  wird  am  deutlichsten,  wenn  wir  die  zum  Ausgangs- 
polygon gehörende  geschlossene  Fläche  F  etwa  in  Gestalt  einer  Kugel 
einführen  (cf.  pg.  177).  Dabei  mögen  die  Ecken  e^n  e^,  . . .,  e»  auf  der 
Kugel  F  die  Punkte  s^,  s^,  . . .,  6n  liefern.  Der  Rand  von  N^  überträgt 
sich  auf  F  in  eine  geschlossene  Gurve  K,  welche  aus  n  stetig  ge- 
krümmten Stücken  £^£21  ^s^si  ---  zusammengesetzt  erscheint  Durch 
K  wird  die  Kugelfläche  J^in  zwei  einfach  zusammenhängende  Bereiche  JV 
und  N'  zerlegt,  von  denen  der  erste  dem  n-Eck  Nq  entspricht. 

Gehen  wir  nun  zur  projectiven  Ebene  zurück,  so  ist  evident,  dass 
die  zwischen  den  n-Ecken  N^^  JV^,  N^,  . . .  offen  bleibenden  Stücke  eine 
zweite  dem  Bereich  N'  entsprechende  Reihe  von  unter  sich  wieder  äqui- 
valenten geradlinigen  n- Ecken  J/J,',  N^'y  N^,  . . .  mit  concaven  Winkeln 
darstellen.  Es  besteht  zwischen  diesen  beiden  Reihen  von  n- Ecken 
offenbar  das  Verhältnis  der  Gegenseitigkeit;  wir  nennen  sie  in  diesem 
Sinne  einander  conjugiert. 

Irgend  zwei  benachbarte  n-Ecke  zusammengenommen  liefern  ein 
volles  Abbild  von  F  und  stellen  somit  einen  Discantinuitätsbereich  von 
r  in  Gestalt  eines  Boppd-n-ecks  dar.  Wir  wählen  zu  diesem  Ende 
etwa  die  n-Ecke  JV^  und  N^j  welche  die  Seite  ^^  gemein  haben 
mögen.  Für  n  =  3  kommen  wir  hiermit  auf  die  oben  (pg.  287)  ge- 
wonnenen Dreiecknetze  und  Doppeldreiecke  zurück,  wobei  wir  in  den 
Seiten  derselben  lauter  Symmetriegerade  der  Gruppe  erkannten.  Letzteres 
kann  auch  bei  höherem  n  vorliegen;  aber  es  ist  hier  in  keiner  Weise 
das  Allgemeine,  wie  aus  der  Fortsetzung  unserer  Untersuchung  noch 
deutlich  hervorgehen  wird*).  Jedenfalls  aber  dürfen  wir  die  Gerade  e^e^ 
im  Sinne  der  analysis  Situs  als  Symmetrielinie  des  Doppel-n-ecks  bezeichnen. 


*)  Mit  Bücksicht  auf  die  späteren  fanctionentheoretischen  Entwicklongen 
länfb  diese  BemerkaDg  einfach  darauf  hinaus,  dass  sich  auf  der  Kugel  F  zwar 
stets  dufth  drei  Punkte  fj,  £,,  «3,  aber  nicht  immer  durch  vier  oder  noch  mehr 
Punkte  £|f  f, ,  ...  ein  Kreis  legen  lässt. 
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Fig.  95. 


Es  mögen  dabei  die  Ecken  65,^4,...  des  n-Ecks  JV^  den  Ecken  e^',  e/, . . . 
des  conjugierten  n-Ecks  entsprechen^  wie  in  Figur  95  angedeutet  ist. 
Je  zwei  einander  symmetrische  Seiten  sind  dann  auf  einander  bezogen^ 
und  die  Summe  je  zweier  entsprechenden 
Winkel  ist  nie  convex  und  liefert  im  ellipti- 

sehen  Falle  -j-  •   Die  so  erhaltenen  Doppel- 

n-ecke  werden  für  die  weitere  Behandlung 
der  Grattung  (0,  n)  die  Grundlage  bilden.  — 
Wir  schliessen  hier  sogleich  die  TranS" 
formcUionstheorie  des  Doppel -n-ecks  an  und 
haben  hierbei  zuvörderst  die  auf  der  Eugel- 
oberfläche  F  in  Betracht  kommenden  Ver- 
hältnisse klarzustellen.  Eine  Veränderung 
der  Gurre  K,  welche  nur  in  einer  Deformation  der  einzelnen  Stücke 

h^if  ^^7  • ' '  ^^^  festliegendem  Anfangs-  und  Endpunkt  des  einzelnen 
Stückes  besteht  y  und  welche  ohne  jede  Gollision  der  Curve  K  mit  sich 
selbst  von  statten  geht^  haben  wir  als  unwesentlich  anzusehen.  Ihr 
würde  eine  erlaubte  Abänderung  des  Doppel-n-ecks  entsprechen,  bei 
welcher  sämtliche  Ecken  sowie  alle  Erzeugenden  intact  bleiben,  aber 
die  Geradlinigkeit  der  Begrenzung  aufhört.  Demgegenüber  sei  nun- 
mehr eine  wesentliche  Abänderung  von  K  definiert,  bei  welcher  die 
Reihenfolge  zweier  benachbarten  Punkte  s,  etwa  £2  ^^^  ^s;  umgekehrt 
wird.  Wir  können  dies 
erstlich  in  der  durch 
Figur  96  angedeuteten 
Weise  ausfähren;  die  ur- 
sprüngliche Curve  K  ist 
hier  punktiert  gezeich- 
net, die  neue  stark  aus- 
gezogen. Doch  hätten 
wir  offenbar  von  s^  aus  zur  Umgehung  von  e^  ^^^^  ^^  ^  hinein  aus- 
biegen können.  Die  hiermit  definierte  Abänderung ,  welche  wir  also  für 
das  einzelne  Paar  benachbarter  Punkte  immer  in  zwei  Weisen  ausführen 
hinnen^  ist  nun  die  einzige  bei  der  Gattung  (0,  n)  auftretende  Elementar- 
transformaiion  (cf.  pg.  291). 

Um  dies  einzusehen,  müssen  wir  uns  von  der  Mannigfaltigkeit 
aller  Curven  K  ein  deutliches  Bild  machen,  wobei  wir  nunmehr  unter 
K  irgend  eine  sich  selbst  weder  schneidende  noch  berührende  ge- 
schlossene Curve  verstehen,  welche  die  n  Punkte  s  in  irgend  einer 
Folge  durchzieht. 
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Für  n  «=  3  giebt  es  im  wesentlichen  nur  eine  Gurve  K,  und  die 
Ausübung  der  Elementartransformation  führt  somit  im  wesentlichen 
wieder  zu  der  gleichen  Gurve  zurück.   Man  wolle  nur  bemerken,  dass 

sich  jede  Gurve  a^s^  auch  ohne  Überschreiten  von  s^  stetig  in  jede 
andere  Gurve  zwischen  c^  und  s^  deformieren  lässt;  denn  nach  Heraus- 
nahme des  Punktes  e^  aus  der  Oberfläche  F  stellt  dieselbe  einen  einfach 

zusammenhängenden  Bereich  dar.  Hat  man  s^e^  ^^  ^^  gewünschte 
neue  Lage  gebracht,  so  kann  man  gerade  so  mit  e^h  ^^^  sodann  mit 
e^e^  verfahren;  denn  es  handelt  sich  auch  hier  wieder  beide  Male  um 
stetige  Deformation  einer  Verbindungslinie  zweier  Punkte  auf  einem 
einfach  zusammenhängenden  Bereich.  Die  vorhin  ausdrücklich  als  un- 
wesentlich bezeichnete  Abänderung  jeder 
Gurve  K  in  jede  andere  ist  daraufhin  hier 
stets  leicht  ausführbar. 

Dagegen  stellt  bereits  bei  n  =>  4  die  Eugel- 
oberfläche  nach  Herausnahme  der  Punkte  £3 
und  £4  einen  zweifach  zusammenhängenden 
Bereich  mit  einem  Periodenwege  dar.  Hier 
haben  wir  also  cx>^  wesentlich  verschiedene 

Gurven  By^s^.  Damit  ist  der  Satz  gewonnen: 
Für  n>4  gid)t  es  stets  unendlich  viele  wesentlich 
verschiedene  Curven  K,  während  hei  n  =  3  nur  eine  einisige  vorliegt  Man 
sehe  die  hierneben  in  Figur  97  gegebene  Skizze,  in  welcher  die  zunächst 
etwa  geradlinig  gedachte  Verbindung  von  «^  und  s^  durch  zweimalige  Ein- 
fügung des  elementaren  Periodenweges  abgeändert  ist. 

Mögen  nun  im 


Fig.  97. 


K' 


allgemeinen  Falle  n 
irgend  zwei  Curven 
üTund  K'  vorliegen, 
so  wollen  wir  den 
Übergang  von  der 
einen    zur    andern 
durch    eine    Kette 
von    Elementar- 
transformationen 
thatsächlich  bewerkstelligen.     Möge  K  den  in  Figur  98   dargestellten 
Verlauf  darbieten,  den  wir  nur  des  leichteren  Überblicks  halber,  aber 
nicht  aus  principiellen  Gründen   so  einfach  annahmen.     Auf  K'  möge 

der  Punkt  Sy^    auf  e^  folgen,   wobei   die  Gurve  €i8ri    einen  fest  vor- 
geschriebenen Verlauf  nimmt;  in  der  Figur  ist  Vi  =  6  gewählt. 


Fig.  98. 
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Fig.  99. 


Wir  knüpfen  nun  an  K  an  und  nehmen  zanächst  die  durch  Figur  99 
näher  dargelegte  unwesentliche  Änderung  dieser  Curve  vor.  Das  Wesen 
dieserAnderungbesteht 
darin^  dass  wir  in  steti- 
ger Weise  mit  dem  Stück 

£^£2  ^^®  Ausbuchtung 
vornehmen  y  und  zwar 
nach  Maassgabe  des 
Verlaufs     der     neuen 

Curve  SiBvi,  bis  wir  mit  der  Spitze  der  Ausbuchtung  in  die  Nähe  von  ty^ 
gelangt  sind.   Es  erscheint  hier  das  erste  Stück  der  veränderten  Curve 

£^£2  ^^^  ^i^n  abgewickelt^  nur  dass  ein  letztes  an  Sy^  gelegenes  Segment 

von  sian  noch  frei  bleibt.     Bei  diesem  Process  müssen  einige  weitere 

Stücke  £,£3,  s^e^,  ...  von  K  in  der  durch  Figur  99  angedeuteten  Art 
ausweichen,  damit  K  nicht  mit  sich  selbst  in  Collision  kommt. 

Nunmehr  nehmen  wir  eine  wesentliche  Abänderung  vor.   Zwischen 

der  Spitze  der  Ausbuchtung  von  s^s^  und  Sy^  verlaufen  mehrere  weitere 

Stücke  £x€f^.  Wir  schieben  das  £^  durchziehende  Stück  von  K,  sowie 
die  eben  genannten  zwischenliegenden  Stücke  sämtlich  über  Sy^  hinweg 

und  lassen ;   um  siSy^  vollständig   zu  gewinnen ,    die  Spitze  der  Aus- 
buchtung in  Syi  einmünden.     Dieser  Process  ist  durch  Übergang  von 
Figur  99  zu  100   versinnlicht.     Man   mache   sich    an  diesen  Figuren 
deutlich,  dass  die  so- 
eben ausgeführte  Ope- 
ration eine  Reihe  von 
Elementartransforma- 
tionen darstellt.  Wenn 
wir  nämlich  in  Figur  99 

die  Curve  e^e^  bis  an 
£3  heranziehen^  nach- 

dem    wir  vorher  ^, 

von  £g  zurückzogen,  so  bedeutet  dies  eine  Elementartransformation, 
welche  die  Reihenfolge  von  £5  und  £g  ändert.  Entsprechend  wird  die 
nächste  Elementartransformation  die  Reihenfolge  von  £4  und  s^  um- 
kehren. Der  letzte  Schritt  zur  Gewinnung  der  Figur  100  ändert  die 
Folge  £2,  £3,  £g  in  £g,  £2,  £3;  man  wird  ihn  ohne  Mühe  als  Combination 
zweier  Elementartransformationen  darstellen,  indem  man  erstlich  £3  und 
€ß,  sodann  £2  und  €q  jedesmal  in  einer  bestimmten  unter  den  beiden 
möglichen  Weisen  in  der  Reihenfolge  austauscht. 


Fig.  100. 
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Nunmehr  yerfahren  wir  yollständig  analog  mit  ^2,  indem  wir  diese 

Curve  an  dem  zweiten  Stück  SviSi^  von  K'  abwickeln.    Eine  Collision 

mit  dem  schon  gewonnenen  Stück  Siar^  kann  nicht  stattfinden,  da  K' 
selbst  niemals  mit  sich  in  Collision  ist.  Die  endgültige  Herstellung  von 

SriBy^  erfordert  eine  zweite  Reihe  von  Elementartransformationen. 

In  derselben  Art  fahren  wir  fort,  bis  wir  den  n**^  Punkt  «r^_i 
auf  K'  erreicht  haben.  Es  restiert  dann  zunächst  eine  irgend  wie  ver- 
laufende Verbindungslinie  von  fr„_i  und  e^.    Aber  die  Kugel  F  ist 

durch  die  (n  —  1)  ersten  Stücke  fify^y  ^n^ns;  •  *  *  ^  einen  einfach  zu- 
sammenhängenden Bereich  ausgestaltet  Man  kann  somit  jede  Ver- 
bindungslinie €y„_^£i  durch  unwesentliche  Abänderung  stetig  in  jede 
andere  überfuhren;  und  also  können  wir  durch  unwesentliche  Abänderung 
nunmehr  K'  vollständig  erreichen.  Wir  haben  das  Resultat:  Jede  Trans- 
formation der  Curve  K  lässt  sich  durch  tviederholte  Ausübung  von  Elementar- 
transformationen  obiger  Art  herstellen,  — 

Indem  wir  nunmehr  die  Behandlung  der  Transformation  in  die 
projective  Ebene  verlegen,  nehmen  die  Verhältnisse  einen  überraschend 
hohen  Grad  von  Einfachheit  an.  Wir  orientieren  uns  zunächst  am 
Netze  der  n-Ecke  JV^,  JV^',  JJ/j,  ^/,  ...  über  die  Bedeutung  der 
Elementartransformation,  indem  wir  etwa  die  durch  Figur  96  pg.  301 

dargestellte  Transformation  ausüben. 

^^^„^^4s^  Man  hat  nichts  weiter  zu  thun,  als 

^y^^'^'^^^J...  __^s^gj'        im  Doppel -n- eck  die  beiden  Geraden 

/  ^,y^S~-  LjZI=/s^^        e^  e/ ,  ^^  zu  ziehen  und  dafür  e^, 

^^/^-—-        '~r^     /        xf*    ^^  auszulöschen  (wie  Figur  101  zeigt), 

^"^Z^T^-.y ■----/-_■       B        sowie  die  gleiche  Construction  in  allen 

V    -  T£izzLZJL^I^^e=^     y^g;     Übrigen   Doppel -n- ecken   des  Netzes 

^\_i_-_^^-y— /^  -         -j/^  auszuführen.     Das   neue   n-Eck  der 

>^jzT^y.       ~"y^  J5cÄ:en  ^1,  e/,  ej,  C4,  ^5,  . . .,  Cn,  sowie 

>/:  ~^;  flticj  ^^  conjugierte,  ist  wiederum  ge- 

Fig.  101.  radlinig  und  besitzt  nur  concave  Winkel; 

und  beide  n-Ecke  bilden  ein  nekies 
Doppel-n-ecky  welches  mit  dem  anfänglichen  in  allen  wesentlichen  Eigen- 
schaften übereinstimmt  Übrigens  würde  die  andere  Elementartrans- 
formation, welche  auf  K  gleichfalls  die  Reihenfolge  von  a^  und  s^ 
umkehrt,  im  Doppel -n- eck  dadurch  zu  vollziehen  sein,  dass  man 
die  Geraden  ^^,  e^  zieht  etc. 

Für  n  ==  3  bewirkt  die  Elementartransformation  den  Austausch 
der  beiden  Reihen  conjugierter  Dreiecke  ohne  Änderung  des  ganzen 
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Netzes.  Dagegen  hat  für  n  >  3  eine  Elementartransformation  stets 
eine  wesentliche  Veränderung  des  w-Ecknetzes  zur  Folge.  Dies  ge- 
staltet sich  natürlich  ganz  analog  den  Verhältnissen  auf  der  Kugel  Fj 
die  wir  bereits  besprachen.  Auf  das  neue  n-£cknetz  können  wir  offenbar 
ebensowohl  und  mit  dem  gleichen  Erfolge  eine  zweite  Elementartrans- 
formation ausüben  und  in  gleicher  Weise  fortfahren.  Wir  gelangen 
auf  dem  Wege  zu  folgendem  höchst  wichtigen  Theoreme:  Wie  tvir  auch 
die  Curve  K  auf  der  Kugel  F  auswählen  mögen,  immer  toerden  nach  einer 
nötigenfalls  vorausgesandteti  unwesentlichen  Änderung  von  K  die  beiden  durch 
K  abgetrennten  Stücke  N  und  N'  von  F  sich  auf  zwei  conjugierte  gerad- 
linige n-Ecke  Nq  und  Nq  mit  concaven  Winkeln  in  die  prqjective  Ebene 
übertragen.  Bei  der  ausserordentlichen  Mannigfaltigkeit  und  Cömpliciert- 
heit  der  Curven  K  wird  man  auf  Grund  dieses  Theorems  ermessen,  dass  der 
Übergang  von  der  Kugel  zur  projectiven  Ebene  in  sehr  bemerkenswerter 
Weise  eine  Klärung  und  Vereinfachung  der  Verhältnisse  bewirkt. 

Zum  Schlüsse  heben  wir  nochmals  hervor,  dass  für  n^  4  stets  unendlich 
viele  verschiedene  n-Ecknetze  existieren,  und  dass  jedes  hierbei  eintretende 
Doppel -n- eck  als  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  fungieren  kann. 


§  5.    Herstelliing  der  kanonischen  Polygone  der  Gattung  (0,  n) 

ans  den  Doppel -n- ecken. 

Der  Übergang  zu  den  kanonischen  Polygonen  der  Gattung  (0,  n) 
ist  nun  leicht  vollzogen.  Wir  greifen  ein  beliebiges  Doppel- w- eck 
JVq,  Nq  der  Gruppe  F  auf,  wählen 
im  Innern  von  Nq  einen  Punkt  E 
und  ziehen  die  n  geraden  Linien 
Eci ,  Ee^ ,  Ee^y  . . . ,  Ee'n  nach  den 
Ecken  von  'N^^  wie  solches  hier- 
neben in  Figur  102  ausgeführt  ist. 
Die  gleiche  Construction  wiederholen 
wir  in  allen  n- Ecken  ^/  ^g',  •  •  • 
und  nehmen  sodann  die  Seiten  des 
gesamten  n- Ecknetzes  fort.  Es  restiert 
einNetzIcanonischerPolygotiePQ,  Pi,  ... 
der  Gruppe  y  deren  einzelnes  von  2w 
Geraden  eingegrenzt  ist  und  lauter 
concave*)  Winkel  entfiält.  Sei  Pq  das  in  Figur  102  um  ^o  gelagerte,-  stark 


Fig.  102. 


*)  Doch  tritt  natürlich  in  einer  elliptischen  Ecke  der  Winkel  n  auf,  falls 
die  zugehörige  erzeugende  Substitution  die  Periode  2  hat.  Die  gleiche  Bemerkung 
soll  weiterhin  nicht  bei  jeder  Gelegenheit  wiederholt  werden. 

Fricke- Klein,  Automorphe  Funotionen.    1.  20 
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umrandete  Polygon ,  dessen  Herstellung  aus  dem  Doppel -n- eck  in  der 
Figur  leicht  zu  verfolgen  ist;  man  vollzieht  in  der  That  den  Obergang 
in  der  Weise,  dass  man  die  Dreiecke,  in  welche  Nq  durch  die  Geraden 
Ee^,  Ee^,  ...  zerschnitten  ist,  in  richtiger  Folge  an  den  Seiten  des 
n-Ecks  Nq  anlagert.  Die  zu  P^  gehörenden  Erzeugenden  von  F  nennen 
wir,  wie  in  der  Figur  näher  angegeben  ist,  F^,  F,,  ...,  F«;  der  Cyclus 
der  n  zufälligen  Ecken  E  liefert  dann  die  Relation: 

(1)  Fj.Fj.F,  ...  F„  =  l. 

Es  existiert  nun  zum  Polygonnetz  Pq,  Pj,  ...  immer  ein  con- 
jugiertes  Netz  P^',  P^',  . .  .  Wählen  wir  nämlich  den  Punkt  E'  in  Nq 
und  ziehen  die  n  Geraden  E^e^,  E\j  . . .,  J?'e«,  so  entspringt  nach 
Wiederholung  der  gleichen  Construction  in  N^^  N^,  ...  und  Fort- 
nahme  aller  n- Eckseiten  ein  neues  Netz  P^',  P/,  ...,  welches  zum 
ersten  Netze  in  der  That  im  Verhältnisse  der  Gegenseitigkeit  steht. 
Auch  die  einzelnen  Polygone,  wie  P^  und  P^',  mögen  einander  con- 
jugiert  heissen;  F^  sei  etwa  dasjenige  Polygon,  welches  Nq  umschliesst. 
Natürlich  teilen  in  Ansehung  der  Gestalt  die  neuen  Polygone  P^',  P/, . . . 
die  schon  hervorgehobenen  einfachen  Eigenschaften  von  P^,  P^,  ... 

Die  n  Geraden  Ee^ ,  Ee^ ,  Ee^\  . . .  übertragen  sich  auf  der  Kugel  F 

in  n  Curven  E^j,  Efg,  •.•  von  dem  in  N'  gelegenen  Bildpunkte  E 
von  E  nach  f^,  e^,  ...^  Cn-  Diese  n  Curven  stellen  ein  kanonisches 
Schnittsystem  auf  der  geschlossenen  Fläche  F  dar,  das  wir  kurz  etwa 
durch  U  bezeichnen  wollen.  Hier  gelten  nun  ganz  ähnliche  Bemer- 
kungen, wie  oben  (pg.  297)  bei  Behandlung  der  Gattung  (1,  1).  Als 
unwesentlich  hat  jede  stetige  Umwandlung  von  £  zu  gelten,  bei  welcher 
die  n  Schnitte  nicht  unter  einander  collidieren;  der  gemeinsame  Ur- 
sprung E  der  Schnitte  wird  dabei  auf  J?"  eine  beliebige,  nur  die  Punkte 
f, ,  62,  . . .,  Sn  meidende  Bahn  beschreiben,  während  natürlich  die  End- 
punkte der  Schnitte  bei  «j,  «g,  . . .,  £«  festliegen*).  Zum  conjugierten 
Polygon  Pq  gehört  übrigens  in  ganz  entsprechender  Weise  ein  m  £ 
conjugiertes  Schnittsystem  £',  und  man  merke  vor  allem  den  Satz  an, 
dass  unter  drei  zusammengehörigen  Gebilden  2J,  2^',  K  jedes  die  beiden 
anderen  im  wesentlichen  eindeutig  bestimmt. 

Das  Schlussergebnis  des  vorigen  Paragraphen  und  die  soeben  aus- 
geführte Construction  von  Pq  führt  nun  auf  folgendes  wichtige  Theorem, 
welches  sich   dem  für  die  Gattung  (1,  1)  pg.  297   formulierten  Satze 


*)  Auch  von  der  Bedingung,  dass  E  in  keinen  Punkt  c^.  hineinrücken  soll, 

könnten  wir  absehen;  nur  würde  man  die  betreffende  Linie  Ee^  hierbei  auf  einen 
Punkt  zusammenziehen  müssen. 
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unmittelbar  anschliesst:  Jedes  beliebige  Jcanonische  Querschnittsysteni  der 
geschlossenen  Fläche  F  liefert  entweder  direct  oder  nach  unwesentlicher 
Umgestaltung y  bei  welcher  insbesondere  die  Erzeugenden  erhalten  bleiben, 
als  Abbild  der  zerschnittenen  Fläche  in  der  projectiven  Ebene  ein  gerad- 
liniges und  mit  lauter  concaven  Winkeln  ausgestattetes  Polygon  von  2n 
Seiten.  Dabei  sei  nochmals  daran  erinnert,  dass  für  n  ^  4  stets  un- 
endlich viele  wesentlich  verschiedene  Querschnittsysteme  existieren; 
man  wolle  überdies  für  später  anmerken,  dass  die  Reihenfolge  der 
n  Classen  fester  Eckpunkte  auf  dem  Bande  des  Polygons  in  ganz  beliebiger 
Weise  vorgeschrieben  werden  darf. 

Zum  Zwecke  der  Transformation  der  kanonischen  Polygone,  welche 
die  Vermittlung  zwischen  den  unendlich  vielen  verschiedenen  Polygonen 
unserer  Gruppe  liefert,  wird  man  immer  auf  die  zugehörigen  n -Eck- 
netze zurückgehen  und  nach  der  Vorschrift  des  vorigen  Paragraphen 
verfahren.  Wir  wollen  hier  nur  noch  aufweisen,  wie  sich  die  Er- 
zeugenden Fl,  V^y  Fg,  .  . .,  Vn  bei  Ausübung  einer  Elementartrans- 
formation verhalten.  Man  stellt  dies  mit  Hilfe  der  Figuren  101  und  102 
ohne  weiteres  fest  Die  beiden  Elementartransformationen,  welche  die 
Reihenfolge  der  Ecken  et  und  Cj+i  umkehren,  ersetzen  die  Erzeugenden 
Vi  und  Vi^i  durch: 

(2)  Vi  F,+i  Vr\     Vi  bez.  durch  F,+i,     Fr;\  F  F+i  • 

Die  Relation  zwischen  den  transformierten  Erzeugenden,  z.  B. 

V,V,'"  F,_i(FF+i  VT')  •  Vi .  F+,  •  F+s  •  •  F«  =  1, 

ist  in  jedem  Falle  eine  identische  Folge  der  Relation  (1).  Übrigens 
erkennt  man  leicht,  dass  die  beiden  in  (2)  angegebenen  Elemeutar- 
transformationen  einander  invers  sind.  Denken  wir  demnach  die  eine 
mit  der  anderen  gegeben,  so  haben  wir  im  Einzelfalle  insgesamt 
n  Elementartransformaiionen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  späteren  Anwendungen  sind  hier  einige 
weitere  Bemerkungen  anzuschliessen.  Zuvörderst  sei  betont,  dass  irgend 
zwei  aus  den  von  Pq  gelieferten  Erzeugenden  F^,  F,,  . ..,  Vn  ein  Paar 
der  ersten  Spedes  darstellen.  In  der  That  zieht  ja  jede  Diagonale  des 
n-Ecks  Nq  durch  das  Ellipseninuere  hindurch,  wie  wir  aus  der  Ge- 
stalt des  ganzen  Polygonnetzes  wissen. 

Kommen  unter  F^,  Fg,  . . .,  F«  hyperbolische  Substitutionen  vor, 

so  wollen  wir  die  Auswahl  des  zum  Polygon  Pq  führenden  Punktes  E 

beschränken.     Wir  zeichnen,  gerade  wie  auch  früher  bei  der  Gattung 

(1,  1),  für  alle  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  und  also  hyperbolischen 

Ecken  e,-  bez.  e/  des  n-Ecks  N^   (cf.  Figur  102)  die  Polaren  pi  bez.  2h 

20* 
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bezüglich  der  Ellipse.  Diese  Polaren  schneiden  sich  in  Nq  nicht;  die 
einzelne  schneidet  jedoch  von  Nq  ein  Dreieck  ab;  und  es  bleibt  in- 
mitten ein  Polygon,  dessen  Seitenanzahl  die  Zahl  n  um  soviel  Ein- 
heiten übertrifft,  als  hyperbolische  Ecken  vorliegen.  Innerhalb  dieses 
Polygons  (das  offenbar  gänzlich  im  EUipseninnern  liegt)  oder  auch 
auf  einer  der  das  Polygon  begrenzenden  Polaren  wählen  wir  den 
Punkt  E,  womit  die  früheren  Maassnahmen  und  Resultate  in  keiner 
Weise  beeinträchtigt  werden.  Es  ergiebt  sich  so:  Ein  kanonisches 
Polygon  Pq  von  F  lässt  sich  unter  Einhalttifig  aller  bislang  über  seine 
Gestalt  geschehenen  Festsetzungen  stets  so  fixieren  y  dass  von  der  eineeinen 
hyperbolischen  Ecke  e,  aus  die  sidi  hiemächst  anschliessenden  zußUigen 
Ecken  erst  nach  überschreiten  der  zugehörigen  Polare  pi  bez.  auf  der  letzteren 
erreicht  werden.  Die  sämtlichen  zufölligen  Ecken  von  P^  liegen  dann 
offenbar  im  Innern  der  Ellipse. 

Übrigens  ist  es  leicht,  von  einem  ersten,  etwa  geradlinig  ge- 
wählten und  mit  concaven  Winkeln  ausgestatteten  Polygon  P^  zu  dem 
allgemeinsten  kanonischen  Polygon  des  gleichen  Erzeugendensystems 
überzugehen.  Man  wird  auf  der  geschlossenen  Fläche  F  das  zu  Pq 
gehörende  Querschnittsystem  27  einer  ganz  beliebigen  stetigen  und  un- 
wesentlichen Umformung  unterziehen,  wobei  namentlich  die  vom  Punkte  E 
beschriebene  Bahn  maassgeblich  ist.  Diese  Bahn  hat  nur  der  Bedingung 
zu  genügen,   die  n  Punkte  b  zu  umgehen,   sofern  nicht  zugleich  die 

Curve  Ee  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht.  In  der  projectiven 
Ebene  hat  man  die  Veränderung  von  P^  vor  allem  dadurch  zu  regeln, 
dass  man  eine  erste  zufällige  Ecke  E  innerhalb  des  Netzes  auf  be- 
liebiger nur  die  etwa  vorliegenden  elliptischen  Punkte  e  meidender*) 
Bahn  bewegt;  die  übrigen  zufälligen  Ecken  beschreiben  dann  von  selbst 
entsprechende  Bahnen,  und  natürlich  erfahren  die  Seiten  Abänderungen, 
welche  den  Veränderungen  der  Schnitte  auf  der  geschlossenen  Fläche 
entsprechen. 

Bei  diesen  Veränderungen  werden  wir  die  Forderung  der  Gerad- 
linigkeit aller  Seiten  nicht  beständig  aufrecht  erhalten  können.  Es 
ist  aber  sehr  wichtig,  dass,  falls  etwa  Fi  hyperbolisch  ist,  der  folgende 
den  Verhältnissen  bei  der  Gattung  (1,  1)  durchaus  entsprechende  Satz 
besteht:  Bewegen  wir  den  ursprünglich  im  n-Eck  Nq  gelegenen  Punkt  E 
auf  der  Polare  pi  der  hyperbolischen  Ecke  e,  beliebig  weit^  jedoch  inner- 


*)  Ausgenommen  sind  offenbar  die  etwaigen  elliptischen  Ecken  des  ursprüng- 
lichen Polygons  P^;  in  eine  solche  Ecke  mündet  die  Bahn  des  Punktes  E  ein, 
falls  der  Punkt  E  auf  der  geschlossenen  Fläche  in  den  correspondierenden  Punkt  s 

unter  Zusammenziehung  der  Ee  auf  null  hineinrückt. 
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halb  der  Ellipse  nach  rechts  oder  links,  so  können  wir  das  Bugehörige 
kanonische  in- Eck  gleichwohl  "beständig  geradlinig  erhalten;  nur  tritt  der 
Ecke  Ci  nächst  benachbart  ein  convexer  Winkel  auf,  sobald  E  über  Nq 
nach  rechts  oder  links  hinauswandert.  Um  dies  einzusehen^  fasse  man 
die  gesamten  n-Ecke  mit  der  Spitze  d  zu  einem  grösseren  Bereiche  M 
zusammen;  das  ganze  n- Ecknetz  lässt  sich  aus  unendlich  vielen  solchen 
Bereichen  M  zusammensetzen.  Die  Polare  pt,  welche  wir  rechts  und 
links  nur  bis  zur  Ellipse  ziehen,  liegt  gänzlich  in  dem  zu  Ci  gehörigen 
Bereiche  M,  Yor  allem  aber  bemerke  man,  dass  M  gegen  den  übrigen 
Teil  des  Bereichnetzes  durch  eine  aus  unendlich  vielen  Gliedern  be> 
stehende  gebrochene  Linie  abgegrenzt  ist,  welche  sich  beiderseits  gegen 
die  Endpunkte  von  pi  hinzieht,  und  welche  für  M  ausnahmslos  con- 
cave  Winkel  liefert.  Nun  nehme  man  hinzu,  dass  innerhalb  M  die  mit 
E  äquivalenten  Punkte  äquidistant  auf  pi  liegen.  Es  ist  alsdann  eine 
unmittelbare  Folge  der  Anschauung,  dass  bei  beliebiger  Bewegung 
von  E  auf  pi  die  von  E  aus  nach  den  festen  Ecken  von  Nq  zu  ziehenden 
Geraden  weder  mit  einander  noch  mit  den  entsprechenden  Geraden 
von  den  äquivalenten  Punkten  aus  collidieren.  Unser  obiger  Satz  er- 
scheint ohne  weiteres  als  Ergebnis  dieser  Darlegungen.  — 

Wir  schliessen  die  Betrachtung  der  Gattung  (0,  w)  mit  der 
Behandlung  der  Aufgabe,  aus  den  zum  Polygon  Pq  gehörenden  Er- 
zeugenden Fl,  Fj,  ...,  Vn  die  zum  conjugierten  Polygon  Pq  gehörenden 
Fl',  Fj',  . . .,  Vn  zu  bestimmen.  Wir  halten  hierbei  an  der  durch 
Figur  102  pg.  305  getroffenen  Festsetzung  fest.  Um  also  aus  dem 
dortigen  Polygon  Pq  das  conjugierte  Pq'  zu  gewinnen,  wählen  wir  E' 
in  Nq  und  ziehen  zufolge  der  früheren  Vorschrift  von  E'  n  Gerade 
nach  e^,  ßg,  . . .,  e«.  Hierdurch  erscheint  Pq  in  n  Vierecke  zerlegt,  die 
wir  so  nummerieren  wollen,  dass  dasjenige  mit  der  Diagonale  e^e^  das 
erste  ist,  das  mit  e^  das  zweite  u.  s.  w.  Wir  denken  nun  Pq  längs 
der  n  Geraden  E'ci  zerschnitten,  jedoch  so,  dass  die  n  Vierecke  noch 
in  den  (n  —  1)  Punkten  e^,  ej,  . . .,  e»  zusammenhängen,  welche  ge- 
wissermaassen  (n  —  1)  Gelenke  der  Viereckskette  vorstellen. 

Den  Übergang  zu  Pq'  bewerkstelligen  wir  nun  folgendermaassen : 
Während  das  erste  Viereck  am  Orte  bleibt,  drehen  wir  die  (»  —  1) 
übrigen  Vierecke  zugleich  um  das  Gelenk  e^  durch  Ausübung  von  Fg. 
Die  Ecke  e^  kommt  dabei  bereits  in  ihre  richtige  Lage  e^%  während 
^4>  ^6;  •  •  •;  ^n  in  die  Lagen  e^^^\  e^^\  ...,  e«^*)  gelangen  mögen.  Die 
zugehörigen  Substitutionen  sind  offenbar: 

Fs^'^  =  v^v^v{-\    F/'^  =  v^v,v,-\  . . .,    Fj*^  =  V,VnVr\ 

Für    die    ersten    drei    zu   Pq'    gehörenden   Substitutionen    haben   wir 
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V^'=V,,  V^=V^,  V^=V^^\  Demnächst  aber  haben  wir  den 
Process  in  der  Weise  fortzusetzen,  dass  wir  das  System  des  dritten 
bis  n*®°  Vierecks  aus  der  neuen  Lage  um  das  Gelenk  e^  durch  Aus- 
übung von  Vt^^  drehen.  Nunmehr  gelangt  c/*^  in  seine  Endlage  «/, 
während  ^6^^^  . . .,  c«^*^  vorerst  an  die  Stellen  e^^^y  . . .,  e}^^  rücken.  Die 
zugehörigen  Substitutionen  sind: 

In  derselben  Weise  fahren  wir  fort  und  gewinnen  als  Ergebnis^  dass 
die  vom  conjtigierten  Polygon  Pq  gelieferten  Erzeugenden  die  folgenden  sind: 

\^Oj      Vi  —  rj,     r^  —  r^j    '^s'^8    ;     '^4  —  ^  i    }    •••7     '^»  —  ^^n 

Zwischen  diesen  Substitutionen  besteht  die  Relation: 

(4)  f;.f;_i  ...  Fs'.f;.  f/=i. 

Dieselbe  ist  eine  identisdie  Folge  der  Relation  (1),  eine  Thatsache,  die 
späterhin  zur  Geltung  gelangt.  Man  wolle  nämlich  die  Relation  (4) 
in  die  Gestalt  umschreiben: 

F,^"-"  •  Fin*'  •  •  •  F4">Ff  .  F, .  Fx  =  1. 
Hier  hat  man  alsdann  die  oberen  Indices  zu  reducieren,  indem  man 

zuvörderst  F«  durch  F«_i  •  F»  •  V^i  ersetzt  Sodann  redu- 
ciere  man  alle  oberen  Indices  (n  —  2)  und  fahre  so  fort;  man  kommt 
schliesslich  auf  die  Relation  (1)  zurück,  womit  die  aufgestellte  Be- 
hauptung bestätigt  ist. 

§  6.    Die  kanonisolien  Polygone  im  Falle  einer  beliebigen 

Gattung  (p,  n). 

Die  Vorbereitungen  der  vorangehenden  Paragraphen  setzen  uns 
in  den  Stand,  nunmehr  für  den  Fall  einer  beliebigen  Gattung  {p,  n) 
die  geometrische  Theorie  der  kanonischen  Polygone  und  ihrer  Trans- 
formation bis  zu  dem  gleichen  Grade  wie  in  den  bisherigen  Special- 
fällen zu  entwickeln.  Zum  Unterschiede  gegen  die  bisher  behandelten 
Fälle  knüpfen  wir  hier  im  allgemeinen  Falle  nicht  erst  an  ein  Normal- 
polygon an,  sondern  legen  auf  der  geschlossenen  Fläche  gleich  ein  be- 
liebiges kanonisches  Schnittsystem  zu  Grunde,  welches  als  Abbild  der 
zerschnittenen  Fläche  in  der  projectiven  Ebene  das  Polygon  P^  liefern 
mag;  auf  letzteres  wenden  wir  sogleich  die  gesamten  Festsetzungen 
und  Bezeichnungen  von  §  1  pg.  285  an.  Es  ist  unser  Hauptproblem, 
zu  entscheiden,  ob   wir  vielleicht  auch  jetzt  durch  unwesentliche  Ab- 
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änderung  des  Schnittsystems  Pq  zu  einem  geradlinigen  Polygon  mit 
concaven  Winkeln  ausgestalten  können  oder  nicht.  Bei  dieser  Unter- 
suchung haben  wir  ausgedehnten  Gebrauch  vom  „Princip  der  Gruppen- 
composition'^  (cf.  pg.  190)  zu  machen;  um  dieses  Princip  jedoch  ein- 
zuführen^ ist  es  nötig,  eine  kurze  Vorentwicklung  vorauszusenden. 

Die  bereits  erledigten  Fälle  (1^  1)  und  (0,  n)  mögen  hier  als  aus- 
geschlossen gelten.  Es  ist  dann  sicher  p>  0,  und  wir  wollen  eine 
unter  den  p  Substitutionen  Ve^  herausgreifen,  die  wir  kunc  Vc  nennen, 
und  über  die  wir  hier  einige  Sätze  entwickeln  wollen.  Wir  nehmen 
zu  diesem  Ende  die  beiden  durch  F«  auf  einander  bezogenen  Seiten 
von  Pq  fort  und  zerfallen  hierdurch  den  Rand  des  Polygons  Pq  in 
zwei  Teile,  die  wir  R^  und  R^  nennen  wollen;  R^  möge  sich  aus  den 
vier  Seiten  zusammensetzen,  welche  durch  die  zu  Vc  gehörenden  Sub- 
stitutionen Vay  Vt  correspondieren,  R^  wird  dann  die  Kette  der  übrigen 
(2»  +  6p  —  6)  Kandcurven  von  P^  vorstellen. 

Wir  stellen  demnächst  den  Satz  fest:  In  den  beiden  zu  R^  und  R^ 
gehörenden  Systemen  von  Gruppenerseugenden  lässt  sich  jedesmal  eine  Sub- 
sHttäion  angeben ,  welche  keine  Potenz  von  Vc  ist*).  Wären  nämlich 
erstlich  (jB^  betreffend)  F«  und  Vb  zugleich  Potenzen  von  Vc,  so 
wäre  zufolge: 

F,=  nvr'vr'Va 

notwendig  Vc  =  1  und  damit  Pq  mehrfach  zusammenhängend,  was 
doch  nicht  zutrifft.  Ist  auf  der  andern  Seite  ^  >  1,  so  liefert  R^  wenig- 
stens noch  ein  Paar  Va,  F*',  auf  welches  wir  die  gleiche  Überlegung 
mit  demselben  Erfolge  anwenden  können.  Haben  wir  aber  |)=  1,  so 
ist  n>  1,  und  wir  können  das  Paar  V^,  F,  heranziehen.  Diese  Sub- 
stitutionen können  nicht  zugleich  Potenzen  von  Ve  sein;  denn  es  müssten 
in  diesem  Falle  die  beiden  Fixpunkte  von  Fj  und  F,  coincidieren, 
entgegen  der  Thatsache,  dass  sich  Pq  an  diese  Fixpunkte  mit  zwei 
verschiedenen  Ecken  heranzieht**).  Man  kann  bei  dieser  Sachlage  auch 
sagen,  dass  sich  längs  R^  und  R^  wenigstens  je  ein  mit  P^  benachbartes 
Polygon  aufweisen  lässt,  welches  aus  Pq  nicht  durch  eine  Potenz  von  Vc 
entsteht  — 

Nunmehr  verbinde  man  irgend  zwei  durch  Vc  correspondierende 
Randpunkte    von   P^,   die   nicht   gerade  Eckpunkte    sind,    durch    eine 


*)  Dies  geht  bereits  aus  nneeren  früheren  Untersuchungen  über  die  Relationen 
zwischen  den  Erzeugenden  (cf.  pg.  186  ff.)  hervor;  doch  ist  der  im  Texte  zum 
Beweise  eingeschlagene  Gedankengang  noch  überzeogender. 

**)  Würden   die   beiden  fraglichen  Eckpunkte  coincidieren,   so  müsste  not- 
wendig Fi(Po)  mit  1\  in  CoUision  geraten. 
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innerhalb  P^  verlaufende  Linie  und  übe  auf  letztere  alle  Substitutionen 
der  zu  Vc  gehörenden  cyclischen  Untergruppe  aus.  Es  entspringt  so 
eine  die  Polygone  ...  VT  (-Po);  -^07  ^c(io)>  •••  durchlaufende  Curve, 
die  wir  C  nennen  wollen,  und  über  deren  Verlauf  wir  leicht  nähere 
Angaben  machen  können. 

Die  Gestalt  von  C  ist  vor  allem  durch  die  Natur  der  Substitution 
Vc  bedingt. 

Nehmen  wir  in  dieser  Hinsicht  erstlich  an,  Vc  sei  elliptisch 
oder  parabolisch,  so  wird  C  eine  geschlossene  Curve  sein  (falls  wir 
für  parabolisches  Vc  noch  den  Fixpunkt  von  Ve  zufügen).  Nur  diesen 
letzteren  Punkt  hat  C  mit  dem  Rande  des  Polygonnetzes  gemein,  im 
übrigen  aber  verläuft  unsere  geschlossene  Curve  C  gänzlich  im  Innern 
des  Netzes.  Es  ist  nun  leicht,  diese  Annahme  einer  nicht -hyper- 
bolischen Substitution  Vc  als  unmöglich  zu  erkennen.  Man  bilde 
nämlich  die  gesamten  mit  C  äquivalenten  Curven  C,  C\  C'\  . . .  und 
beweise  zuvörderst  vermöge  der  pg.  253  bei  ähnlicher  Gelegenheit 
herangezogenen  Überlegung,  dass  keine  zwei  Curven  C  einen  im  Innern 
des  Polygonnetzes  gelegenen  Punkt  gemein  haben  können.  Nach 
unserer  soeben  vorausgesaudten  Überlegung  umschliesst  aber  C  not- 
wendig wenigstens  eine  weitere  Curve  C  =  V{C)\  in  der  That  findet 
sich  ja  sowohl  längs  B^  als  B^  neben  P^  wenigstens  ein  von  C  nicht 
durchzogenes  Polygon,  welches  somit  zur  Construction  von  C  hinführt. 
Wäre  nun  Vc  elliptisch,  so  bemerke  man,  dass  C  notwendiger  Weise 
die  Curve  C"=  F*(C),  diese  die  Curve  (7'"«=  V^{C)  u.s.w.  umschliessen 
müsste,  und  dass  somit  im  Innern  von  C  wenigstens  ein  Grenzpunkt 
auftreten  würde,  was  doch  unmöglich  ist.  Im  parabolischen  Falle  würde 
von  den  entsprechend  gebildeten  Curven  C,  F(C),  V^{C),  ...  gleich- 
falls jede  die  folgende  umschliessen,  und  sie  müssten  notwendig  alle 
den  parabolischen  Punkt  gemein  haben,  welch'  letzterer  somit  Fixpunkt 
von  V  sein  würde.    Da  nun  aber  ersichtlich  keine  endliche  Potenz  von 

V  der  aus   Vc  zu  erzeugenden  cyclischen  Gruppe  angehört,  so  wäre 

V  hyperbolisch    und    würde   mit  Vc   ein  Paar  dritter  Species  bilden, 
was  wieder  unmöglich  ist  (pg.  287). 

Diese  Überlegung  hat  ergeben,  dass  Vc  notwendig  hyperbolisch  ist, 
und  wir  können  hinzusetzen,  dass  es  sidi  hier  um  eine  hyperbolische 
StibstituMon  handelt,  an  deren  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkt  Cc 
das  Polygonnet0  nicht  heranragt  Nennen  wir  nämlich  die  beiden  auf 
der  Ellipse  und  zugleich  auf  dem  Rande  des  Polygonnetzes  gelegenen 
Fixpunkte  von  Vc  etwa  c/  und  e/',  so  stellt  C  eine  das  Polygonnetz 
durchsetzende  Verbindungslinie  von  c/  und  c/'  dar.  Würde  sich  nun 
das  Polygonnetz  an  Cc  heranziehen,  so  wäre  das  eine  der  beiden  durch 
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Bc  nnd  tc'  abgetrennten  Ellipsensegmente  gänzlich  frei  von  Grenzpunkten. 
Dies  steht  aber  im  Widerspruch  mit  der  Thatsache,  dass  sich  zu 
beiden  Seiten  von  C  weitere  Curven  C\  C'\  . . .  finden,  welche  letztere 
doch  gleichfalls  in  hyperbolischen  Fixpunkten  auf  der  Ellipse  endigen 
müssten.  ' — 

Um  nun  das  Princip  der  Gruppencomposition  in  Anwendung  bringen 
zu  können,  behalten  wir  alle  bisherigen  Bezeichnungen  bei  und  ver- 
stehen unter  Vc  insbesondere  die  Substitution  F^.  Die  beiden  Ellipsen- 
segmente, welche  durch  Cc  und  tc  abgetrennt  werden,  mögen  S^  und 
/S>2  heissen,  und  es  liege  etwa  S^  mit  dem  Randstück  i2^  von  P^,  S^ 
mit  B^  auf  derselben  Seite  von  C. 

Man  denke  von  Pq  nun  vorerst  einzig  die  beiden  durch  F<.  auf 
einander  bezogenen  Seiten  gezeichuet.  Dieselben  stellen  ein  Bruchstück 
vom  Rande  eines  zu  Vc  gehörenden  cyclischen  Discontinuitätsbereiches 
dar.  Um  einen  vollständigen  Bereich  fQr  Vc  zu  gewinnen,  verlängere 
man  die  beiden  fraglichen  Seiten  gerad-  oder  krummlinig  zunächst  in 
der  Richtung  auf  Sy^  und  über  S^  hinaus  bis  tc^  und  zwar  natürlich 
so,  dass  die  beiden  Verlängerungen  auch  durch  Vc  correspondieren ; 
in  gleicher  Weise  verlängere  man  die  beiden  Seiten  in  der  Richtung 
auf  ^2  und  über  S^  hinaus,  bis  man  tc  von  der  entgegengesetzten  Seite 
her  erreicht*).  Unser  cyclischer  Discontinuitätsbereich  wird  hierbei 
die  (im  gewöhnlichen  Sinne)  unendlich  ferne  Gerade  überschreiten. 

Nach  dieser  einleitenden  Construction  kehren  wir  zum  Polygon  P^ 
zurück  und  zeichnen  den  Rand  desselben  bis  auf  das  Stück  iJ^;  statt 
dessen  aber  hänge  man  hier  den  über  S^  hinaus  bis  ec  hinziehenden 
Teil  des  soeben  construierten  cyclischen  Bereiches  an.  Der  so  ge- 
wonnene Bereich  genügt  offenbar  allen  Anforderungen  eines  Discontinuitäts- 
bereicfies  und  stellt  ein  kanonisches  Polygon  einer  Gruppe  vom  Charakter 
(jP  —  1,  n  +  1),  dar.  Diese  Gruppe,  welche  eine  Untergruppe  unserer 
Gesamtgruppe  (p,  n)  ist,  besitzt  zu  Erzeugenden: 

ihr  Polygonnetz  zieht  sich  an  Cc  =  ^n+i  heran,  und  das  Ellipsen- 
segment Si  weist,  abgesehen  von  seinen  Endpunkten  ejy  e/',  keinen 
Grenzpunkt  der  neuen  Gruppe  auf. 

*)  Findet  man  diese  Operationsweise  (wegen  der  möglichen  Collisionen  der 
zQ  ziehenden  Linien  unter  einander)  nicht  hinreichend  klar,  so  wird  es  jedenfalls 
nicht  schwer  halten,  Pq  als  Brachstück  eines  cyclischen  zu  V^  gehörenden  Dis- 
continuitätsbereiches aufzufassen.  Dieses  Bruchstück  kann  man  aber  zweifellos 
nach  Fortnahme  von  i2j  und  B^  zu  einem  vollständigen  cyclischen  Discontinuitäts- 
bereich unserer  Art  auswachsen  lassen. 
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Um  die  Einführung  der  Gruppe  (p  —  1,  n+  1)  noch  in  einer 
etwas  anderen  Weise  zu  beschreiben,  gehen  wir  nochmals  auf  die  ge- 
samten bezüglich  F  äquivalenten  Curven  (7,  C\  . . .,  zurück,  behalten 
von  Pq  nur  denjenigen  durch  C  abgeschnittenen  Teil  bei,  welcher  zu 
B^  gehört,  und  fassen  diesen  Polygonteil  mit  allen  denjenigen  ent- 
sprechend gebildeten  Polygonteilen  zu  einem  Complex  zusammen,  welche 
von  Pq  aus  ohne  Überschreiten  einer  Curve  C,  C,  . .  .  erreichbar  sind. 
Alle  zu  den  ausgewählten  Polygonteilen  gehörenden  Substitutionen  iverden 
den  fraglichen  Complex  offenbar  in  sich  überführen  und  bilden  in  diesem 
Sinne  für  sich  eine  Untergruppe  der  Gesamtgruppe  F,  welche  eben  unsere 
Gruppe  (p  —  1,  n  +  1)  ist.  Der  in  Rede  stehende  Complex  wird  zum 
Polygonnetz  der  Untergruppe  ausgestaltet,  indem  man  längs  jeder  am 
Rande  des  Complexes  beteiligten  Curve  C  alle  einzelnen  durch  diese 
Curve  abgeschnittenen  Polygonteile  in  der  oben  geschilderten  Weise 
durch  Anfügung  cyclischer  Bereiche  ergänzt. 

Nun  wolle  man  zweitens  den  Rand  von  Pq  bis  auf  R^  zeichnen 
und  füge  statt  dessen  den  über  S^  hinausziehenden  Teil  unseres  obigen 
cyclischen  Discontinuitätsbereiches  an.  Es  entspringt  so  offenbar  ein 
kanonisches  Polygon  einer  neuen  in  F  enthaltenen  Untergruppe ,  und  zwar 
von  der  Gattung  (1,  1).    Ihre  Erzeugenden  sind: 

'^aj        ^by        ^e'i 

ihr  Polygonnetz  zieht  sich  gleichfalls  an  Cc  heran,  aber  von  der  ent- 
gegengesetzten Seite,  wie  dasjenige  der  Gruppe  (p  —  1,  n  +  1);  und  nun 
ist  das  Segment  S^  von  Grenzpunkten  frei,  natürlich  wieder  von  den 
Endpunkten  e/  und  Cc'  abgesehen. 

Die  ursprüngliche  Gruppe  F  entsteht  nun  offenbar  umgekehrt 
durch  Composition  der  beiden  Gruppen  {p — 1,  n+  1)  und  (1,  1), 
wobei  der  Discontinuitätsbereich  der  componierten  Gruppe  direct  der  ge- 
fneinsame  Bestandteil  der  Discontinuitätsbereiche  der  beiden  componierenden 
Gruppen  ist. 

Jetzt  hindert  offenbar  nichts,  die  soeben  beschriebene  Manipulation 
aufs  neue  auf  die  Gruppe  (p —  1,  n+  1)  und  Vc^  auszuüben,  welche 
dann  entsprechend  durch  Composition  aus  einer  Gruppe  (p  —  2,  n  +  2) 
und  einer  Gruppe  (1,  1)  entstanden  erscheint.  Fahren  wir  in  der 
gleichen  Weise  fort,  so  folgt:  Die  ursprüngliclie  Gruppe  F  kann  durcfi 
Composition  aus  einer  Gruppe  (0,  n  +  p)  der  Erzeugenden: 


und  p  Gruppen  (1,  1)  der  Erzeugenden  F«^,  F^^^  hergestellt  werden.   Für  die 
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{n -\- p)  Substitutionen  (1)  gilt  dann,  wie  es  sein  muss^  die  Relation: 

(2)  ^1-    n    •••     Fn-    F„  +  i    ...     Fn+p-1. 

Die  (p+  1)  componierenden  Gruppen  nennen  wir  F^,  Fj,  F,,  ...,  Fp, 
wobei  Fj,  . . .,  Fp  den  Substitutionen  Ve^,  . . .,  Vc  entsprechen  und  Fq 
die  Gruppe  (0,  n  +  j))  ist. 

Es  wurde  nun  bereits  oben  (pg.  307)  der  Satz  aufgestellt^  dass  wir  das 
zunächst  vorliegende  kanonische  Polygon  von  F^  durch  unwesentliche 
Abänderung  in  ein  geradliniges  und  mit  concaren  Winkeln  ausgestattetes 
(2n  +  2p) 'Eck  umwandeln  können.  Dabei  sind  die  Seiten  Niveau- 
gerade der  Erzeugenden ;  und  wir  können  das  Polygon  der  Fq  ins- 
besondere so  gestalten,  dass  die  von  der  einzelnen  festen  Ecke  aus- 
ziehenden Seiten  im  Falle  einer  hyperbolischen  Erzeugenden  erst  auf  der 
zugehörigen  Polare  oder  jenseits  derselben  die  sich  anschliessenden 
zufälligen  Ecken  erreichen  (cf.  pg.  308). 

Nun  ist  die  Sachlage  die,  dass  wir  an  dem  eben  vollzogenen 
stetigen  Umformungsprocess  sogleich  die  Polygone  der  Gruppen  Fi 
teilnehmen  lassen  können. 

Um  dies  zu  sehen,  bezeichnen  wir  für  die  einzelne  Gruppe  F,  die 
Polare  des  zugehörigen  hyperbolischen  Punktes  ^e,-  durch  p,  und  nennen 
die  beiden  durch  pi  abgeschnittenen  Ellipsensegmente  gerade  wie  vorhin 
Si  und  S^^'K  Dann  ist,  wenn  wir  uns  der  Etirze  halber  der  Bezeich- 
nungen der  Figur  93  pg.  298  bedienen,  der  von  Sj^*^  und  jj,  ein- 
gegrenzte Ellipsenabschnitt  derjenige,  in  welchem  wir  die  Ecken  E^^*^ 
und  Eq^'^  willkürlich  bewegen  können,  ohne  die  Möglichkeit  geradliniger 
Grenzen  für  das  Polygon  der  Gruppe  Fi  einzubüssen  (cf.  pg.  297)*). 

Der  eben  gemeinte  Ellipsenabschnitt  zwischen  S2  und  pi  ist  nun 
derjenige,  in  welchem  das  Polygon  der  Fq  bis  auf  die  eine  über  j),-  hinaus- 
ziehende Ecke  mit  der  Spitze  ec.  gelegen  ist.  Indem  wir  somit  das  Polygon 
der  Fi  an  der  Umwandlung  sogleich  teilnehmen  lassen,  ist  es  möglich, 
dieses  Polygon  geradlinig  auszugestalten;  aber  wir  müssen  damit  rechnen, 
dass  an  einer  der  Stellen  E^  ,  Eq  ein  convexer  Winkel  eintritt. 
Wollen  wir  nämlich,  dass  das  Polygon  der  Fq  ohne  convexe  Winkel 
bleibt,  so  haben  wir  es  nicht  in  der  Hand,  die  Punkte  E^^^  und  E^^'^ 
auf  Pi  oder  in  Richtung  von  pi  beliebig  weit  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  zu  verschieben  (cf  pg.  298  und  308  u.  f.).  Doch  wollen  wir 


*)  Zu  dem  dnrch  p^  und  5/'^  eingegrenzten  Abschnitt  gehören  schliesslich 
nur  die  drei  inneren  Ecken  des  zu  Va^y  Vb^  gehörenden  Seitenquadnipels.    Sollten 

jedoch  anfangs  auch  noch  die  Endpunkte  E^^'\  E^^*^  dieses  Quadrupels  oder  noch 
weitere  zuföUigen  Ecken  im  fraglichen  EllipsenabBchnitt  liegen ,  so  wird  man  diese 
Ecken   bis  auf  p.  oder  aber  p^  hinaus  yerschieben,  was  keine  Schwierigkeit  hat. 
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gleich  hier  hervorheben,  dass  zufolge  der  Figur  93  pg.  298  der  Über- 
schuss  eines  etwaigen  convexen  Wiukels  über  n  niemals  den  Betrag 

-  erreichen  kann. 

Indem  wir  die  Polygone  aller  p  Gruppen  F<  zugleich  mit  demjenigen 
von  Pq  an  der  stetigen  Umgestaltung  teilnehmen  lassen^  haben  wir 
vor  allem  erreicht^  dass  es  sich  hier  nur  um  eine  unwesentliche  Um- 
gestaltung desjenigen  kanonischen  Schnittsystems  handelt,  welches  wir 
auf  der  geschlossenen  Fläche  der  Gruppe  F  anfänglich  völlig  willkürlich 
aufgriffen.  Unsere  vorangegangene  Überlegung  hat  somit  das  wichtige 
Theorem  ergeben :  Ein  unUkürlich  gewähltes  kanonisches  Schnittsystem  auf  der 
zu  r  gehörenden  geschlossenen  Fläche  liefert  entweder  direct  oder  nach  un- 
wesentlicher Umgestaltung  als  AhbUd  der  zerschnittenen  Fläche  ein  gerad- 
liniges Polygon  mit  (2n  +  6p)  Seiten  j  unter  dessen  Winlceln  sich  höchr 
stens  p  convexe  finden  können ;  die  letzteren  sind  aber  jedenfalls  kleiner 

als  —  und  können  nur  an  jenen  2p  Stellen  vorkommen  y  welche  die  End- 
punkte der  den  Schnitten  a,-,  6,  entsprechenden  Seitenquadrupel  sind.  Die 
durchgeführte  Construction  dieses  Polygons  Pq  liefert  zugleich  ein  sehr 
anschauliches  Bild  desselben;  man  wolle  sich  z.  B.  klar  machen,  dass 
schon  wegen  der  Lage  und  Grösse  etwaiger  convexer  Winkel  eine  Collision 
der  Seiten  von  P^  unter  einander  ausgeschlossen  bleibt,  u.  s.  w. 

§  7.   FortsetEung:  Fortsohaffong  der  bei  den  geradlinigen  kanonischen 
Polygonen  der  G-attxing  {p,  n)  etwa  auftretenden  oonvexen  Winkel. 

Das  mögliche  Auftreten  convexer  Winkel  wird  man  jedenfalls 
als  eine  UnvoUkommenheit  unseres  bisherigen  Resnltates  gegenüber 
den  Schlussergebnissen  bei  den  Gattungen  (l,  1)  und  (0,  n)  ansehen. 
Es  giebt  zwei  Wege,  diese  UnvoUkommenheit  zu  überwinden. 

Erstlich  kann  man  durch  wesentliche  Umgestaltung  des  Schnittsystents, 
d.  i,  durch  Transformation  des  Polygons  Pq  die  convexen  Winkel  fort- 
schaffen. Diese  Transformation  wird  sich  einfach  auf  die  einzelne  Fi 
beziehen.  Wir  können  nämlich  zufolge  pg.  299  für  die  einzelne  Fi  mit 
convexem  Winkel  die  daselbst  mit  T  bezeichnete  Transformation  einmal 
oder  wiederholt  anwenden,  um  den  convexen  Winkel  zu  entfernen; 
T"^  gilt  dabei  nötigenfalls  auch  als  Wiederholung  von  T.  Um  dies 
in  besonders  einfacher  Weise  näher  auszuführen,  knüpfen  wir  an  den 
1.  c.  hervorgehobenen  Satz  an,  dass  immer  wenigstens  gewisse  drei  auf 
einander  folgende  Potenzen  T"""*,  T""*,  T"  ein  kanonisches  Sechseck 
mit  convexem  Winkel  in  ein  solches  mit  lauter  concaven  Winkeln 
verwandeln.  Man  kann  demnach  auch  bereits  durch  einmalige  oder 
wiederholte  Ausübung  von  T^.  den  convexen  Winkel  entfernen. 
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Hierbei   nao   liefert  zufolge  der  Daretellnng  von  T  durch  Va,  Vt 
(cf.  pg.  299)  die  Transformation  T': 

(1)  v;=vr'Vtvr^vr^Va=^rr'v,,  i7  =  v-^Vt~'Va=vr'Vc, 

wenn  die  Auswahl  der  Erzeugenden  V^',  Fj'  im  transformierten  Sechseck 

dieselbe  ist,  wie  die  von  Va,  Vt  im  ursprünglichen*)     Demzufolge  ist 

die  geometrische  Bedeutung  von  T^  eine  höchst  emfache-  T'  stellt  den 

Fortgang  von  dem  in  Figur  103  stark 

umrandeten  Sechseck  zum  schraffierten 

Sechseck  dar.    In  der  That  bat  dieses 

Sechseck  zufolge  Figur  103  die  in  (1) 

gegebenen  Erzeugenden   Vj,  Vt    und 

lässt  sich  demnach  durch  unwesentliche 

Abänderung     in     unser     geradliniges 

Sechseck  T^(Po)  verwandeln. 

Noch  einfacher  wird  die  in  Figur  103 
vollzogene  Transformation  auf  der  zu 
r  gehörenden  geschlossenen  Fläche. 
Sie  besteht  einfach  in  einer  Verlegung  rig.  i«. 

des  bezüglichen  Schnittes  Ci  in  eine 

neue  Lage  «/,  wie  sie  in  Figur  104  durch  Fortgang  von  der  links 
zur  rechts  dargestellten  Anordnung  gegeben  ist.  Das  so  gewonnene 
Schnitteystem  ist  natürlich 
erst  noch  einer  gewissen  un- 
wesentlichen Abänderung 
zu  unterziehen,  ehe  es 
unser  geradliniges  Polygon 
y'(Po)  liefert  Ist  der  con- 
veze  Winkel  noch  nicht 
verschwunden,  so  hat  man 
die  gleiche  Manipulation 
zu  wiederholen.  Es  ent- 
springt der  Satz :  Sollte 
das  eunäc/ist  aufgegriffene 
hanoniscfie  Sehnittsystem  in 
oben  bezeichneter  Weise  auf 
ein  geradliniges  Polygon  mit 

einem  oder  mehreren  convexen  WirJceln  führen,  so  Jcann  man  stets  durch 
Verlegung  eimig  der  heeüglidteH  Schnitte  c  eu  einem  ßdinittsystem  gelangen, 

*)  In  der  Tbat  sind  ja  nur  bei  Einbaltang  dieser  Vorschrift  die  Formeln  {1) 
eindeotig  bestimmt  (siehe  auch  ^.  289). 
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welches  nach  der  erforderlichen  unwesentlichen  Abänderung  auf  ein  gerad- 
liniges Polygon  mit  ausschliesslich  concaven  Winkeln  führt  — 

Für  die  UntersuchuDgen  der  beiden  folgenden  Paragraphen  ist 
nun  die  zweite  in  Aussicht  genommene  Art  der  Fortschaffung  etwaiger 
convexer  Winkel  ohne  Transformation,  d,  i,  allein  durch  umvesentliche 
Abänderung  des  Polygons  besonders  nützlich. 

Wir  knüpfen  an  das  geradlinige  Polygon  Pq,  wie  es  durch  unseren 
pg.  316  formulierten  Hauptsatz  geliefert  wird,  und  fassen  die  beiden 
durch  Vc.  auf  einander  bezogenen  Seiten  ins  Auge.  Auf  diesen  beiden 
Seiten  können  wir  ohne  Einbusse  der  Geradlinigkeit  die  beiden  Ansatz- 
punkte des  zu  Vap  Vi,,  gehörenden  Seitenquadrupels  zugleich  bis  zu  den 
beiden  anderen  zufälligen  Endpunkten  der  Seiten  von  Vc^  hinschieben 
(cf.  pg.  297),  wodurch  diese  beiden  Seiten  offenbar  gänzlich  in  Weg- 
fall kommen. 

Führen  wir  die  gleiche  Operation  für  alle  p  Substitutionen  Vc. 
aus,  so  ist  Pq  ein  geradliniges  Polygon  von  (2n  -|-  4p)  Seiten  geworden, 
und  wir  haben  neben  den  n  festen  Ecken  nur  noch  einen  einzigen 
Cycius  von  (n  +  4p)  zufälligen  Ecken,  welchem  direct  die  Relation 
(9)  pg.  187  zugehört.  Dass  hierbei  CoIIisionen  des  Polygons  mit  sich 
selbst  infolge  etwaiger  convexer  Winkel  gänzlich  ausgeschlossen  sind, 
sieht  man   wohl  am   einfachsten,    wenn   man   sich  die  Lage  der  con- 

vexen  Winkel  veranschaulicht  und  sich  erinnert,  dass  dieselben  stets  <-^ 

sind.  Natürlich  sind  auch  auf  der  geschlossenen  Fläche  sämtliche 
Schnitte  c  auf  null  zusammengezogen,  so  dass  die  Kreuzungspunkte 
sämtlicher  conjugierten  Schnitte  a,,  bi  bei  J?  coincidieren. 

Da  alle  zufalligen  Ecken  hier  zu  evnevii  Cycius  gehören,  so  kann 
unser  neues  Polygon  P^  nur  noch  an  einer  einstigen  beweglichen  Ecke 
einen  convexen  Winkel  besitzen.  Nehmen  wir  an,  dass  ein  solcher 
vorkomme,  und  nennen  den  Scheitelpunkt  E.  Wie  wir  zeigen  wollen, 
giebt  es  eine  solche,  die  geradlinige  Begrenztheit  von  Pq  nicht  störende, 
Bewegung  von  E^  bei  welcher  der  bisher  convexe  Winkel  stetig  in 
in  einen  concaven  übergeht.  Aus  der  Stetigkeit  dieses  Übergangs  er- 
giebt  sich  aber,  dass  die  demnächst  sich  einstellenden  Polygone  Pq 
lauter  concave  Winkel  haben;  denn  es  kann  nicht  sofort  an  anderer 
Stelle  ein  convexer  Winkel  auftreten,  da  doch  bisher  die  Summe  aller 
übrigen  Winkel  concav  war.  Übrigens  bemerke  man,  dass  durch  die 
Bewegung  von  E  die  Umgestaltung  von  Pq  bereits  eindeutig  reguliert  ist. 

Um  nun  unsere  Behauptung  zu  beweisen,  verstehen  wir  unter 
Fi  die  bez.  eine  der  beiden  am  Punkte  E  beteiligten  Gruppen  aus  der 
Reihe  F^,  F^,  . . .,  Fp   und    nennen  jp,-   die    zu   Vc^   gehörende  Polare. 
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Sollte  E  noch  nicht  auf  pi  gelegen  sein^  so  lassen  wir  E  auf  einer 
Niveaulinie  von  Vc.  nach  pi  wandern,  was  die  Geradlinigkeit  der  Seiten 
von  Pq  nicht  gefährdet.  Ist  bei  dieser  Veränderung  der  Polygonwinkel 
bei  E  nicht  dauernd  convex  geblieben,  so  sind  wir  am  Ziele.  Andern- 
falls verschieben  wir  nunmehr  E  auf  pi  in  der  von  Pq  nicht  besetzten 
Richtung  (cf.  Figur  93  pg.  298).  Hierbei  hört  das  zu  Grunde  liegende 
Polygon  der  Gruppe  Fq  nicht  auf,  geradlinig  zu  sein  und  von  Niveau- 
geraden der  zagehörenden  Erzeugenden  eingegrenzt  zu  werden  (cf.  pg.  308 
u.  f.).  Zugleich  haben  die  Punktepaare,  in  denen  die  Seitenquadrupel  der 
Gruppen  Fi  eingehängt  werden,  insgesamt  und  beständig  solche  Lagen, 
dass  je  die  vier  Seiten  des  einzelnen  Quadrupels  geradlinig  gezogen 
werden  können.  Aber  es  kann  bei  der  Bewegung  von  E,  wie  wir 
sie  einleiteten,  der  Winkel  des  Scheitelpunktes  E  offenbar  nicht  dauernd 
convex  bleiben;  denn  die  mit  E  benachbarten  Ecken  von  Pq  beschreiben 
entweder  zwei  mit  pi  äquivalente  Geraden,  welche  zu  verschiedenen 
Seiten  von  pi  liegen  und  Pi  erst  ausserhalb  der  Ellipse  schneiden,  oder 
der  eine  dieser  beiden  Punkte  ist  ein  fester  Eckpunkt,  dessen  Lage 
gegen  pi  wir  von  pg.  308  her  kennen,  und  der  andere  beschreibt  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  von  pi  (innerhalb  des  Polygonnetzes  ge- 
dacht) eine  Gerade  der  eben  genannten  Art. 

Unsere  hiermit  beendete  Überlegung  hat  zu  folgendem  Fundamental- 
theorem geführt:  Wie  wir  auch  auf  der  geschlossenen  Fläche  ein 
kanonisches  Querschnittsystem  auswählen  mögen,  dasselbe  liefert 
entweder  direct  oder  nach  einer  unwesentlichen  Umgestaltung, 
hei  welcher  man  insbesondere  sämtliche  Schnitte  c  verschwinden 
lasse^  als  Abbild  der  zerschnittenen  Fläche  ein  geradliniges 
Polygon  von  (2n  +  4/))  Seiten  und  von  lauter  concaven  Winkeln, 
In  diesem  Theoreme  sind  die  früheren  für  die  Gattung  (0,  n)  und  (1,  1) 
ausgesprochenen  Sätze  als  specielle  Fälle  enthalten.  — 

Hat  man  einmal  ein  geradliniges  (2n  -{-  4p)-Eck  mit  concaven 
Winkeln  für  F  gewonnen,  so  fragt  sich  nun  natürlich,  inwieweit  ohne 
Einbusse  dieser  Eigenschatten  von  Pq  eine  einzelne  bewegliche  Ecke  E, 
durch  welche  wir  etwa  wieder  die  Veränderung  eindeutig  regulieren, 
frei  beweglich  ist.  Wir  wollen  hierbei  die  Coincidenz  von  E  mit  festen 
Eckpunkten  des  Polygonnetzes  verbieten,  wenn  wir  solchen  Punkten 
auch  beliebig  nahe  kommen  dürfen.  Es  ist  alsdann  das  Verschwinden 
einer  der  (2n  +  ip)  Seiten  von  Pq  beständig  ausgeschlossen;  und  mau 
überblickt  sofort,  dass  man  stets  brauchbare  Gestalten  von  Pq  behält, 
wenn  man  nur  Sorge  trägt,  dass  nienials  ein  convexer  Winkel  auftritt. 

Der  Bereich,  welchen  wir  für  E  suchen,  wird  nun  lauter  solche 
Raudpunkte  haben,  für  welche  entweder  bei  E  oder  bei  irgend  einer 
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anderen  Ecke  E'  ein  gestreckter  Winkel  eintritt.  Man  hat  dabei  drei 
Fälle  zu  unterscheiden.  Erstlich  seien  mit  dem  gedachten  Punkte  E' 
zwei  feste  Ecken  benachbart-,  dieselben  liegen  dann  mit  E'  auf  einer 
Geraden.  Unter  diesen  Umständen  aber  liegt  auch  E,  als  mit  E' 
äquivalent;  mit  gewissen  zwei  festen  Ecken  eines  an  E  beteiligten 
Polygones  auf  einer  Geraden,  welche  letztere  dann  mit  einem  Segmente 
an  der  Berandung  unseres  für  den  Punkt  E  gesuchten  Bereiches  teilhat. 
Zweitens  kann  E'  mit  einer  festen  und  einer  beweglichen  Ecke  benach- 
bart sein;  dann  liegt  E'  auf  einer  gewissen  mit  den  Erzeugenden  von 
Pq  fest  gegebenen  Curve  zweiten  Grades ,  und  Gleiches  gilt  somit  auch 
von  E.  Sind  endlich  mit  E'  zwei  bewegliche  Punkte  benachbart,  so  liegt 
E  auf  einer  in  derselben  Weise  fest  gegebenen  Curve  dritter  Ordnung. 
Es  entspringt  der  Satz:  Soll  Pq  die  Geradlinigkeit  der  Seiten  und 
die  Cancavität  der  Winkel  nicht  einbüssen,  so  ist  E  auf  einen  durch  die 
Erzeugenden  von  P^  fest  bestimmten  Bereich  beschränkt,  welcher  durch 
Stücke  von  Geraden,  Kegelschnitten  oder  Curven  dritter  Ordnung  ein- 
gegrenzt ist.  Besonders  einfach  gestaltet  sich  der  Fall  (0^  n);  in  Figur  102 
pg.  305  ist  der  eben  gemeinte  Bereich  für  E  direct  durch  das  n-Eck  Nq 
gegeben. 

§  8.    Transformationstheorie  der  kanonisohen  Polygone  einer 

beliebigen  Gattung  (p,  n). 

Sind  Pq  und  Pq  zwei  wesentlich  verschiedene  Polygone  einer  und 
derselben  Gruppe  F  der  Gattung  (p,  n),  so  nannten  wir  den  Über- 
gang von  Pq  zu  Pq  eine  „Transformation"  von  Pq;  wir  gaben  auch 
bereits  pg.  291  den  Satz  an,  dass  jede  Transformation  dieser  Art  aus 
einer  endlichen  Anzahl  von  Elementa/rtransformationen  erzeugt  werden  kann. 
Wir  müssen  hier  vor  allen  Dingen  den  Charakter  dieser  Elementar- 
transformationen näher  aufweisen.  Dabei  machen  wir  einen  etwas  aus- 
gedehnteren Gebrauch  als  bisher  von  den  zum  einzelnen  Polygon  Pq 
gehörenden  Erzeugenden,  und  wir  wollen  in  dieser  Hinsicht  folgendes 
Princip  voranstellen:  Ein  kanonisches  Polygon  Pq  von  F  ist  durch  An- 
gabe und  Reihenfolge  seiner  Erzeugenden  bis  auf  unwesentliche  Abänderung 
fest  bestimmt.  Dieser  Satz  ist  für  die  Gattungen  (0,  n)  und  (1,  1)  aus 
den  obigen  Entwicklungen  direct  klar;  von  hieraus  folgt  er  für  jede 
beliebige  Gattung  (p,  n)  auf  Grund  des  Princips  der  Composition. 

Betreffs  der  Substitutionenpaare  F«,,  Vt^  machen  wir  noch  darauf 
aufmerksam^  dass  die  Vieldeutigkeit  in  der  Auswahl,  von  welcher 
pg.  289  die  Rede  war,  hier  nicht  besteht.  Es  ist  nämlich  jetzt  immer 
fest  bestimmt,  was  Vc.  bedeutet;  und  gegenüber  Vc.  werden  wir  Va^,  Vt,. 
stets  nach  Vorschrift  der  Figur  92  pg.  295  orientieren. 
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Die  Transformation  der  kanonischen  Schnittsysteme  spielt  eine 
wichtige  Rolle  in  der  Theorie  der  linearen  Transformation  der  Abel'schen 
Functionen.  Die  Hauptsätze  dieser  Entwicklungen  ^  insoweit  sie  sich 
auf  die  Elementartransformationen  des  einzelnen  kanonischen  Schnitt- 
systems beziehen,  werden  wir  hier  als  bekannt  ansehen*).  Übrigens 
müssen  wir  gleich  anfangs  betonen,  dass  die  Transformationstheorie 
der  kanonischen  Polygone  nach  zwei  Richtungen  hin  complicierter  ist, 
als  die  Theorie  der  linearen  Transformation  der  Aberschen  Functionen. 

Erstlich  trägt  ja  unsere  geschlossene  Fläche  F  die  n  singtdären 
Punkte  Sit  Bif  . .  >,  €ny  ^^^  ^^^  Querschnittsystem  ist  dementsprechend 
mit  den  n  Schnitten  di  auszugestalten.  Der  einzelne  Rückkehrschnitt 
Qk,  hk  ist  somit  hier  nicht  in  demselben  Grade  frei  beweglich,  wie  auf 
einer  von  singulären  Punkten  freien  Fläche.  Hinwegschiebungen  von 
Rückkehrschnitten  über  singulare  Punkte  £/  führen  demnach  auf  wesent- 
liche Umgestaltungen  des  Polygons,  und  auf  diese  beziehen  sich  die 
weiterhin  zu  definierenden  Elementartransformationen  dritter  Art. 

Auf  der  anderen  Seite  spielen  die  p  Schnitte  Ck  hier  eine  durchaus 
wesentliche  Rolle,  was  in  der  Theorie  der  Aberschen  Functionen  nicht 
der  Fall  ist.  Der  Grund  dieses  Unterschiedes  liegt  aber  in  folgendem 
Sachverhältnis:  Die  geschlossenen  Wege  auf  der  Fläche  jP  liefern  in 
der  Theorie  der  Aberschen  Functionen  die  Integralsubstitutiouen**) 
während  sie  hier  bei  uns  die  g- Substitutionen  ergeben:  Die  Integral- 
substiiiäionen  haben  die  Eigenschaft,  dass  je  ewei  unter  ihnen  mit  ein- 
ander vertauschbar  sind,  von  den  t- Substitutionen  gut  dies  dber  nicht***). 
Aus  der  Gestalt  (1)  pg.  289  einer  Substitution  F«  ergiebt  sich  dem- 
nach unmittelbar,  dass  ihr  die  identische  Integralsubstitution  corre- 
spondieri  Für  die  letzteren  Substitutionen  sind  also  nur  die  Abände- 
rungen der  2p  Rückkehrschnitte  at,  bk  wesentlich;  und  wir  entnehmen 
den  vorhin  genannten  Abhandlungen,  in  welcher  Weise  die  allgemeinste 
derartige  Transformation  aus  elementaren  aufgebaut  werden  kann:  es 
sind   0wei  Arten   von  Elementartransformationen,    welche   hierbei  zur 


*)  Man  vergl.,  was  die  hier  in  Betracht  kommenden  geometrischen  Ver- 
hältnisse angeht,  die  Abhandlung  von  Thomae  „BeitrcLg  zur  Theorie  der  AbeV sehen 
Functionen*',  Crelle's  Jonmal  Bd.  75  pg.  224 ff.  (1878)  oder  auch,  für  den  hyper- 
elliptischen Fall,  C.  Jordan  „Traiti  des  suhstitutions  et  des  iquations  aigibriguesf' 
(Paris,  1870)  pg.  364  fi^  sowie  Burkhardt  „ChrundzUge  einer  ctUgemeinen  Syste- 
matik der  hypereiliptischen  Functionen  erster  Ordnung**,  Mathem.  Annalen  Bd.  35 
pg.  209  ff.  (1889). 

**)  Wir   beziehen   diese    Substitutionen   auf  die  p  Integrale  erster  Gattung 
der  Fläche. 

•**)  Dieser  Unterschied  wurde  wohl  zum  ersten  Mal  von  Klein  in  den  Mathem. 
Annalen  Bd.  21  pg.  185  (1882)  hervorgehoben. 

Fricke-Kleint  Antomorpho  Fanctionon.  I.  21 
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Geltung  kommen  (die  erste  und  vierte  Art  der  nachfolgenden  Dar- 
stellung). Darüber  hinaus  müssen  wir  hier^  um  mit  einer  eindeutig 
bestimmten  Transformation  des  kanonischen  Polygons  zu  thun  zu 
haben,  jedem  neuen  System  von  Schnitten  Ou^  hh  immer  ein  bestimmtes 
zugehöriges  System  von  Schnitten  Cj  d  hinzufügen;  und  es  kommt  hier 
eine  neue  Art  von  Elementartransformationen  hinzu^  welche  'uns  ge- 
statten ^  unter  Hinzunahme  gewisser  besonderer  Transformationen  erster 
Art  bei  festen  auj  ik  von  einem  ersten  System  zugehöriger  (n-j-p) 
Schnitte  Cy  d  zu  jedem  anderen  brauchbaren  zu  gelangen  (Elementar- 
transformationen zweiter  Art). 

Durch  Gombination  der  Elementartransformationen  aller  vier  Arten 
aber  werden  wir  von  irgend  einem  zunächst  vorgelegten  kanonischen 
Polygon  unserer  Gruppe  F  zu  jedem  anderen  solchen  Polygon  hin- 
gelangen können. 

Wir  besprechen  nun  die  vier  Arten  unserer  Elementartransforma- 
tionen im  einzelnen: 

Eine  ElemerUartransfarmation  erster  Art  soll  sich  auf  wesenÜiche  Ab- 
änderung eines  einzelnen  Sdmittpcuirs  a,  b  allein  und  also  auf  Umwandlung 
eines  einzelnen  Erzeugendenpaares  Va,  Yb  bei  Festhaltung  aller  übrigen 
Erzeugenden  beziehen.  Entsprechend  verstehen  wir  unter  einer  (ele- 
mentaren oder  nicht-elementaren)  Transformation  erster  Art  überhaupt 
eine  solche,  bei  welcher  sich  nur  Va  und  F»  ändern.  Hierbei  handelt 
es  sich  im  Grunde  um  die  Transformationen  eines  kanonischen  Sechs- 
ecks (ly  1);  denn  das  zu  F«,  F»  gehörende  Seitenquadrupel  im  Verein 
mit  den  beiden  zu  F«  gehörenden  Seiten  liefert  nach  pg.  314  ein 
Polygon  vom  Charakter  (1,  1). 

Wir  stellen  daraufhin  zunächst  fest^  nm  welche  Veränderungen 
des  kanonischen  Querschnittsystems  auf  der  geschlossenen  Fläche  es 
sich  bei  unseren  Transformationen  erster  Art  handelt.  Fassen  wir 
erstlich  die  Schnitte  a,  h  rein  geometrisch  und  ohne  Zusatz  von  c^  so 
ist  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt  und  oben 
(pg.  291  fip.)  benutzt^  dass  man  alle  Umänderungen  aus  zumen  (und  ihren 
inversen)  herstellen  kann.  Es  handelt  sich  darum,  wie  wir  nur  kurz 
zu  erinnern  brauchen,  aus  beiden  Schnitten  durch  Gombination  einen 
neuen  herzustellen  und  diesem  einen  der  bisherigen  hinzuzugesellen. 

Liegt  nun  irgend  ein  auf  diesem  Wege  zu  gewinnendes  neues  Schnitt- 
system vor,  so  ist  zweitens  zu  entscheiden ,  welchen  unter  diesen  beiden 
Schnitten  wir  a'  und  welchen  V  nennen  wollen,  und  in  welcher  Rich- 
tung wir  uns  die  Schnitte  durchlaufen  denken.  Hier  hat  man,  wie 
schon  pg.  289  festgestellt  ist,  die  Auswahl  zwischen  acht  Möglich- 
keiten.  Doch  reducierten  wir  diese  Anzahl  1.  c  bereits  auf  vier  durch 
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die  Festsetzung,  dass  die  Pfeilrichtung  von  V  diejenige  von  a  von  ihrer 
rechten  zur  linken  Seite  überschreitet.  An  dieser  Festsetzung  müssen  wir 
festhalten,  wenn  wir^  was  geschehen  soll;  die  Substitutionen  Vaj  F^,  Vc 
beständig  in  der  durch  Figur  92  pg.  295  niedergelegten  Art  gegen 
einander  orientieren  wollen:  Dann  aber  werden  mr  unter  den  vier  mög- 
lichen Auswahlen  der  Schnitte  a%  V  und  ihrer  Richtungen  einfach  dadurch 
entscheiden  j  dass  unr  die  Sichtung  der  Einmündung  des  Schnittes  c  am 
Krewsungspunkt  von  d  und  V  angeben. 

Man  wird  nun  längst  bemerkt  haben ,  dass  unsere  Betrachtungen 
in  allerengster  Beziehung  zur  elliptischen  Modulgruppe  stehen ,  und 
zwar  des  genaueren  zur  Gruppe  aller  unimodularen  homogenen  Sub- 
stitutionen: 

(1)  o/ «=■  am^ -f-  /JcOj,     Oj'  =  yto^  +  8(o^. 

Dieser  Beziehung  geben  wir  dadurch  ein  festes  Fundament,  dass  wir 
den  beiden  ursprünglichen  Substitutionen  Vt,  Va  die  Transformationen 
des  Integrals  erster  Gattung: 

entsprechen  lassen;  mit  dieser  Zuordnung  bleiben  wir  der  gewohnten 
Forderung  eines  in  der  positiven  Halbebene  gelegenen  Periodenquotienten 
o  ==  cDj :  Q},  getreu  (cf.  Figur  91  pg.  293).  Die  vier  möglichen  Auswahlen 
für  a'  und  b',  von  denen  eben  wiederholt  die  Rede  war,  correspondieren 

nun  einfach  durch  die  Modulsubstitutionen  ( —  n'_ui)'   (_i_i'n) 

mit  einander.  Vor  allem  merken  wir  an:  Die  unendlich  vielen  mit  der 
Einmündungsrichtung  von  c  versehenen  Schnitte  a\  V  entsprechen  den  ge- 
samten Modulsubstitutionen  (1)  wechselweise  gerade  eindeutig. 

Es  ist  nunmehr  besonders  wichtig,  dass  sich  der  Schnitt  e  noch 
in  einfach  unendlich  vielen  Weisen  vervollständigen  lässt;  denn  es 
steht  der  durch  Vc  dargestellte  Periodenweg  noch  offen,  den  man  im 
einen  oder  anderen  Sinne  beliebig  oft  einhängen  mag^).  Hierdurch 
wird  zwar  Vc  selber  in  keiner  Weise  geändert,  welches  mit  den 
übrigen  Gruppenerzeugenden  bei  allen  hier  in  Frage  stehenden  Trans- 
formationen invariant  bleibt;  aber  unr  erhaltet  der  einzelnen  Sub- 
stitution (1)  entsprechend  immer  oo^  SubstiMionenpaarCy  welche  aus  einem 
unter  ihnen  in  der  Gestalt: 


*)  Nehmen  wir  vom  kanonischen  Schnittsystem  den  einzelnen  Schnitt  c  fort, 
80  resticrt  eine  mit  zwei  Randcurven  versehene  Fläche,  die  zweifach  zasammen- 
hängend  ist,  und  auf  der  es  also  einen  Feriodenweg  giebt.  Eine  Ausnahme  Hegt 
nur  für  die  Gattung  (1,  1)  vor,  auf  welche  wi^im  Texte  gleich  zurückkommen. 

21* 
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VrVtVc'^^    i/=-cx),  ...,  +00 


(3)       vrva'v; 

hervorgehen. 

Übrigens  bemerke  man,  ddss  im  niedersten  FaUe,  der  Gattung  (1;  1); 
die  TransformaHonen  (3)  unwesentlich  sind.  Sie  kommen  anf  Transforma- 
tionen des  Gesamtpolygons  und  damit  seines  Erzeugendensystems  durch 
die  Substitution  F/  der  zu  Grunde  liegenden  Gruppe  hinaus;  das 
Querschnittsystem  bleibt  hierbei  dasselbe ,  dem  umstand  entsprechend, 
dass  im  Falle  (1;  1)  von  keinem  eigentlichen  Periodenwege  Vc  die 
Rede  ist.  In  allen  höheren  Fallen  liegen  hingegen  in  (3)  unendlich  viele 
wesentlidh  verschiedene  Transformationen  vor,  so  dass  die  Gesamtheit  der 
auf  das  einzelne  Paar  Va,  F*  bezogenen  Transformationen  nur  erst  i-00- 
deutig  dem  System  der  Substitutionen  (1)  zugeordnet  erscheint 

Es  ist  nun  das  Interessante ,  dass  trotz  der  grosseren  Anzahl  der 
Transformationen  erster  Art  unseres  kanonischen  Polygones  die  Ge- 
samtheit dieser  Transformationen  doch  aus  zwei  elementaren  hergestellt 
werden  kann,  welche  wir  in  der  schon  pg.  298  erklärten  Weise  definieren. 
Die  einzelne  dieser  Elementartransformationen  besteht  darin ,  dass  wir 
an  dem  zu  Va,  F*  gehörenden  Seitenquadrupel  ein  Dreieck  geradlinig  abspalten 
und  unter  Ausübung  einer  der  Substitutionen  Fr^  Vr^  wieder  anhängen. 

Die  so  bezeichnete  Vorschrift  führt  zunächst  auf  drei  gleichartige 
Elementartransformationen  (und  ihre  inversen),  die  wir  T^,  Tj,  Tj 
nennen   wollen   und   durch   die   Figuren  105   bis   107    erklären.     Die 


Fig.  105. 


Fig.  IOC. 


Fig.  107. 


Wirkung  dieser  drei  Transformationen  auf  die  Erzeugenden  F«,  F^  ist 
die  folgende: 

'  (T,)   f;=  vr'Va,    F;=n, 
(4)  I  {T,)   Va'==Va,         v;=nva, 
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und  wir  können  übrigens  diese  Formeln  nach  dem  am  Anfang  des 
Paragraphen  aufgestellten  Princip  garadezu  als  Definition  der  Trans- 
formationen Tj,  jP„  JP3  ansehen.  Hier  gilt  offenbar  T3  =  T,  •  T^,  so  dass 
wir  2\  und  T^  endgültig  als  Elementartransformationen  auswählen  Jcönnen. 

Sie  entsprechen  den  Modulsubstitutionen  (  -i^)}  (a'i)-  Insbesondere 
wollen  wir  uns  aus  ihnen  noch  die  Transformation: 

(5)     (T, .  T, .  To     Va  =  vr'  rr'  Va  =  vr'  n,   f/  =  Va 

herstellen ;  welche  der  Modulsubstitution  (      ^ '  /x)  entspricht.  Dass  die 

Substitution  Fe  =  VbVT^Vr^Va  durch  die  Elementartransformationen 
T^j  T^  und  somit  durch  alle  Transformationen  erster  Art  in  sich  über- 
geführt wird,  kann  man  nun  auch  an  (4)  direct  beweisen. 

unsere  Behauptung,  dass  wir  aus  7\,  T,  alle  Transformationen 
erster  Art  herstellen  können,  geht  nun  einfach  aus  dem  umstände 
hervor,  dass  einmal  die  Transformationen  T^  und  T^-  T^-  T^  den  in 
„M.^  I  immerfort  benutzten  Erzeugenden  der  Modulgruppe  correspon« 
dieren,  während  andrerseits  {T^  -  T^  •  TJ^  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
läuft, (Tg  •  2\)^  die  Elementaroperation  für  die  cyclische  Reihe  der 
Transformationen  (3)  liefert.  Die  Thatsache  aber,  dass  T^,  T^  weit 
mehr  Transformationen  erzeugen  als  die  Modulsubstitutionen,  die  ihnen 
entsprechen,  entspringt  einfach  aus  dem  Umstände,  dass  {T^T^T^^ 
resp.  {T^T^^  im  Falle  der  Modulsubstitutionen  direct  der  Identität 
gleich  ist.  Übrigens  sind  wir  zur  Betrachtung  von  {T^T^^  schon  oben 
(in  (2)  pg.  299)  bei  Discussion  der  Gattung  (1,  1)  geführt  worden. 

Nehmen  wir  endlich  noch  hinzu,  dass  unser  kanonisches  Polygon  P^ 
insgesamt  p  Paare  Va^  Vt  darbietet,  so  ergeben  sich  für  dasselbe  im 
ganzen  2p,  d.  h.  vor  allen  Dingen  eine  endliche  Anzahl  von  Elementar- 
transformationen erster  Art.  — 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Besprechung  derjenigen  Trans- 
formationen des  Jcanonischen  Polygons^  welche  wir  zu  einer  zweiten  Art 
zusammenfassen.  Wir  denken  hierbei  auf  der  geschlossenen  Fläche 
das  System  der  p  Paare  von  Rückkehrschnitten  a,  h  fest  ausgewählt 
und  den  Punkt  E  fixiert  Wir  halten  ferner  daran  fest,  dass  die 
p  Schnitte  c,  und  dann  natürlich  auch  die  n  Schnitte  d,  bei  Umkreisung 
des  Punktes  E  consecutiv  sind.  Aber  auch  dann  ist  das  Schnittsystem 
q,  ...,  Cp,  (?!,  ...,  dn,  abgesehen  von  einigen  niedersten  Gattungen, 
auf  die  wir  sogleich  zurückkommen,  immer  noch  auf  unendlich  viele 
Weisen  wählbar,  wie  dies  im  Specialfalle  p  =  0  oben  (pg.  301  ff.) 
bereits  ausführlich  gezeigt  wurde. 
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Der  Übergang  von  einem  sich  hier  einstellenden  kanonischen 
Schnittsystem  za  einem  anderen  unter  ihnen  soll  nanmehr  allgemein 
als  Transformation  jsweiter  Art  benannt  werden.  Für  diese  Transforma- 
tionen zweiter  Art  bleibt  die  pg.  301  ff.  entworfene  Transformations- 
theorie der  Gattung  (0^  n)  vollständig  in  Kraft  Dabei  bereitet  es  gar 
keine  Schwierigkeit^  dass  wir  auf  der  geschlossenen  Fläche  an  Stelle  der 
singulären  Punkte  zum  Teil  geschlossene  Curven  setzen  müssen^  wie  sie 
durch  die  Ufer  der  einzelnen  Schnittpaare  a,  b  geliefert  werden.  Man 
kann  mit  diesen  geschlossenen  Curven  gerade  so  gut  arbeiten  oder  auch 
dieselben,  wenn  man  will,  durch  einzelne  Punkte  ersetzen;  es  geht  dies 
aus  der  Figur  53  pg.  204  unmittelbar  hervor*).  Die  Betrachtungen 
von  pg.  301 S.  liefern  daraufhin  unmittelbar  als  Resultat:  Die  dUgememste 
Transformation  eioeiter  Art  unseres  Jcanonischen  Polygons  lässt  sich  aus 
{n-^-p  —  2)  mit  einander  durchaus  gleichartigen  Elementariransformationen 
erzeugen,  hei  deren  einzelner  entweder  zwei  benachbarte  Schnitte  c  oder  zwei 
ebensolche  Schnitte  d  umgeordnet  erscheinen. 

In  der  That  zeigt  der  Gebrauch  der  1.  c.  durch  K  bezeichneten 
Curve  auf  der  geschlossenen  Fläche,  dass  bei  der  für  uns  gültigen 
Vorschrift,  die  Schnitte  c  und  d  nicht  unter  einander  zu  vermengen, 
die  Elementartransformation  entweder  nur  auf  zwei  benachbarte  Schnitte  c 
oder  auf  zwei  Schnitte  d  auszuüben  ist.  Nun  ist  nach  pg.  301  die  Um- 
ordnung  zweier  Schnitte  immer  in  zwei  Arten  ausführbar,  die  jedoch 
einander  invers  sind,  und  von  denen  wir  somit  nur  eine  heranzuziehen 
brauchen;  wir  erhalten  also  für  die  Schnitte  c  im  ganzen  (n  —  1),  für 
die  Schnitte  d  aber  (p  —  1)  Elementartransformationen. 

Wegen  der  directen  Ausführung  dieser  Elemeutartransformationen 
am  Polygon  können  wir  uns  auf  die  Darlegungen  von  pg.  304  u.f.  berufen. 
Auch  ist  die  Darstellung  unserer  Transformationen  durch  die  Er- 
zeugenden wenigstens  für  F^,  Fj,,  . . .,  F«  bereits  pg.  309  gegeben. 
Für  die  eine  der  beiden  Umordnungen  der  Schnitte  d  und  c+i  gilt 
entsprechend : 

V  ^=  V^^V       V        V       —V 

(6)  I    F„;=Fc-V„_Fc,,     V'=V„,, 


F        F/ 


Vbi        Vci    Fft. ,  jFc^.,     F«,. ,  j  —  Ft.. 


*)  Die  EiDmündungsBtelle  des  einzelnen  Schnittes  c  im  Ereuzongspunkt  von 
a  uiid  &,  sowie  auch  die  Einffigang  des  zu  Vc  gehörenden  geschlossenen  Weges 
im  einen  oder  anderen  Sinne  gilt  hier  als  gleichgültig;  ein  Wechsel  in  dieser 
Hinsicht  kommt  in  der  That  auf  eine  Transformation  erster  Art  hinaus  und  ist 
dort  bereits  ausführlich  in  Betracht  gezogen. 
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Endlich  ist  es  ein  Leichtes,  die  oben  schon  erwähnten  niedersten 
Gattungen  zu  charakterisieren,  für  welche  bei  bereits  fixierten  p  Schnitir 
paaren  ük,  hh  die  Schnitte  c  und  d  nur  in  endlich  vielen  Weisen  ge- 
wählt werden  können.    Es  sind  dies  die  sieben  Gattungen: 

(0,3),    (1,1),    (1,2),    (2,0),    (2,1),    (2,2),    (3,0). 

In  zwei  Fallen,  nämlich  bei  (1,  1)  und  (2,  0)  können  wir  die  Schnitte 
Cj  d  im  wesentlichen  nur  in  einer  Art  wählen;  hier  giebt  es  überhaupt 
keine  Transformation  zweiter  Art.  Bei  den  Gattungen  (0,  3),  (1,  2), 
(2,  1),  (3,  0)  giebt  es  jedesmal  smei  Möglichkeiten  für  c,  dj  dem  Um- 
stände entsprechend,  dass  jeweils  die  eine  hier  eintretende  Elementar- 
transformation einmal  wiederholt  die  ursprüngliche  Anordnung  wieder 
ergiebt  und  in  diesem  Sinne  von  der  Periode  zwei  ist.  Schliesslich 
haben  wir  bei  (2,  2)  vier  verschiedene  Systeme  c,  d\  die  beiden 
Elementartransformationen,  welche  hier  vorliegen,  liefern  durch  Gom- 
bination  eine  Gruppe  vom  Typus  der  Vierergruppe,  — 

§  9.    Fortsetzung:  Die  Elementartransformationen  dritter  tind 

vierter  Art«     Sohlassergebnis. 

Es  bleiben  nun  noch  die  Elementartransformationen  der  dritten 
und  vierten  Art  zu  besprechen  übrig,  welche  sich  wieder  auf  Ver- 
änderungen der  Rückkehrschnitte  Okjhk  beziehen.  Hierbei  gilt  natürlich 
durchweg  j?  >  0. 

Eine  Elementartransformation  dritter  Art  sollte  der  Hinweg- 
schiebung eines  einzelnen  Rückkehrschnittes  über  einen  singulären 
Punkt  £i  entsprechen.  Die  Untersuchung  der  correspondierenden  Ab- 
änderung des  Polygons  P^  können  wir  durch  Ausübung  gewisser 
Transformationen  zweiter  und  erster  Art,  die  als  bekannt  gelten,  er- 
heblich vereinfachen.  Erstlich  können  wir  nötigenfalls  durch  eine 
Transformation  zweiter  Art  erreichen,  dass  der  singulare  Punkt,  über 
welchen  der  Rückkehrschnitt  hinweggeschoben  werden  soll,  der  letzte 
in  der  Reihe,  nämlich  8nj  ist.  Zweitens  können  wir  den  Rückkehr- 
schnitt, welcher  über  Sn  hinweggeschoben  werden  soll,  zum  Schnitte  a^ 
unseres  Systems  machen;  denn  die  Transformationen  zweiter  Art  ge- 
statten die  p  Schnittpaare  {pk,  bk)  unter  einander  zu  vertauschen,  und 
eine  Änderung  der  Einmündung  von  c^  (d.  i.  eine  Transformation  erster 
Art)  vollzieht  nötigenfalls  eine  Permutation  von  %  und  &^. 

Für  die  nähere  Untersuchung  der  hier  in  Rede  stehenden  Ab- 
änderung des  Polygons  Pq  ist  wieder  die  Figur  53  pg.  204  besonders 
geeignet,  wobei  man  sich  nur  vergegenwärtigen  wolle,  dass  jeweils 
die  beiden  Ufer  des  einzehien  Schnittes  c  oder  d  am  Polygon  Pq  ge- 
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trennt  liegende  Bandcurven  sind.  Die  fSr  uns  Yorgeschriebene  Ver- 
schiebung von  a^  bewirkt  nun  zunächst  eine  solche  erlaubte  Abänderung 
von  Pqj  bei  welcher  BandstQcke  von  Pq  von  der  einen  zu  a^  ge- 
hörenden Kandcurve  unter  Ausübung  ',von  V^^  oder  V^^  fortgesetzt 
an  die  zugeordnete  Stelle  hinübergeschafft  werden«  Wir  können  an- 
nehmen,  dass  der  Sinn  der  Verschiebung  von  a^  ein  solcher  ist,  dass 
hierbei  Va^  zur  Geltung  kommt.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde 
man  vorab  den  Schnitt  C|  (durch  Transformation  erster  Art)  so  zu 
verlegen  haben,  dass  er  an  der  entgegengesetzten  Ecke  der  zu  a^,  b^ 
gehörenden  viereckigen  Lücke  in  Figur  53  einmündet  Wir  haben  also 
durch  diese  Vorbereitungen  erreicht,  dass  wir  nur  eine  eimsige  Elementar- 
transfonnoHon  dritter  Art  den  bisherigen  Transformationen  hinzu- 
gesellen müssen. 

Um  nun  die  Wirkung  unserer  Elementartransformation  auf  das 
Polygon  Pq  sowie  die  Erzeugenden  näher  zu  untersuchen,  führen  wir 
den  eingeleiteten  Abänderungsprocess  von  Pg  weiter  fort,  indem  wir 
zugleich  auf  der  Fläche  F  den  Schnitt  o»-  über  Sn  hinwegschieben.  In 
diesem  Augenblicke  hört  nun,  wie  man  sich  in  Figur  53  (pg.  204) 
deutlich  mache,  die  £„  correspondierende  Ecke  e„  auf,  dem  Polygon  Pq 
anzugehören;  und  Pq  gewinnt  anstatt  Cn  den  neuen  festen  Eckpunkt 
en  =  Va^  (Cn).  lufolgc  dcsseu  wird  bei  unserer  Transformation  an  Stelle 
von  Vn  jedenfalls: 

(1)  r;  =  ra,VnVaT' 

treten;   doch   müssen   wir  die  zugehörige  Umgestaltung  des   Schnitt- 
systems erst  noch  näher  erläutern. 

Diese  Umgestaltung  kann  folgendermaassen  beschrieben  werden: 
Jedenfalls  ist  der  Schnitt  dn  unbrauchbar  geworden.  Derselbe  würde 
bei  der  augenblicklichen  Lage  in  Figur  53  in  zwei  Stücke  zerteilt  er- 
scheinen, deren  erstes  vom  Ursprung  E  zu  einem  Punkte  auf  der  einen 
Randcurve  von  Va^  führt,  während  der  Rest  von  dem  correspondierenden 
Randpunkt  nach  e»  zieht.  Den  ersten  Teil  des  Schnittes  d  müssen  wir 
auslöschen;  denn  er  schneidet  von  Pq  ein  Stück  ab.  Diese  Änderung 
läuft  beim  Polygon  P^  darauf  hinaus,  dass  wir  das  abgeschnittene  Stück 
durch  Ausübung  von  Vn  wieder  anhängen.  Andrerseits  werden  wir 
den  Rest  des  Schnittes  dn  durch  einen  neuen  Schnitt  dn  ersetzen,  der 
wieder  von  E  ausläuft  und  unter  Umgehung  der  zu  «,,  6^  gehörenden 
Lücke  e'n  erreicht;  durch  diesen  Schnitt  dn  wird  vom  Polygon  Pq  wieder 
ein  Stück  abgespalten.  Die  Fortnahme  des  Restes  von  dn  bedeutet  dann, 
dass  wir  das  eben  vermöge  d'n  abgetrennte  Stück  durch  Ausübung  von  Vn"^ 
wieder  anhängen.  Hiermit  ist  der  Abänderungsprocess  zu  Ende  geführt. 
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Für  die  so  gewonnene  neue  kanonische  Zerschneidung  haben  wir 
erstlich  die  Formel  (1),  andrerseits,  was  die  Fi,  F^  angeht,  die  Formeln: 

Indem  wir  nun  noch  die  Gleichung  (1)  benutzen  und  übrigens  zu- 
sammenfassen, haben  wir  als  Resultat  gewonnen:  Die  hier  in  Betracht 
gezogene  elementare  Transformation  dritter  Art  ändert  allein  die  Erzeugenden 
T^n,  Va^,  Vb^  und  zwar  in  der  folgenden  Weise: 


(2) 


v: 


V  V  F~^ 


V  z=zV  F""^F   F  F"^ 


«l 


fll 


rbi  rb^  Va^  '  n  '  c 


—  1 


Eine  Bestätigung  dieses  Ergebnisses  wolle 
man  aus  der  leicht  verificierbaren  Identität: 


(3) 


v:vr' v;,v:jc' =- 


V„  V-'  F».  Vn.  V, 


6i   ''oi 


Fig.  108. 


entnehmen.  Diese  Gleichung  muss  aber 
deshalb  bestehen,  weil  doch  die  Relation  (9) 
pg.  187  auch  für  das  transformierte  Polygon 
gültig  ist 

Es  ist  nun  möglich,  die  in  (2)  nieder- 
gelegte Transformation  am  geradlinigen 
Polygon  Po  durch  fast  ebenso  einfache 
Gonstruction  auszuführen,  wie  dies  im  Falle  der  Elementartransforma- 
tionen erster  und  zweiter  Art  gelang.  Dies  ist  in  den  schematisch 
zu  verstehenden  Figuren  108  flf.  ausgeführi  Im  ursprünglichen  Polygon, 
wie  es  Figur  108  giebt,  ist  der  Anfangs- 
punkt der  Seite  1  mit  dem  Endpunkt  der 
Seite  3  durch  eine  geradlinige  Diagonale 
verbunden,  und  das  solcherweise  ab- 
getrennte Viereck  ist  durch  Ausübung 
von  Fflj  verlegt,  wobei  die  Seiten  3  und  5 
zur  Deckung  kommen.  Das  so  entspringende 
Polygon  ist  in  Figur  109  dargestellt,  die 
zugefügten  Ziffern  an  den  Seiten  werden 
den  Überblick  erleichtern.  Nunmehr  ist 
der  Anfangspunkt  der  Seite  8  mit  dem  End- 
punkt der  Seite  1  durch  eine  Diagonale  zu 
verbinden,  die  man,  wenn  etwa  ein  störender  convexer  Winkel  aufgetreten 
sein  sollte,  auch  gekrümmt  zeichnen  mag.   Das  hierdurch  abgespaltene 
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Fünfeck  ist  durch  Ausübung  von  F„'~^  zu  transformieren  und  liefert 
in  Figur  110   das    endgültige   neue  Polygon,    dessen  Erzeugende    in 

der  That  die  in  (2)  dargestellten  sind.  Eben 
aus  diesem  letzten  Umstände  folgt  mit 
Rücksicht  auf  das  am  Anfang  des  vorigen 
Paragraphen  (pg.  320)  aufgestellte  Princip, 
dass  die  hier  vollzogene  Transformation 
von  Pq  in  der  That  unsere  Elementar- 
transformation dritter  Art  ist.  Man  wird  aber 
auch  sehr  leicht  in  der  durch  Figur  108  £ 
beschriebenen  Manipulation  die  wesentlichen 
Schritte  der  oben  am  Polygon  der  Figur  53 
pg.  204  ausgeführten  Transformation  wieder- 
erkennen. Sollten  übrigens  am  transformier- 
ten Polygon  (Figur  110)  gekrümmte  Seiten 
oder  convexe  Winkel  auftreten,  so  können  wir  dieselben  nach  dem 
Fundamentaltheorem  von  pg.  319  stets  durch  unwesentliche  Abänderung 
entfernen.  — 

Indem  wir  nunmehr  die  Elementartransformation  der  ersten  drei 
Arten  als  erledigt  und  stets  ausführbar  ansehen  dürfen,  haben  wir 
den  Bückkehrschnitten  Qk,  hk  freie  Beweglichkeit  auf  der  geschlossenen 
Fläche  verschafft  Dann  aber  zeigen  uns  die  pg.  321  citierten  Grund- 
lagen   der   linearen  Transformation  der  AbeFschen  Functionen,   dass 

nur  noch  solche  Elementartransformationen 
hinzukommen  müssen,  welche  auf  eine  gleich 
zu  beschreibende  Art  aus  zwei  Paaren  üi,  bi 
und  ajtf  bk  zwei  neue  Querschnittpaare  zu 
bilden  gestatten.  Wir  werden  so  zu  unseren 
Elementartransformationen  der  vierten  Art 
geführt,  welche  wir  unter  directem  Anschluss 
an  die  genannten  Originaldarstellungen  vor- 
läufig wie  folgt  definieren:  Die  beiden  Schnitte 
üi  und  ttk,  beide  in  der  Pfeürichtung  genommen^ 
geben  vereint  den  neuen  Schnitt  a/,  dem  der 
bisherige  Schnitt  bi  als  conjugierter  bi  hinztigesellt  tcird;  der  neue  Schnitt  a*' 
ist  genau  mit  a*  identisch,  während  bk  aus  dem  bisherigen  Schnitte  bk  und 
dem  entgegengesetzt  der  FfeilricJitung  durchlaufenen  Schnitte  bi  msammen- 
gesetzt  erscheint  Das  Wesen  dieser  Transformation  ist  durch  Fortgang 
von  Figur  111  zu  Figur  112  vollständig  gegeben;  wir  haben  in  diesen 
Figuren  von  einer  in  der  Functionentheorie  gebräuchlichen  Darstellungs- 
weise  der  Querschnittsysteme  Gebrauch   gemacht.    Die   beiden  Quer- 
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Fig.  118. 


Bohnittpaare  erscheinen  bei  der  vorliegenden  Transformation  nicht  gleich- 
berechtigt^ so  dass  wir  insgesamt  jp(jp  —  1)  solche  Transformationen 
gewinnen;  ihre  inversen  Operationen  haben 
wir  natürlich  als  mit  ihnen  gegeben  anzusehen. 

Aus  Zweckmässigkeitsgründen  wollen  wir 
jetzt  an  Stelle  der  eben  definierten  Trans- 
formationen vierter  Art  durch  Gombination 
derselben  mit  Transformationen  der  beiden 
ersten  Arten  gewisse  andere  Transformationen 
setzen. 

Erstlich  bemerke  man,  dass  durch  die 
Schnitte  c  eine  bestimmte  Reihenfolge  für  die 
p  Paare  a,  h  festgelegt  wird.  Doch  kann  man 
durch  Transformation  zweiter  Art  stets  erreichen,  dass  irgend  zwei  ge- 
wünschte Paare  benachbart  werden.  Es  wird  demnach  erlaubt  sein, 
am  fertigen  Polygon  die  Elementartransformation  vierter  Art  stets  nur  an 
benachbarten  Paaren  Va,  Vt  ausauüben.  Für  das  einzelne  Polygon  giebt  es 
dann  immer  nur  (2jp  —  2)  Elementartransformationen  dieser  Art.  Auch 
diese  Anzahl  konnten  wir  nach  dem  bei  den  Transformationen  dritter 
Art  benutzten  Princip  noch  weiter  reducieren,  indem  wir  uns  offenbar 
auf  die  Transformation  der  beiden  ersten  Paare  allein  beschränken 
konnten.  Doch  behalten  wir  lieber  alle  (2p  —  2)  Elementartransforma- 
tionen bei,  da  sie  gleichberechtigte  Operationen  sind. 

Statt  dessen  können  wir  eine  andere  Vereinfachung  durch  Heran- 
ziehung von  Transformationen  erster  Art  erzielen.  Wir  wollen  dabei 
unsere  Betrachtungen  etwa  auf  die  Paare  a^,  b^  und  a^y  b^  beziehen;  doch 
sollen  dieselben  im  Sinne  der  gerade  getroffenen  Verabredung  zwei 
beliebige  benachbarte  Schnittpaare  repräsentieren. 

Indem  wir  die  beiden  ausgewählten  Querschnittpaare  symbolisch 
durch  (öTi,  6i)  (a^f  b^)  bezeichnen,  wird  die  in  Figur  112  vollzogene 
Transformation  als  Übergang  zu  («i  +  «2,  b^)  («2»  ^«  —  ^i)  ^*^" 
gestellt  sein.  Wir  wollen  nun  vorab  vermöge  Transformation  erster 
Art  von  (ai,  b^)  {a^f  b^)  zu  (tj,  —  a^)  (o^,  b^)  fortgehen,  um  sodann 
durch  die  obige  Transformation  vierter  Art  zu  (b^  -{-  ög,  — %)  (a^,  b^  -|-  a^) 
zu  gelangen.  Endlich  kommen  wir  von  hieraus  durch  erneute  Trans- 
formationen erster  Art  zu  ( — 6^  —  ^2)  ^i)  ( — ^2  —  ^n  ^a)  ^"^^  mögen 
hiermit  die  definitiven  neuen  Schnitte  a/,  &/,  a^',  b^  gewonnen  haben. 
Die  solcherweise  festgelegte  ElementartransformcUion  vierter  Art  wird 
durch  Fortgang  von  Figur  113  zu  Figur  114  direct  dargestellt. 

Die  Wirkung  der  eben  erklärten  Transformation  auf  die  Erzeu- 
genden Va^,  Vb^y  F<4,  Vt^  wird  durchaus  mit  dadurch  bedingt  sein,  in 
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Fig.  113. 


welcher  Weise  wir  die  neuen  Schnitte  durch  zwei  zugehörige  Schnitte 
cl^  c^   den   übrigen   anfügen.     Jedenfalls  aber  steht  schon  jetzt  fest^ 

dass  die  neuen  Suhstiiutionen  F«/,  F*/,  F«,',  Vb^' 
innerhalb  der  Gruppe  F  der  Beihe  nach  mit: 

(4)     F».,   r^'v-',    r^,   r,T'r-' 

gleichberechtigt  sein  tverden.  Man  wird  dies  aus 
Figur  114  sofort  ablesen^  wenn  man  bedenkt,  dass 
allgemein  die  Durchlaufung  des  Schnittes  Oi  (bez.  bi) 
in  der  Pfeilrichtung  auf  die  Ausübung  der  Opera- 
tion Vin  (bez.  Va)  hinauskommt. 

Der  Vorzug,  welchen  die  gewählte  Elementar- 
transformation vierter  Art  vor  der  in  Figur  112 
dargestellten  besitzt,  besteht  nun  darin,  dass  dieselbe  am  Polygon  Pq 
einen   besonders   einfachen   geometrischen  Charakter   gewinnt.    Dabei 

haben  wir  gar  nicht  erst  notig,  die  Transformation 
auf  der  geschlossenen  Fläche  durch  Anfügung  von 
Schnitten  c  definitiv  auszugestalten,  sondern  wir 
können  die  Betrachtung  sogleich  in  die  pro- 
jective  Ebene  verlegen  und  also  am  Polygon 
selbst  vornehmen. 

DieseWendung  unserer  Überlegung  beruhtauf 
einer  gewissen  Identität,  welche  wir  zunächst  auf- 
stellen wollen.  Verstehen  toir  unter  Va\ ,  V^ ,  Va[ ,  V^ 
vorab  direct  die  vier  Substitutionen  (4),  50  gilt  foU 
Flg.  114.  gende  Relation  identisch: 

(5)       rar'v,[ra\r^r'  •  v^^-^v^Va^v^r'  == 

(y^ny  •  (Fa7'n,F«,F,7^ .  r-'r^Va^v;:') . (v^v,,). 

Nun  steht  rechts  in  der  mittleren  Klammer  genau  der  zu  F«,,  F^.,  Va^,  Vt^ 
gehörende  Bestandteil  der  Relation  (9)  pg.  187,  und  die  linke  Seite 
ist  genau  so  in  den  Substitutionen  Va[f  . . .  gebaut.  Transformieren  wir 
demnach,  der  Relation  (5)  entsprechend,  die  Substitutionen  (4)  zugleich 
durch  Vb^Vf,^  und  nennen  die  so  entspringenden  Substitutionen  gleich 
selbst  wieder  F«],  . . .,  F^': 


(6) 


K  =  v,^v,,v,7\  v,:=  v,,v,j^'r-'r,T'v^\ 

so  werden  die  hierdurch  erklärten  Operationen  direct  der  Identität: 
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C^) 


geDÜgen  und  sich  demnach  ohne  weiteres  in  die  Relation  (9)  pg.  187 
einfügen. 

Um  nan  auf  dieser  Grundlage  den  schon  erwähnten  einfachen 
geometrischen  Charakter  unserer  Transformation  aufzuweisen,  betrachten 
wir  zunächst  den  niedersten  hier  überhaupt  zur  Geltung  kommenden 
Fall  der  Gattung  (3,  0).  Hier  können  wir  sogar  von  der  eben  noch 
vollzogenen  Transformation  der  Substitutionen  (4)  durch  Vi^Vb,  ab- 
sehen; denn  die  mittlere  Klammer  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  ist 
nun  gleich  1,  und  damit  ergiebt  sich  die  wiederholt  genannte  Relation 
(9)  pg.  187  für: 


(8)       Va.- 


v;,  =  v^'v-\   F^-F^,   v^=vc'vc' 


direct  aus  (5).    P^  wähle  man  nach  pg.  319  als  geradliniges  Achteck 
mit  concaven  Winkeln  and  bezeichne  die  Ecken  mit  £,,  ...,  E^.    Sie 
in   (8)   iur  Darstellung  gelangende  Elementartransformation  vierler  Art 
ist  alsdann  geometrisch  ^rch  Fort- 
gang von  dem  in  Figur  115  stark 
ausgeeogenen  Achteck  Pg    eu    dem 
schraffierten   Achtet^   P^'    zu    voü- 
eiehen.    Man  kann  sagen:  J^  sind 
die  Dic^owäen  E^E^  und  E^E^  tu  i 
liehen  und  die  Seiten  E^E^  undEgE, 
ausmlöscken,  während  in  allen  idnigen 

Achtecken  des  Netzes  die  gleiche 
Man^lation  za  wiederholen  ist. 
Dass  diese  Transformation  sich  in 
der  That  in  der  Gestalt  (8)  dar- 
stellt, geht  unmittelbar  aus  der 
Figur  hervor. 

Im    allgemeinen  Falle  (p,  n) 
ist  wegen  der  nun  nicht  zu  Ter-  pjg.  ,,5. 

meidenden  Transformation  der 
Substitutionen  (4)  vermöge  F^,  F»,  der  Sachverhalt  ein  wenig  ver- 
wickelter. Eine  geringe  Erleichterung  der  Ausdrucksweise  schafiTt  es 
allerdings,  wenn  wir  nicht  die  Substitutionen  (4)  durch  Fj,,  Fj,,  sondern 
alle  flbrigen  Erzeugenden  durch  (FiiFj,)-^  transformieren,  was  ja 
im  wesentlichen  auf  dasBelbe  hinauskommt. 
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Flg   116. 


Das  ursprüngliche  Polygon  P^  nehmen  wir  wieder  als  geradliniges 
(2n  +  4p) -Eck  mit  lauter  concaven  Winkeln  an.    Die  hier  in  Rede 

stehende  Elementartransformation  vierter  Art 
führen  tmr  dann  durch  diejenigen  beiden  Schritte 
thatsächlich  aus,  welche  schematisch  durch  Über- 
gang von  Figur  116  zu  Figur  118  dargesteUt 
sind.  Wir  werden  somit  zunächst  im  Po- 
lygon Pq  der  Figur  116  die  zwei  punktierten 
Diagonalen  ziehen,  lassen  den  mittleren 
Bereich  an  seiner  Stelle  und  transformieren 
die  beiden  abgeschnittenen  Stücke  bez.  durch 
Fft7^  und  F^*  5  die  hinzugefügten  Num- 
mern der  Seiten  werden  den  so  gewonnenen 
Obergang  zu  Figur  117  veranschaulichen.  Im  vermittelnden  Polygon 
der  Figur  117    wolle   man    sodann  die  wieder  punktiert  angedeutete 

Linie  ziehen  (die  eventuell,  beim  Auftreten 
störender    convexer    Winkel,    krummlinig 
gewählt  werden  darf)  und  hat  sodann  den 
links  abgetrennten  Teil  durch  V^   zu  trans- 
formieren, um  Pq  in  Figur  118  zu  gewinnen. 
Dass  dies  die  obige  Elementartransformation 
vierter  Art  ist,  geht  aus  den  Figuren  direct 
hervor.  Übrigens  kann  man  auch  hier  natür- 
lich wieder  nach  pg.  319  etwaige  convexe 
Winkel  oder  gekrümmte  Seiten  bei  Pq  durch 
unwesentliche  Abänderung  entfernen.  — 
Fassen  wir  alle  somit  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen,  so  hat 
sich    das    nachfolgende   Fundamentaltheorem    ergeben:    Die   gesamten 

Transformationen^  welche  von  einem  beliebigen 
ersten  kanonisclien  Polygon  Pq  der  Gruppe  F 
zu  allen  übrigen  Tcanonischen  Polygonen  der 
gleichen  Gruppe  F  hinführen  y  lassen  sich  bei 
p  >  0*)  aus  (n  +  5p  —  3)  Elementartrans- 
formationen  zusammensetzen,  und  zwar  sind 
unter  diesen  Elementartrans formationen2p  von 
der  ersten,  (w  +  j)  —  2)  von  der  zweiten,  eine 
von  der  dritten  und  {2p  —  2)  von  der  vierten 
Art.  Dabei  ist  die  zuletzt  angegebene  Anzahl 
der  Elementartransformationen  vierter  Art, 

•)  Für  die  Gattung  (0,  n)  stellten  wir  bereits  oben  (pg.  301  iF.)  die  Anzahl  der 
Elementariransformationen  fest. 


Flg.  117. 
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wie  wir  wiederholen ,  noch  einer  weiteren  Beduction  föhig.  Überhaupt 
würde  man  die  Zahl  der  erzeugenden  Transformationen  noch  wesent- 
Uch  yermindem  können,  wenn  man  nicht  gerade  an  Elementartrans- 
formationen festhalten  will.  Wir  verfolgen  dies  nicht  weiter,  sondern 
begnügen  uns  mit  dem  ausgesprochenen  Satze.  Derselbe  wird  späterhin 
zur  Grundlage  wichtiger  neuer  gruppentheoretischer  Entwicklungen 
werden. 

§  10.    Die  Invarianten  der  SnbBtitntionenpaare   Viy  V^. 

Die  bislang  gewonnenen  Resultate  sind  zwar  grundlegend  für  die 
Behandlung  des  Problems,  die  Gesamtmannigfaltigkeit  aller  hyper- 
bolischen Rotationsgruppen  endlicher  Charaktere  (p,  n)  zu  überblicken. 
Indessen  müssen  wir  uns,  um  in  dieser  Beziehung  völlig  zum  Ziele 
zu  gelangen,  noch  mit  anderen,  und  zwar  analytischen^  Hilfsmitteln 
versehen.  Wir  gehen  hierbei  von  der  Erwägung  aus,  dass  die  bei  den 
vorausgehenden  Untersuchungen  als  wesentlich  betrachteten  Eigen- 
schaften eines  Polygons  Pq  offenbar  invariant  gegenüber  einer  beliebigen 
Collineation  erster  oder  eweiter  Art  sind,  wdche  die  EUipse  in  sich 
überfuhrt,  gleichgültig  ob  diese  Collineation  der  gerade  vorliegenden 
Gruppe  angehört  oder  nicht.  Dieserhalb  werden  wir^  wenn  es  sich 
nunmehr  darum  handeln  soll,  gewisse  „Moduln**  der  kanonischen  Polygone 
einzuführen,  diese  Moduln  derart  auswählen,  dass  sie  den  Charakter 
der  Invarianz  im  gekennzeichneten  Sinne  besitzen. 

Die  Befriedigung  dieser  Forderung  bahnen  wir  nun  dadurch  an, 
dass  wir  hier  vor  allem  die  Invarianten  der  Substitutianenpaare  F^,  V^ 
einführen.  Es  handelt  sich  hier  natürlich  einzig  um  Substitutionen 
reeller  CoefBcienten,  die  wir  ein  für  allemal  unimodülar  fixiert  denken 
wollen.  Die  Ausdrucksform  der  einzelnen  Substitution  ist  dann  bis  auf 
einen  simultanen  Zeichen  Wechsel  der  vier  Coefficienten  fest  bestimmt; 
erst  später  werden  wir  dieselbe  endgültig  festlegen. 

Transformieren  wir  V^  und  V^  zugleich  durch  eine  beliebige  Sub- 
stitution erster  oder  zweiter  Art  (mit  reellen  Coefficienten),  so  mögen 
wir  F/  und  F,'  gewinnen.  Die  beiden  Paare  F^ ,  Fg  und  F/,  F,'  nennen 
wir  dann  einander  äquivalent  und  wollen  alle  in  diesem  Sinne  äqui- 
valenten Paare  in  eine  „Classe^*  von  Substitntionenpaaren  vereinen. 

Wir  nehmen  nunmehr  die  Einteilung  der  Substitutionenpaare  F,,  F^ 
in  drei  Species  wieder  auf,  welche  bereits  oben  (pg.  287)  eingeführt 
wurde.   Die  Verbindungsgerade  der  beiden  Fixpunkte  von  V^  und  F^*) 

*)  Im  Falle  einer  hyperbolischen  Substitution  ist  hier  wieder  ausschliesslich 
der  ausserhalb  der  Ellipse  gelegene  Fixpunkt  gemeint 
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nennen  Tvir  etwa  die  Äxe  des  Paares  V^,  V^.  Es  sei  dann  wiederholt, 
dass  Vi,  V2  eur  ersten,  zweiten  oder  dritten  Species  gehört,  je  nachdem 
die  Axe  die  fundamentale  Ellipse  schneidet,  nicht  erreicht  oder  berührt. 
Äquivalente  Paare  gehören  natürlich  immer  derselben  Species  an.  Wir 
wollen  von  diesem  Umstände  Gebrauch  machen,  wenn  es  sich  darum 
handeln  soll,  aus  den  einzelnen  Glassen  „reducierte^^  Paare  zur  Repräsen- 
tation der  ganzen  Classe  herauszugreifen. 

Liegt  eine  Classe  der  ersten  Species  vor,  so  wollen  wir  ein  Paar 
Vi,  V2  derselben  reduciert  nennen,  loenn  seine  Axe  mit  der  imaginären 
t-Aze  coincidiert.  Ein  reduciertes  Paar  erster  Species  hat  somit  die 
Gestalt: 

Das  Paar  bleibt  reduciert,  wenn  wir  nachträglich  durch  eine  beliebige 
Substitution  transformieren,  welche  die  imaginäre  ^-Axe  in  sich  über- 
führt. Es  giebt  vier  continuierliche  Scharen  solcher  Substitutionen;  die 
erste  Schar  wird  von  allen  Substitutionen  f  =  oti  mit  positivem  Para- 
meter X  gebildet,  die  drei  übrigen  Scharen  entspringen  von  hieraus 
durch  Gombination  mit: 

(2)  e'  =  -f,  e'^-f  t'=Y 

Ein  Paar  der  zweiien  Species  soll  reduciert  heissen,  wenn  der  Toi 
der  zugehörigen  Axe  mit  i  =  %  coincidiert  Die  Ausdrucksform  eines 
reducierten  Paares  zweiter  Species  ist  somit: 

<»)         ^.=Q;:;).  ''.=Q:5:)- 

wie  man  leicht  feststellt.  Das  Paar  bleibt  reduciert,  wenn  wir  nach- 
träglich durch  irgend  eine  Substitution  erster  oder  zweiter  Art,  welche 
t,  =  i  zum  Fixpunkt  hat,  transformieren.  Solcher  Substitutionen  giebt  es 
zwei  continuierliche  Scharen;  es  handelt  sich  einmal  um  die  Schar  aller 
Drehungen  um  S  =  t,  welche  wir  sodann  noch  mit  J;'  =  —  5  com- 
binieren  können. 

Die  Paare  dritter  Species  kommen  fQr  uns  nur  beiläufig  in  Be- 
tracht, da  solche  Paare  in  eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen  nie- 
mals vorkommen  können  (cf.  pg.  '287).  Wir  begnügen  uns  mit  der 
Festsetzung,  dass  ein  solches  Paar  reduciert  heissen  soll,  falls  der 
Punkt  J;  =  00  auf  der  Ellipse  der  Berührungspunkt  der  zugehörigen  Axe 
ist.    Die  reducierten  Paare  haben  daraufhin  die  Gestalt: 
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Als  Invariante  der  einzelnen  Sabstitution  könnten  wir  im  nicht- 
parabolischen  Falle  den  Factor  h  benutzen^  welcher  in  der  bekannten 
kanonischen  Gestalt  (cf.  ^^M.^  I  pg.  164): 

der  Substitution  auftritt  Wir  würden  dann  mit  einem  ans  Formel  (5) 
unmittelbar  zu  definierenden  Doppelverhältnis  arbeiten.  Indessen  stellt 
sich  k,  wie  man  sieht,  durch  (a  -f-  d)  dar,  und  zufolge  ^M/'  I  pg.  262 
besitzt  bereits  dieser  Ausdruck  die  Invarianteneigenschaft*).  Wir  be- 
nutzen dieserhalb  direct  die  Summe  (a  -f-  S)  als  Invariante  der  ein- 
zelnen Substitution  V,  und  zwar  auch  im  parabolischen  Falle;  zur 
Abkürzung  setzen  wir  j  =  a  +  *.  Die  Invariante  j  ist  bei  gegebener 
Substitution  einstweilen  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt;  übrigens 
sind  offenbar  die  elliptischen,  hyperbolischen  und  parabolischen  Sub- 
stitutionen bez.  durch  die  Bedingungen  unterschieden: 

|i|<2,     |i|>2,     1^-|  =  2. 

Indem  wir  zu  den  Substitutionenpaaren  V^y  V^  vorgehen,  wenden 
wir  uns  sogleich  zu  den  drei  Species.  Hiermit  ist,  wie  doch  noch  aus- 
drücklich gesagt  sein  soll,  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  V^,  V^ 
nicht  einer  und  der  seihen  cydischen  Gruppe  angehören  y  und  dass  Iceine 
dieser  beiden  Substitutionen  die  Identität  sei.  Auch  wird  bei  der  Mehr- 
zahl der  sogleich  aufzustellenden  Sätze  die  dritte  Species  ausgeschlossen 
bleiben  müssen,  was  für  die  späteren  Anwendungen  ohne  Folge  bleibt. 

Das  Paar  V^ ,  V^  hat  nun  nicht  nur  die  zugehörigen  Invarianten  j^ 
und  j^f  sondern  darüber  hinaus  kann  die  Invariante  j  jeder  aus  V^,  V^ 
zu  erzeugenden  Substitution  als  Invariante  des  Paares  F^,  V^  gelten. 
Möge  vor  allem  die  Invariante  j^,,  oder  kurz  ii^**)  von  V^  •  Fj  den 
Invarianten  j^  und  j^  angereiht  werden,  wo  wir  dann  explicite: 

(6)  ii  =  «i+*i,  3%=^  +  i%y  iu=«i««+*i*2  +  /'iy2  + An 
haben.  Die  Invarianten  j^j  j^y  j^^  sind  von  einander  unabhängig;  denn 
wir  können  durch  alleinige  Transformationen  von  F^  bei  festbleibenden 
Jtf  j$  beliebig  viele  verschiedene  zugehörige  j^  gewinnen,  wie  man 
durch  directe  Rechnung  leicht  zeigt  und  in  den  weiter  folgenden 
Entwicklungen  unmittelbar  bestätigt  sehen  wird.    Aber  weiter  gilt  der 

*)  Es   ist  dies   1.  c.   freilich  nur   erat  für  die  Transformation  durch  Snb- 
stitationen  erster  Art  gezeigt.  Indessen  bewirkt  die  Transformation  durch  S'  =»  —  f 
nur  Zeichenwechsel  von  ß  und  y,  so  dass  die  Invarianz  von  (a  4~^)  allgemein  besteht. 
**)  So  oft  es  keine  Zweideutigkeit  hervormfb,  lassen  wir  das  Komma  zwi- 
schen den  unteren  Indices  in  jj, ,  fort 
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Satz,  dasSy  sofern  nicht  die  dritte  Species  vorliegt y  die  Glosse  des  Paares 
Fl,  Fj  durch  Angabe  der  drei  Invarianten  ^\,  jj,  Jj,  hereits  eindeuMg 
bestimmt  ist  Wir  werden  in  diesem  ^vane  j^y  j^y  j^^  als  ,^ie  Invarianten 
der  Classe  oder  des  Paares  F^,  F,"  bezeichnen  dürfen. 

Dem  Beweise  dieses  Theorems  senden  wir  einige  Vorentwicklungen 
voraus.  Wir  constatieren  zunächst,  dass  sfwei  einander  inverse  Sub- 
stitutionen,  V  und  F~^,  stets  dieselben  Invarianten  j  haben,  und  dass 
andrerseits  j%i=^3ii  ist,  wenn  wir  unter  j^^  die  Invariante  von  F,  •  Fj 
verstehen.  Der  Beweis  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  Formeln  (6). 
Weiter  aber  wollen  wir  die  Invarianten  der  Substitutionen  F^  F^"* 
und  V^^  Fj  Fj  F~^  bilden,  die  wir  consequenter  Weise  durch  Ji,  —  2  und 
i— 1, 2, 1,— s  bezeichnen.  Diese  beiden  Invarianten  lassen  sich  in  den 
drei  Invarianten  j^,  j^y  j^^  des  Paares  F^,  V^  darstellen;  es  gelten  nämlich 
die  Formeln: 

(7)  ii,-2— iii2— ii2,  i-i,2.i.-2  =  7?  +  i2*  +  ;V  — jiitii2— 2. 

Wir  beweisen  diese  beiden  Relationen  leicht  durch  Rechnung.  Speciell 
bei  der  zweiten  stellen  wir  zuvörderst  fest: 

(8)  i_  1.  ,,,._,  =  (a,  -  d.)  («,  -  d,)  iß,r,  +  ßtn)  +  AV»*  +  AVi* 

Zu  eben  diesem  Ausdruck  gelangt  man  nun  in  der  That  auch,  wenn 
man  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  die  einzelnen  Glieder  auf  Grund 
von  (6)  durch  die  Goefficienten  von   F^  und  F^  darstellt. 

Um  die  Bedeutung  der  Invariante  j— 1, 2, 1,  —  2.  aufzuweisen,  bilden 
wir  die  Gleichung  (8)  im  besonderen  für  ein  reduciertes  Paar  erster 
Species  und  gewinnen  nach  kurzer  Zwischenrechnung: 

(9)  i-i.  «.!.-»  =  2 +  (/J.y,+  Ay,)». 
Entsprechend  kommt  für  ein  reduciertes  Paar  der  zweiten  Species: 

(10)  j_x,,.x._,=  2 -/?,»(«» -*,)*. 

Wir  haben  im  letzten  Falle  sogleich  ßi^=^0  angenommen;  dies  ist  durch 
eine  hier  ja  noch  erlaubte  Drehung  um  ^  «=  i  stets  zu  erreichen  *). 
Da  für  ein  reduciertes  Paar  dritter  Species  die  rechte  Seite  von  (8) 
offenbar  gleich  2  wird,  so  gilt  der  Satz:  Bas  Substitutionenpaar  T\,  V^ 
gehört  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Species  an,  je  nachdem  die  Invariante: 

(11)  j--i,,,i^^2=j,'+i^  +  h^-jJJ,,-2>2oder<2oder=2 
ist. 


*)  Man  erinnere  sich,  dass  die  Substitationen  eines  Pnares  zweiter  Species 
stets  hyperbolisch  sind;  die  Fixpunkte  von  F|  sind  dementsprechend  im  Texte 
nach  £  =  0  und  ^  «—  00  gelegt. 
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Es  folgt  hieraus,  dass  die  drei  Zahlen  j^,  j^,  j^^,  obschon  sie  nicht 
durch  eine  Gleichung  verknüpft  sind,  dennoch  in  ihrer  Veränderlich- 
keit sich  gegenseitig  einschränken.  Ist  nämlich  wenigstens  einer  unter 
den  absoluten  Werten  \ji\y  |  ia  |  kleiner  als  2,  so  hfindelt  es  sich  um 
ein  Paar  erster  Species,  und  also  gilt  dann  die  erste  Ungleichung  (11). 
Man  bemerke  aber  weiter,  dass  das  Substitutionenpaar  F^Fg,  V~^  die 
Invarianten  j^j,  j^,  j^  besitzt  Ist  also  Üu  |  <  2,  so  stellt  V^V^,  F~* 
seinerseits  ein  Paar  erster  Species  dar.  Bei  der  Symmetrie  der  In- 
variante j_i,2, 1,— 2  in  Jij  h,  ji%  gilt  somit  der  Satz:  Ist  wenigstens 
einer  der  drei  absoluten  Beträge  |  j^  |,  \j^  {,  ji^  \  Meiner  cds  2,  so  gut  die 
Ungleichung: 

(12)  k*  +  h+  JJ -  JihJu  - 2  >  2. 

Als  Ergänzung  dieses  Satzes  wird  man  leicht  noch  den  folgenden  be- 
weisen: Ist  wenigstens  eine  der  ZMen  |  j^  |,  |  j,  |,  j  j^  |  gleich  2,  so  gilt 
notwendig: 

(13)  j,'  +  h'  +  ia*  -  JxJJ^,  -2^2. 

Hierdurch  kommen  unendlich  viele  Wertsysteme  für  die  j^,  j^,  j^^  zum 
Ausschluss,  so  dass  die  drei  Invarianten  sich  in  der  That  in  ihrer 
Veränderlichkeit  gegenseitig  einschränken. 

Wir  sehen  nun  weiter  von  den  Paaren  der  dritten  Species  ganz 
ab  und  präcisieren  das  oben  bereits  angedeutete  Theorem  über  die 
Bestimmtheit  der  Glasse  durch  ihre  Invarianten  j^  j^j  j^^  in  der  fol- 
genden Weise:  Jedes  Tripel  reeller  Zahlen  j^,  j^,  jj,,  für  welches  die 
Ungleichung: 

(14)  ix*  +  h'  +  j»'  -  khJu  -2^2 

mit  der  Bedingung  besteht,  dass  das  obere  Zeichen  das  etdreffende  ist, 
sofern  wenigstens  eine  der  Zahlen  \ji\,  | jg  i ,  1  ji^  \^2  ist,  definiert  ein- 
deutig eitle  ssugehörige  Glasse  von  Substitutionenpaaren  der  ersten  bez. 
ssweiten  Species.  Der  Beweis  entspringt  aus  dem  Umstände,  dass  wir 
aus  den  gegebenen  Zahlen  j^ ,  j^ ,  j^^  stets  ein  zugehöriges  reduciertes 
Paar  V^,  V^  zu  berechnen  vermögen,  dass  sich  aber  die  gesamten 
hierbei  im  Einzelfalle  eintretenden  Paare  als  äquivalent  ergeben. 

Gilt  nämlich  zunächst  in  (14)  das  obere  Zeichen,  so  werden  wir 
a^s  h  f  h  9  ii2  ®^^  reduciertes  Paar  der  Gestalt  (1)  berechnen.     Hier 

gilt  dann  direct  cc^  *«=  -  jj ,  a^  =  -^  j^ .     Es  werden  aber  in  F^  nicht 

/3i  und  ^1  zugleich  null  sein  können,  da  sonst  F^  =  1  und  j^i^ «,  i,  — 2  =  2 

wäre.    Durch  Transformation  vermöge  g'=  —r-,  die  noch  statthaft  ist^ 

22* 


340  n.  Aosffihrlicbe  Theorie  der  Polygongmppen. 

geht  aber  dieses  K  in  (      ^'  )  über;  und  also  dürfen  wir  annehmen, 

dass  der  dritte  Coefficient  von  F^  von  null  verschieden  ist.  Letzterer 
kann  sodann  durch  die  noch  zulässige  Transformation  vermöge  g'^^  xg 
bez.  X'  "^  —  ^i  stets  gleich  1  gemacht  werden^  so  dass  sich  eindeutig 

y^  =  1 ,  /Jj  =  1  jj«  _  1  bestimmt.     Für  F,  gilt: 

(15)  /J,  +  rißi^jii  —  2  Jihy    «2* -  fty2  =  1> 

wo  man  für  ßi  und  cc^  die  schon  berechneten  Werte  eintragen  wolle. 
Ist  F|  parabolisch  und  also  ß^  =  Oy  so  ist  V^  eindeutig  bestimmt 
Andrenfalls  sind  ß^  und  y^ßi  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

^-  Oi«-ii.i»)^  +  ÄO'i*- 4)02*-  4) -0, 

deren  Discriminante  gleich  (^.-1,2, 1,-2  —  2)  und  also  positiv  isi  Es 
ergeben  sich  solcherweise  zwei  Paare  reeller  Substitutionen  V^y  V^, 
die  jedoch  nur  in  F,  differieren.  Beide  Paare  sind  aber  äquivalent; 
denn  sie  gehen  in  einander  durch  Drehung  von  der  Periode  zwei  um 
den  Fixpunkt  von  F^  über^  eine  Drehung^  welche  elliptisch  ist  oder 
eine  Spiegelung  vorstellt^  je  nachdem  Vi  elliptisch  oder  hyperbolisch 
ist.  Für  die  Paare  erster  Species  ist  hiermit  das  obige  Theorem 
bewiesen. 

Zur  Vorbereitung  späterer  Untersuchungen  merken  wir  noch  den 
folgenden^  aus  der  eben  gegebenen  Entwicklung  unmittelbar  hervor- 
gehenden Satz  an:  Die  Coefficienten  des  berechneten,  eu  den  Invarianten 
h )  3% }  ii%  g^härigen  reduzierten  Pcuxres  erster  Species  sind  in  diesen  Invarianten 
enttoeder  direct  oder  nach  Ädjtinäion  von  YJ^i^  2, 1,  —2  —  2  rational,  je 
nachdem  unter  den  Substitutionen  Vi,  V^  wenigstens  eine  parabolische  ist 
oder  nicht. 

Gilt  nun  in  (14)  das  untere  Zeichen ,  so  ist  notwendig  |  J^  |  >  2^ 
I  ig  I  >  2,  I  j,,  I  >  2.  Im  reducierten  Paare  (3),  welches  wir  nunmehr 
zu  berechnen  haben,  dürfen  wir  sogleich  /3^  >»  0  annehmen ,  worauf  sich 

(16)  2«,=i,+  >67^4,      2d.=-j.  +  l<;?"^4 

ergiebt.   Bei  Transformation  durch  f  =  Hl-  periAutieren  sich  a^  und  tf^; 

wir  dürfen  demnach  in  (16)  die  oberen  Zeichei^  als  die  gültigen  an- 
nehmen und  haben  damit  F^  als  reelle  Substitution  eindeutig  bestimmt. 
Die  Coefficienten  «2  ^^^  ^2  berechnen  sich  nunmehr  eindeutig  aus: 

^2+  ^i=3%}      «i«2+  *i*2=ii2; 
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während  sich  fQr  ß^  daraufhin  die  Gleichung  ergiebt: 

U«-4)/J,»=.2-i_i,,.i,_,. 

Die  beiden  hieraus  entspringenden  Werte  ß^  differieren  nur  im  Vor- 
zeichen ^  so  dass  sich  die  beiden  zugehörigen  Substitutionenpaare  durch 
Transformation  vermöge  i'  ^=^  —  ^  als  äquivalent  erweisen.  Also  gilt 
der  zu  beweisende  Satz  auch  hier*). 

Es  könnte  auffallen ,  dass  bei  der  eben  vollzogenen  Rechnung  die 
Ungleichungen  [j^  \  >  2  und  l^',,  |  >  2  nicht  explicite  gefordert  werden. 
Indessen  sind  dieselben  durch  die  beiden  Ungleichungen  |ii|>2^ 
i— 1,8, 1,  — 8<2  immer  bereits  mitgegeben.  Man  sieht  dies  am  leich- 
testen durch  Vermittlung  von  Vi  und  V^  selber.  Eine  Substitution 
mit  ß  tss  y  ist  stets  hyperbolisch;  denn  die  Goordinaten  des  Fixpunktes 
sind  allgemein  2ß,  d  —  a,  —  2y,  so  dass  im  fraglichen  Falle  der 
Fixpunkt  auf  der  Geraden  ^i  +  ^s  '^^  0,  d.  h.  ausserhalb  der  Ellipse 
liegt.  Man  hat  somit  |  is  |  >  2^  und  ähnlich  lässt  sich  {  j^^  '  >  2 
zeigen.  — 

Die  hier  besprochenen  Invarianten  linearer  Substitutionen  sind 
wiederholt  von  Poincar^in  Benutzung  gezogen  worden.  Erstlich  gelten 
den  linearen  homogenen  Substitutionen  von  nVariabelen  die  allgemeinen 
Ansätze,  welche  Poincar^  zu  Beginn  seiner  Arbeit  „Sur  les  groupes  des 
^mations  lin^ire^***)  entwickelt;  speciell  die  binären  Substitutionen  und 
Substitutionenpaare  behandelt  Poincar^  im  Verlaufe  der  Arbeit  „Les 
fonctions  fuchsiennes  et  Tarithm^tiqu^^***).  Jedoch  findet  sich  an  letzterer 
Stelle  keine  consequente  Theorie  der  Substitutionenpaare  ^  wie  sie  vor- 
stehend entwickelt  ist.  An  Poincar^  knüpft  mit  weiteren  Ausfährungen 
und  Anwendungen  H.  Vogt  in  seiner  Pariser  Dissertation  „Sur  les 
invcmants  fondamentaux  des  eqiuUions  di/ferentieües  Unfaires  du  second 
orcfre^'t);  doch  enthält  diese  letztere  Arbeit  einige  irrtümliche  An- 
gaben und  bleibt  in  den  gruppentheoretischen  Anwendungen  ohne 
abschliessende  Resultate. 

§  11.   Einführung  der  Moduln  j^,  j^j  j^  für  die  kanonischen  Polygone 

der  GNkttting  (0,  3). 

Die  parabolischen  Rotationsgruppen  oder  Gruppen  der  doppelt- 
periodischen Functionen  bilden  bekanntlich  ein  ganzes  Gontinuum  von 

*)  Nebenher  eei  bemerkt,  dasi  für  die  Paare  dritter  Species  das  Theorem 
dei  Textes  nicht  mehr  gilt. 

**)  Acta  mathematica,  Bd.  4  pg.  201  (188S). 
***)  Lioaville^s  Jommal,  Serie  4  Bd.  3  pg.  406  (1887). 
1)  Annales  de  D^cole  Normale,  Serie  3  Bd.  6,  Supplement  (1889). 
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Gruppeo.  Letzteres  konnten  wir  durch  die  einzelne  complexe  Variabele  <o 
in  dem  Sinne  beherrschen,  dass  wir  durch  Angabe  eines  einzelnen 
Wertes  lo  mit  positivem  imaginären  Bestandteil  eine  einzelne  ^^Classe^' 
parabolischer  Rotationsgruppen  eindeutig  zu  definieren  vermögen.  In 
Übertragung  einer  bekannten  Sprechweise  wollen  wir  o  als  den  ^^ModuP 
der  parabolischen  Rotationsgruppen  benennen. 

Zu  einem  analogen  Sachverhalt  werden  wir  nun  stets  gelangen, 
wenn  wir  mit  einem  Continuum  von  Gruppen  zu  thun  haben.  So 
stellt  sich  dem  Modul  m  bei  der  einzelnen  Gattung  hyperbolischer 
Rotationsgruppen  ein  System  von  Moduln  gegenüber,  welche  uns  in 
derselben  Weise  gestatten  sollen,  die  Mannigfaltigkeit  der  Gruppen 
dieser  Gattung  zu  überblicken  und  das  einzelne  Individuum  aus  dieser 
Mannigfaltigkeit  durch  particüläre  Zahlwerte  dieser  Moduln  eindeutig 
zu  definieren. 

Die  so  postulierten  Moduln  werden  uns  nun  unmittelbar  von  den 
Invarianten  jij  j^  f.. .  der  erzeugenden  Substitutionen  geliefert  werden*). 
Hiermit  genügen  wir  zugleich  der  Forderung  der  Invarianz;  in  der  That 
werden  wir  ja  Gruppen  oder  Polygone^  die  durch  Substitutionen  erster 
oder  zweiter  Art  in  einander  transformierbar  sind,  als  äquivalent  in  eine 
Classe  vereinen  und  in  Ansehung  der  für  uns  vorliegenden  Fragen 
nicht  als  wesentlich  verschieden  betrachten. 

Methode  und  Charakter  der  hiermit  eingeleiteten  Theorie  der  Moduln 
der  hyperbolischen  Rotationsgruppen  wollen  wir  nun  zunächst  am  niedersten 

Falle,  nämlich  demjenigen  der  Gat- 
tung (0,  3)  erläutern.  Wir  setzen  uns 
zuvörderst  mit  den  bezüglichen  oben 
(pg.  286  ff.)  gewonnenen  Ergebnissen 
in  Contact. 

Für  eine  Gruppe  F  der  Gattung 
(0,  3)  möge  in  Figur  119  ein  Doppel- 
dreieck gezeichnet  sein,  dessen  drei 
Ecken  e^,  e^^  e^  die  Erzeugenden 
Fj,  Fg,  Fj  liefern.  Wählen  wir  diese 
Substitutionen,  wie  in  Figur  119  an- 
gegeben, so  besteht  die  Relation: 


(1) 


Fl  Fs  F,  «=  1     oder 


vr'=v,r,. 


*)  Wir  Tenneiden  hier  mit  Absicht  die  TOm  Falle  der  parabolischen  Botations- 
giuppen  her  nahegelegte  Bezeichnung  <0i ,  o, , . . .  ffir  die  Moduln,  um  fOr  die  m, ,  tg, , . .  • 
die  typische  Bedeatong  als  Integralperioden  nt  reserrieren. 
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Wir  fixieren  etwa  g  in  der  Art,  dass  die  Seite  e^  mit  der  ima- 
ginären S'Aze  coincidiert;  F^Fg  würden  dann  ein  reduciertes  Paar 
erster  Species  Yorstellen.  F^,  V^,  V^  lassen  sich  in  der  pg.  287  an- 
gegebenen Art  in  den  Spiegelungen: 

(2)  Fi-t^F,,     F,=  F,F3,     Vs 

an  den  drei  Seiten  des  in  Figur  119  links  gelegenen  Elementardreiecks 
darstellen. 

Zu  Moduln  des  Doppeldreiecks  und  damit  der  Gruppe  F  wählen 
wir  nun  die  Invarianten  j^  Jt^  ji%  des  Paares  F|,  F^i  wobei  zufolge 
(1)  die  Inyariante  ^'12  vielleicht  vom  Vorzeichen  abgesehen  (worüber 
sogleich  nähere  Untersuchung  anzustellen  ist)  der  Invariante  ^3  von  V^ 
gleich  ist.  Da  Fi,  F^  ein  Paar  der  ersten  Species  vorstellen ,  so  gilt 
i- 1, 2, 1,  —  2  >  2  oder  explicite: 

(3)  ii*  +  h'  +  }»*  -  JJJi»  -  2  >  2; 

weitere  Bedingungen  werden  vom  vorigen  Paragraphen  nicht  geliefert. 
Es  tritt  nun  die  principielle  Frage  auf:  Ergeben  sich  über  (3)  hinaus 
durch  die  Natur  der  kanonischen  Discontinuitätshereiche  der  Gattimg  (0,  3) 
noch  weitere  einschränkende  Bedingungen  für  die  Moduln  j^j  j^,  j'„,  und 
eventuell  welches  sind  diese  Bedingungen?*) 

In  dieser  Hinsicht  haben  wir  zunächst  unmittelbar  den  folgenden 
Satz  zu  formulieren:  Diejenigen  unter  den  Moduln  ii,  ii,  ^3= +^12; 
u^elcfie  zu  elliptischen  Substitutionen  gehören  und  also  absolute  Beträge 
\jk\<2  haben,  genügen  den  Gleichungen: 

(4)  I  ji|  =  2cos  J, 

wo  h  die  Periode  der  zugehörigen  elliptischen  Substitution  Vk  ist.  Dies 
folgt  unmittelbar  aus  der  bekannten  Natur  elliptischer  Polygonecken. 
Die  absoluten  Werte  der  Invarianten  sind  in  der  That  nichts  anderes 
als  die  doppelt  genommenen  Cosinus  der  halben  Drehungswinkel  der 
betreffenden  Substitutionen,  ein  Satz,  der  natürlich  auch  für  die  auf 
und  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Ecken  gilt. 

Hiermit  sind  aber  noch  nicht  die  sämtlichen  Bedingungen  für  die 
Moduln  aufgestellt;  und  wir  werden,  um  in  dieser  Hinsicht  Voll- 
ständigkeit zu  erzielen,  erst  noch  einige  vorbereitende  Untersuchungen 
durchführen  müssen. 


*)  Dieses  Problem  (jedoch  in  minder  entwickelter  Form)  spielt  anch  schon 
in  Poincar^'s  Arbeit  „Theorie  des  groupes  fuchsient^'  (Acta  mathematica  Bd.  1, 
18S2)  eine  Bolle;  siehe  z.  B.  daselbst  pg.  60  unten. 
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Erstlich  ist  es  notwendig,  gleich  hier  am  Anfang  über  die  Vor- 
zeichen der  Coefficienten  von  F^,  V^,  V^  eindeutige  Festsetzungen  zu 
treffen.  Wenn  man  will,  kann  man  diesen  Schritt  als  den  Übergang 
zur  homogenen  Schreibweise  der  Substitutionen  V  auffassen.  In  dieser 
Hinsicht  bestimmen  wir,  dasSj  falls  ji  nicht  verschwindet ^  stets  ji  >  0  sein 
soll,  und  haben  dadurch  die  Vorgeichen  der  Coefficienten  von  Vi,  sofern 
diese  Substitution  nicht  elliptisch  von  der  Periode  2  ist,  eindeutig  festgelegt. 

Liegt  aber  eine  Substitution  von  der  Periode  2  vor,  so  ist  eine  etwas 
ausführlichere  Betrachtung  notwendig.  Die  einzelne  elliptische  Sub- 
stitution V,  welche  als  Erzeugende  bei  einer  unserer  Gruppen  fungiert, 
haben  wir  stets  so  fixiert;  dass  sie  eine  Drehung  im  positiven  Sinne 
um  den  bezüglichen  Fixpunkt  e  vorstellt.  Es  kommen  dann  für  uns 
nur  solche  Drehungen  zur  Geltung,  deren  Drehungswinkel  t  '^%  sind. 
Nachdem  wir  soeben  festsetzten ,  dass  bei  ^  <  ?c  die  Invariante  j  von  V 
positiv  sein  soll,  wollen  wir  den  Fall  %  =^n^  d.  h.  den  einer  Sub- 
stitution der  Periode  2,  als  Grenzfall  dieser  Festsetzung  fassen.  Es  zeigt 
sich  in  der  That,  dass  diese  Bestimmung  die  Vorzeichen  der  Coefficienten 
im  vorliegenden  Fall  eindeutig  festlegt.  Wahlen  wir  g  nämlich  so,  dass 
im  Punkte  c   g  =  i  wird ,   so  haben  wir   für  d  <  ä  die  Substitution 

F«=  (  fJ  j  mit  positiven  a  und  ß]  denn  es  ist  j«=2a>0,  und  5  =  0 
wird  durch  V  in  einen  positiven  Wert  —  transformiert  Wird  nunmehr 
-0-  =  Ä,  so  wird  a  =  0  und  /S  =  1,  d.  h.  wir  erhalten  f       i '  n)  ^°^ 

nicht  etwa  i  ^       ^j    als  elliptische  Substitution  der  Periode  2;   und 

also  ist  in  der  That  Eindeutigkeit  erzielt 

Die  getroffene  Festsetzung  ist  ihrer  Natur  nach  invariant  bei 
Transformation  durch  eine  Substitution  erster  Art;  doch  bewahrt  sie, 
wie  wir  nebenher  bemerken,  diesen  Charakter  nicht,  falls  wir  durch 
eine  Substitution  zweiter  Art  transformieren,  weil  nämlich  bei  einer 
solchen  Transformation  die  Pfeilrichtung  der  Substitution  in  die  ent- 
gegengesetzte verwandelt  wird.  Transformieren  wir  aber  (       -»^  rj  durch 

die  reelle  unimodulare  Substitution  erster  Art  (   '   t),  so  folgt: 

(     ^>  —^\(      0,  1\  /a,  b\       (ab  +  cd,        6«+  d«    \ 
\- c,       a/\-  1,  0/ \c,  d/       \- a«  -  c^    —ab--cd)' 

Hier  ist  beständig  ß>0,  y  <  0,  was  neben  J  =  0  bereits  durch  ß>  y 
eindeutig  festgelegt  ist.    Indem  wir  zusammenfassen,  haben  wir  fol* 
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gendes  Besaltat:  Die  Vorzeichen  der  Coeffidenten  in  den  StibstiMionen 
Vi  können  wir  durch  die  Festsebnmgen  ji>0  heg.  im  FaUe  einer  eUipHschen 
Substitution  der  Periode  2  (d.  i.  ßr  jt  ■=  0)  durch  ßi>yi  eindeutig  fixieren. 
Es  ist  dies  eine  äusserst  wichtige  und  weiterhin  oft  zur  Verwendung 
kommende  Bestimmung.  — 

Des  weiteren  haben  wir  eine  rein  geometrische  Betrachtung  an- 
zustellen. Wir  teilen  zunächst  alle  für  uns  in  Betracht  kommenden 
Dreiecke  der  Ecken  e^,  e^,  e^  in  vier  Kategorien,  je  nachdem  keine, 
eine,  zwei  oder  alle  drei  Ecken  ausserhalb  der  Ellipse  liegen;  in 
Figur  120  sind  diese  vier  Kategorien  durch  Nummern  unterschieden. 


Fig.  120 


Wir  sehen  alsdann  für  den  Augenblick  von  der  Forderung  ab,  dass 
die  im  Ellipseninnem  gelegenen  Winkel  aliquote  Teile  Yon  x  sein 
sollen,  halten  jedoch  daran  fest,  dass  keiner  dieser  Winkel  grösser 
als  ein  rechter  sein  darf.  Es  gilt  dann,  einzusehen,  dass  die  sämtlichen 
so  charakterisierten  Dreiecke  ein  Continuum  darstellen,  in  welchem  die 
Dreiecke  mit  einem  oder  zwei  rechten  Winkeln  die  GrenzfäUe  abgeben^*). 

In  der  That  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  alle  Dreiecke  mit 
drei  auf  der  Ellipse  gelegenen  Ecken  ein  Continuum  darstellen.    Irgend 

*)  Weitere  Orenzfälle  werden  von  denjenigen  Dreiecken  geliefert,  bei  denen 
eine  oder  mehrere  Seiten  Tangenten  der  fundamentalen  Ellipse  sind.  Doch  sind 
diese  Dreiecke  bereits  onbranchbar  und  kommen  im  Texte  nicht  in  Betracht 
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eines  nnserer  Dreiecke  lässt  sich  aber  stets  contiiiuierlicli  io  ein 
Dreieck  der  eben  gemeinten  Art  umwandeln,  wobei  im  Verlaufe  der 
Umwandlung  die  sämtlichen  Winkel  dauernd  spite  sind.  Zu  diesem 
Ende  werden  wir  im  Falle  der  ersten  Kategorie  etwa  e^  zunächst  an 
Beiner  Stelle  lassen,  die  Punkte  e,  und  e,  aber  auf  den  Verlängerungen 
der  Seiten  ^^  und  e^  nach  unten  bis  zur  Ellipse  verscbieben.  Hierbei 
ist  nur  darauf  zu  achten,  dass  die  durch  e^  und  ^  hindurchlaafende 
Gerade  während  des  Froceaaea 
weder  fiber  den  Pol  TOn  e,  ^  noch 
den  von  e^  hinObergeschoben 
wird  (cf.  Figur  121).  In  den 
Übrigen  Fällen  regelt  sich  der 
Process  zum  Teil  noch  einfacher. 
Liegt  ein  Dreieck  mit  einem 
rechten  Winkel  vor,  so  wolle  man 
das  Dreieck  gleich  anfangs  so 
umwandeln,  dass  derselbe  <  ^ 
wird;  denn  wir  haben  schon 
betont,  dass  im  Verlaufe  der 
Umwandlung  kein  Winkel  ■=  - 
oder  gar  >  ^  werden  soll.  Haben  wir  gar  ein  Dreieck  mit  etcei  rechten 
Winkeln,  so  ist  dies  im  doppelten  Sinne  ein  Grenzfall.  Die  dritte  Ecke 
liegt  dann  offenbar  ausserhalb  der  Ellipse  und  stellt  den  Pol  der  gegen- 
.  flberliegenden  Seite  dar.  Die  zu- 
gehörige Gruppe  wird  elementar 
und  ist  nach  Analogie  mit  früheren 

Bezeichnungsweisen    als  hyper- 
bolische Diedergrappe  zu  benennen 
(cf.  Figur  122).  - 

Die  eben  gegebeneu  Darlegun- 
gen liefern  uns  die  Grundlage  für 
gewisse  Continuitätsbetrachtungen, 
wie  wir  sie  hier  und  entsprechend 
in  der  Folge  oft  wiederholt  an- 
zustellen haben.  Wir  machen  gleich 
^^    ji^  hier  von  Betrachtungen  dieser  Art 

bei  Entscheidung  der  Frage  Ge- 
brauch, ob  in  der  Gleichung  j,  =  +  j,j  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gültig  ist.  Damit  diese  Frage  einen  Sinn  hat,  werden  wir  natürlich 
js  >  0  voraussetzen. 
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Zar  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  wandeln  wir  das 
vorgelegte  Dreieck  innerhalb  des  oben  beschriebenen  Continuums  in 
ein  solches  Dreieck  um,  dessen  Ecken  auf  der  Ellipse  gelegen  sind. 
Die  Erzeugenden  Vi^V^y  V^  werden  hierbei  stetige  Änderungen  erfahren, 
und  keine  der  Invarianten  ji  geht  durch  0  hindurch,  da  während  des 
Processes  keine  rechten  Winkel  auftreten.  Besteht  zu  Anfang  eine  der 
Gleichungen  ^1  =  0,^2=^^  ^^^^  8^  beide,  so  werden  zufolge  der 
Yorausgesandten  Bemerkungen  und  Festsetzungen  die  Invarianten  j'^yj^ 
mit  Beginn  des  Gontinuitätsprocesses  zu  positiven  Werten  übergehen*). 
Da  am  Ende  des  Processes  Vi,  F,,  F,  parabolisch  geworden  sind  und 
die  Invarianten  dauernd  positiv  sind,  so  sind  die  Endwerte: 

Die  Ungleichung  (3)  pg.  343  liefert  daraufhin: 

124:8  — 2  >  2, 

und  also  kann  nur  das  untere  Zeichen  gelten.  Hieraus  schliessen  wir 
nun  gleich  allgemein:  Die  Simultaninvariante  j^^  des  Paares  F^,  F^  genügt 
der  Bedingung  ii2'=  —  is;  ww^  entdeckend  gelten  die  Oleichtmgen: 

so  dass  die  Invarianten  j^^,  j%ij  hi  ^folge  unserer  Festsetzungen  niemals 
positiv  sind.  In  der  That  ist  ja  während  des  ümwandlangsprocesses 
die  Invariante  j^^  nicht  durch  0  hindurchgegangen  und  hat  sich  stetig 
geändert;  sie  muss  somit  schon  anfangs  negativ  gewesen  sein. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  nehmen  wir  die  Aufstellung  aller 
für  die  Moduln  ji,J2;ii2  gi^ltigen  Bedingungen  näher  in  Angriff. 

§  12.    System  der  oharakteristisohen  Bedingungen  f&r  die  Moduln 
der  Gattung  (0,  3).     Mannigfaltigkeit  aller  Gruppen  (0,  3). 

Unsere  Festsetzungen  über  die  Vorzeichen  der  Coefficienten  in 
Fl,  Fg  hatten,  wie  wir  eben  sahen,  die  Ungleichung  jij  ^  0  ^^  ^®" 
folge.  Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  demnach 
dahin  zusammenfassen,  dass  für  die  Moduln  j^,  j^^  j^^ «»  — j^  unseres 


*)  Übrigens  ist  es  sehr  leicht,  den  Fall  j^  &»  0  anf  Ornnd  von  ß.  >•  y.  anter 
Gebrauch  der  für  ein  reduciertes  Paar  erster  Species  in  (1)  pg.  886  aufgestellten 
Gestalt  von  F^ ,  F,  einer  directen  Behandlung  zu  antendehen.  Ist  etwa  V^  von 
der  Periode  2 ,  so  lege  man  den  Fizpunkt  direct  nach  i  '^  i  und  lasse  sich  e^ 

in  der  Richtung  auf  f  »■  00  anschliessen.  Dann  ist  Fj  =  (      - '  ^) »  ^«  ■■  (        ) 

mit  a  ^  0 ,  ß  >  0  und  ^  >  j  y  | ,  woraus  man  die  zu  beweisende  Ungleichung 
;i,  —  —  P  +  y<ö  unmittelbar  abliest. 
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Polygones  Pq  bez.  unserer  Gruppe  F  der  Gattung  (0,  3)  folgende  not- 
wendige Bedingungen  bestehen:  Es  muss  erstlich: 

(1)  Ji'  +  h'  +  i.,*  -  JiM»  -  2  >  2 

gelten;  sodann  bestehen  teüs  auf  Grund  van  Festsetzungen  teäs  ais  Folgen 
solcher  die  Ungleichungen: 

(2)  h>0,    j,^0,    j„^0, 

wobei  jedoch  das  Qleickheitseeichen  zugleich  höchstens  an  zwei  Stellen 
gelten  darf  (hyperbolische  Diedergruppe);  endlich  erfüllen  diejenigen  Moduln 
jif  hi  ia  ■=  — ii2;  w;^^^  <  2  sind,  die  Gleichungen: 

(3)  ji  =  2  cos  ~ , 

unter  h  jedesmal  eine  ganze  Zahl  >  1  verstanden. 

Die  aufgestellten  Bedingungen  sind  nun  nicht  nur  notwendig, 
sondern  auch  liinreichend;  in  der  That  gilt,  wie  wir  jetzt  nachweisen 
wollen,  der  Satz:  Jedes  Tripel  reeUer  Zahlen  j^  j^^  j^^j  die  den  Be- 
dingungen (1),  (2)  und  (3)  genügen^  "kommt  als  System  von  Moduln  bei 
einer  und  nur  einer  Glosse  von  Gruppen  bez.  Polygonen  der  Gattung  (0,  3) 
wirTdich  vor;  die  Classe  ist  demnach  durch  jenes  Zahlentripel  als  ein- 
deutig definiert  anzusehen.  Wir  wollen  den  Sinn  dieses  Satzes  dadurch 
abgekürzt  bezeichnen,  dass  wir  die  Bedingungen  (1),  (2)  und  (3)  als 
die  jfiharakteristischen  Bedingungen  für  die  Moduln  der  Gattung  (0,  3)'^ 
benennen.  Auch  bei  den  höheren  Gattungen  wollen  wir  die  gleiche 
Bezeichnungsweise  in  demselben  Sinne  verwenden. 

Der  aufgestellte  Satz  ist  dadurch  zu  beweisen,  dass  wir  dem 
einzelnen  unserer  Zahlentripel  j\,  j^^  ji^  stets  ein  und  im  wesentlichen 
auch  nur  ein  als  Discontinuitätsbereich  brauchbares  Elementardreieck 
zugewiesen  finden« 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  nach  pg.  339  ^^JuJ^iJn  ^^^  ^^ 
Classe  von  Paaren  erster  Species  gehört,  und  wir  wählen  aus  der  Classe 
das  particuläre  Paar  F^,  V^  mit  den  Fixpunkten  e^j  eg. 

Zwei  Punkte  besitzen  nun  in  der  projectiven  Ebene  an  sich  zwei 
gerade  Yerbindungsstrecken,  von  denen  die  eine  die  Verlängerung  der 
anderen  ist.  Es  ist  demnach  die  Frage,  welche  unter  diesen  beiden 
geradlinigen  Strecken  zur  Dreiecksseite  ej^  zu  wählen  ist. 

In  dieser  Hinsicht  bemerken  wir  zunächst,  dass  ^~^  das  gänzlich  im 
Ellipseninnem  yerlaufende  Stück  sein  muss,  falls  F|  und  V^  nicht 
hyperbolisch  sind.  Haben  wir  zwei  nicht- elliptische  Substitutionen 
Fj,  Fs,  so  muss  ^e[  durch  die  Ellipse  hindurchziehen.  Ist  endlich 
die  eine  Substitution  elliptisch,  die  andere  hyperbolisch,  so  muss  e^^ 
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diejenige  Strecke  sein,  welche  von  der  Polare  des  hyperbolischen 
Punktes  geschnitten  wird.  Sollte  der  elliptische  Punkt  auf  jener  Polare 
liegen,  so  können  wir  e^  nach  Willkür  mit  der  einen  oder  anderen 
der  beiden  fraglichen  Strecken  identificieren  und  erhalten  übrigens 
eine  hyperbolische  Diedergruppe.  Man  wolle  sich  alle  diese  Angaben 
etwa  an  den  vier  Dreieckstypen  der  Figur  120  pg.  345  deutlich  machen. 

Sollen  nun  V^,  V^  als  Gruppenerzeugende  unserer  Art  brauchbar 
sein,   so   müssen   die   zugehörigen  Drehungsrichtungen   in   der  durch 
Figur  123  angegebenen  Art  orientiert  sein  (cf.  Figur  119)*).    Hierbei 
ist  zu  bemerken,  dass  zwar  bei  einer 
hyperbolischen  oder  parabolischen  Sub- 
stitution  der  Drehungssinn   von  vorn- 
herein geometrisch  eindeutig  bestimmt 
ist,    nicht   aber  bei   einer  elliptischen 
Substitution.    Wir  erreichen  dies  hier, 
wie    ausdrücklich    hervorgehoben    sein 
soll,    nur    durch    die    besondere  Fest- 
setzung, dass  der  zugehörige  Drehungs- 
winkel ^  «  ist 

Bei  einer  unter  den  Substitutionen 
F^,  Fg  dürfen  wir  nun  die  Pfeilrichtung 

willkürlich  wählen;  denn  wir  können  nötigenfalls  T^,  V^  zugleich  noch 
durch  die  Spiegelung  an  der  Geraden  e^  transformieren.  Ausserdem 
aber  können  wir  offenbar  bei  einer  elliptischen  Substitution  der  Periode  2 
ohne  sonstige  Änderung  die  Pfeilrichtung  umkehren.  Ist  demnach 
wenigstens  eine  der  Substitutionen  F^,  F,  von  der  Periode  2,  so 
können  wir  für  die  zweite  und  sodann  auch  noch  für  die  erste  die 
Pfeilrichtung  nach  Vorschrift;  von  Figur  123  wählen.  Ist  aber  keine 
der  Substitutionen  F^,  F,  von  der  Periode  2,  so  können  wir  etwa  bei 
Fl  die  gewünschte  Pfeilrichtung  annehmen.  Es  ist  aber  dann  durch- 
aus die  Frage,  ob  die  Pfeilrichtimg  von  F,  die  richtige  ist  oder  nicht. 
f'  Die  Beantwortung  dieser  Frage  stützt  sich  auf  folgenden  Satz: 
Die  Stibstüutionen  F^,  F,  drehen  um  ihre  Fixpunkte  e^,  e^  beide  in  dem 
gleichen  oder  im  entgegengesetzten  Sinne ,  je  nachdem: 

(4)  iii2-2ii2>0    oder    <0 

zutrifft.  Den  Beweis  dieser  Behauptung  führen  wir  wieder  auf  Grund 
einer  Continuitätsbetrachtung  und  schicken  zu  diesem  Zwecke  folgende 
Bemerkung  voraus. 


*)  Figur  123  ist  so  angeordnet,  dass  die  Strecke  e^e^  nicht  darch  das  Un- 
endliche hindurchzieht;  dies  ist  stets  erreichbar. 
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Die  Coordinaten  von  ^  in  der  projectiven  Ebene  sind  durch 
(2ßi,  Si —  Ui,  —  2yi)  gegeben.  Die  Bedingung,  dass  e^  auf  der  Polare 
von  e^  und  damit  e^  auf  derjenigen  von  e^  gelegen  ist,  findet  sich 
damit  vermöge  einer  leichten  Zwischenrechnung  zu: 

(5)  2ß,r,  +  (d,  -  a,){d,  -  «,)  +  2ß,y,  «=  0. 

Man  überzeuge  sich  nun,  dass  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gerade 
die  in  (4)  auftretende  Invariante  {2j^2  — jji)  ist: 

(6)  2ft y,  +  {9,  -  a,)(d,  -  «,)  +  2ß,r,  =  2j,,-jJ,. 

Bei  jeder  continuierlichen  Veränderung  von  F^,  Fg,  bei  welcher  e^ 
niemals  die  Polare  von  p  passiert,  wird  demnach  dauernd  entweder 
die  erste  oder  zweite  Ungleichung  (4)  bestehen. 

Nun  lassen  wir  Fj,  F,  stetig  in  parabolische  Substitutionen  über- 
gehen, wobei  e^  und  e^  auf  die  Ellipse  rücken.  Dies  lässt  sich  stets 
in  der  Art  ausführen,  dass  (2ji2—jij^  dauernd  von  null  verschieden 
ist;  auch  meide  man  mit  F^,  F,  elliptische  Substitutionen  der  Periode  2, 
so  dass  j^  und  j^  stets  >  0  sind.  Im  Falle  der  Figur  123  wird  man 
etwa  zuerst  e^  bis  e^  verschieben  und  sodann  e^  nach  e^  rücken  lassen. 
Man  wähle  dabei  i  so,  dass  in  den  neuen  Punkten  e^  und  e^  bez.  die 
Werte  g  =  0  und  g  =  oo  zutrefifen.  Die  Substitutionen  haben  dann 
die  Form  angenommen: 

und  hier  ist  yi<0  zufolge  unserer  Festsetzung,  dass  bei  F^  der 
positive  Drehungssinn  vorliegen  sollte,  während  andrerseits  bei  V^ 
der  positive  oder  negative  Drehungssinn  vorliegt,  je  nachdem  ß^^^ 
bez.  <0  ist.    Nun  folgt  aus  (6): 

und  also  ist  unsere  durch  (4)  charakterisierte  Regel  fQr  die  Sub- 
stitutionen (7)  thatsächlich  richtig.  Sie  gilt  dann  aber  zufolge  unserer 
Überlegung  auch  allgemein*). 

Jetzt  haben  wir  nur  noch  zu  bemerken,  dass  für  das  oben  ge- 
meinte Paar  F^,  V^  die  Invarianten  j^  und  j^  >  0  sind,  und  dass  zu- 
folge (2)  pg.  348  immer  j^^  <  0  ist.  Es  gilt  somit  stets  die  erste 
unter    den    Ungleichungen   (4),    d.  h.    die    zum    vorgelegten    Tripel 

*)  Ersetst  man  eine  der  beiden  Substitutionen  Fj,  F,  dnrch  ihre  inverse 
(wobei  sich  deren  Pfeilrichtong  umkehrt),  so  wird  {j\Ji  —  27\,)  das  Vorzeichen 
wechseln;  in  der  That  zeigt  Formel  (6),  dass  der  Zahl  wert  von  {JxJx—  2^,2) 
genau  in  den  entgegengesetzten  übergeht. 
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Jif  hi  ii2  gehörenden  Substitationen  haben  die  in  Figur  123  angedeu- 
teten Pfeilrichtungen. 

Zur  Fortsetzung  der  Construction  des  zum  vorgelegten  Tripel 
JitJifJu  gehörenden  Elementardreiecks  bemerken  wir,  dass  die  Winkel 
bei  e^  und  e^  durch  j\  und  J2  unmittelbar  gegeben  sind.  Um  sie  zu 
construiereUy  führen  wir  die  zu  V^  und  V^  gehörenden  cjclischen 
Gruppen  ein  und  erweitern  jede  derselben  durch  Zusatz  der  Spiegelung 
V^  an  Ci^2>  welche  ja  jede. der  Substitutionen  F^,  T^  in  ihre  inverse 
transformiert.  Die  Sjmmetriegeraden  der  in  diesen  Gruppen  enthaltenen 
Spiegelungen  bilden  zwei  Strahlenbüschel  durch  e^  und  6^;  und  dabei 
werden,  sofern  wir  an  den  Festsetzungen  von  Figur  123  festhalten, 
auf  e^  zur  Linken  die  beiden  Symmetriegeraden  von: 

(8)  ^-=  %v„    T^-  r,v, 

unmittelbar  folgen.  Liegt  nämlich  et  auf  oder  ausserhalb  der  Ellipse 
(und  ist  damit  Vi  nicht- elliptisch) ,  so  ist  dies  selbstverständlich.  Ist 
Vi  aber  elliptisch,  so  berufen  wir  uns  darauf,  dass  der  Drehungs- 
winkel  <^  7C   und    also   der   halbe   Drehungswinkel,    d.  i.   der  Winkel 

zwischen  den  Symmetriegeraden  von  V^  und  Fi  V^  notwendig  ^  ~  ist 

Da  aber  stets  der  doppelte  Cosinus  dieses  Winkels,  nötigenfalls  vom 
Vorzeichen  abgesehen,  durch  die  Livariante  gegeben  ist,  so  folgt  f&r 
unsere  Substitution  Vi  aus  (3)  pg.  348  als  Grösse  des  fraglichen  spitzen 

9K  

Winkels    .-'    Im  Innern  dieses  Winkels  kann  demnach  auf  Grund  be- 

kannter  Sätze  keine  weitere  Symmetriegerade  liegen. 

Man  veranschauliche  sich  nun  die  Lage  der  beiden  zu  F^,  T^ 
gehörenden  Symmetriegeraden;  liegt  z.  B.  d  auf  oder  ausserhalb  der 
Ellipse,  so  wird  die  durch  e^  hindurch- 
ziehende- unter  diesen  beiden  Geraden 
die  Ellipse  nur  auf  der  linken  Seite  von 
e[e^  schneiden.  In  jedem  Falle  wollen 
wir  den  Schnittpunkt  e,  unserer  beiden 
Geraden  markieren  und  damit  das  Drei- 
eck der  Ecken  e^,  62,  e^  einführen,  dessen 
bei  e,  gelegener  Winkel  nunmehr  der 
näheren  Discussion  zu   unterwerfen  ist. 

Zwei  zunächst  nicht  ausgeschlossene 
Gestalten  von  Dreiecken  bieten  sich  hier 
dar,  welche  für  unsere  weiteren  Zwecke  •         pig  124. 

unbrauchbar   sein   würden.     Es  könnte 

einmal  sein,  dass  eine  der  Dreiecksseiten  in  der  durch  Figur  124  an- 
gezeigten Art  ihren  Endpunkt  €3  bereits  vor  Eindringen  in  die  Ellipse 
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erreichte.   Es  konnte  zweitens  e,  zwar  im  Ellipseninnem  gelegen  sein^ 

jedoch  der  hierselbst  vorliegende  Dreieckswinkel  den  Betrag  y  über- 
steigen. 

Aber  wir  überzeugen  uns  leicht;  dass  keine  dieser  Möglichkeiten  ein- 
treten kann.  I^ge  nämlich  einer  dieser  Fälle  vor,  so  wollen  wir  e^  auf  der 
in  Figur  124  punktiert  gezeichneten  Linie  nach  irgend  einem  Punkte  < 
Yon  W[e^  verschieben.  Hierbei  hat  keine  der  Invarianten  ^^y^g^Jis  ^^^^^ 

Zeichen  Wechsel  erfahren  ^  da  kein  Dreiecks  winkel  den  Betrag    -  passiert 

hat;  man  wolle  nur  bemerken,  dass  doch^'^g  die  Invariante  der  Substitution 

Vi  Fs«»  Vf  Vr  mit  dem  Fixpunkt  6,  ist  Nun  ist  anfangs  und  also  auch 
am  Schluss  j^^  <  0.  Dies  aber  widerstreitet  dem  Umstände,  dass  schliesslich 

Fj  und  Fj  übereinstimmend  gleich  l*  .  j  werden,  was  j^^  =  2  ergiebi 

Die  abnormen  Gestalten  der  Dreiecke  können  somit  nie  eintreten. 
Vielmehr  wird,  wenn  e^  im  Innern  der  Ellipse  liegt,  der  Dreiecks- 
winkel daselbst  ^  -^  sein  und  berechnet  sich  daraufhin  aus  (3)  pg.  348 

zu  -.-  •   Liegt  e^  ausserhalb  der  Ellipse,  so  werden  die  Seiten  e^  und 

s 

i^ge^  in  das  Innere  der  Ellipse  eindringen  bez.  dasselbe  durchdringen. 

Wir  erkennen  im  Dreieck  somit  unmittelbar  einen  Discontinuitats- 
bereich  zweiter  Art,  und  also  ist  unser  Theorem  vom  Anfang  des 
Paragraphen  bewiesen.  — 

Wir  können  dem  gewonnenen  Ergebnis  auch  dahin  Ausdruck 
verleihen,  dass  wir  sagen,  unser  Dreieck  sei  durch  seine  Winkel  hee, 
durch  die  Cosinus  derselben  bereits  eindeutig  bestimmt.  Es  ist  dies  eine 
Eigenschaft,  welche  die  hier  vorliegenden  Dreiecke  mit  den  gewöhn- 
lichen sphärischen  Dreiecken  teilen.  Wir  schliessen  hieran  die  histo- 
rische Bemerkung,  dass  unsere  obige  Invariante: 


(9)        4  —  jj*  —  j,*  -  ii^'  +  ii  itiu  =  4 


1      1  •      1  • 

l  .      .      1  . 

1  .        1  . 

2  ^12 ;    2  «^^ ' 


ganz  entsprechend  in  den  Cosinus  der  Winkel  eines  sphärischen  Drei- 
ecks gebildet,  in  Entwicklungen  der  sphärischen  Trigonometrie  und 
Stereometrie  seit  lange  eine  ausgedehnte  Bolle  spielt*).  Die  Quadrat- 
wurzel  aus   der  in   (9)   auftretenden  Determinante   nennt  v.  Stand t 

*)  Siehe  z.  B.  Lezell  in  den  Acta  Petrapolitana  von  1782,  I,  pg.  71  ff. 
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den  Sinus  der  dreiseitigen  Ecke  (welche  zum  sphärischen  Dreieck  ge- 
hört)*). £in  solcher  ,,Eckensinus^  findet  z.  B.  hei  der  Bestimmung 
des  TetraederYolumens  eine  elegante  Anwendung.  — 

Wir  üherblicken  hier  nun  auch  ohne  weiteres  die  Gesamtmannig- 
faltigkeit aller  Gruppen  der  Gattung  (0,  3): 

Ist  keiner  der  drei  Moduln  Jiyj^jJn  absolut  grosser  als  2,  so  gelten 
drei  Gleichungen  (3)  mit  ganzen  Zahlen  1^2 j  die  Möglichkeit  Z  =  <x> 
eingeschlossen.  Mit  Angabe  der  Zahlen  l^,  l^,  l^  ist  offenbar  die  Glosse 
eindeutig  bestimmt;  wir  wollen  dem  Gattungscharakter  (0^  3)  die  drei 
ganzen  Zahlen  {  anfügen  und  nennen  alsdann  (0,  3;  Z^,  l^^  l^)  die 
yßignatur  der  Class&', 

Ist  eine  unter  den  drei  Substitutionen  F^,  Fj,  Fj,  etwa  die  letzte, 
hyperbolisch,  so  sind  mit  Angabe  der  beiden  Zahlen  Z,,  l^  die  Moduln 

Ji,J2  eindeutig  bestimmt,  während  j^g  unterhalb  der  durch  ^'12  <  —  2 
angegebenen  Grenze  continuierlich  variabel  bleibt.  Es  entspringen 
cx)^  Classen,  die  ofienbar  ein  Continuum  bilden.  Man  kann  sich  dies 
natürlich  auch  mit  Hilfe  der  Discontinuitätsbereiche,  d.  i.  in  unserem 
Falle  mit  Hilfe  der  Dreiecke  q,  e^y  e,  deutlich  machen,  welche  sich 
selbstverständlich  mit  den  Invarianten  stetig  ändern.  Das  so  gewonnene 
Continuum  der  cx>^  Gruppenclassen  fassen  wir  nun  zu  einer  „Familie^^ 
von  Gruppen  oder  Classen  zusammen  und  nennen  (0,  3;  Z^,  Zg)  ^^^ 
jySigntxtur  der  Famüie^^  Wir  merken  noch  an,  dass  die  Reihenfolge 
der  Zahlen  {  hier,  sowie  auch  im  obigen  Falle  einer  Classe  der 
Signatur  (0,  3;  Z^,  l^^  Z3),  offenbar  gleichgültig  ist;  bei  Transformation 
vermöge  einer  Substitution  zweiter  Art  wird  ja  in  der  That  die 
Reihenfolge  der  Ecken  des  einzelnen  Elementardreiecks  umgekehrt. 

Man  wird  endlich  diese  Betrachtungen  leicht  auf  die  Fälle  aus- 
dehnen, dass  zwei  oder  alle  drei  Substitutionen  Fi,  F^,  V^  hyperbolisch 
sind,  und  gewinnt  solcherart  unendlich  viele  Familien  der  Signaturen 
(0,  3;  Zi)  sowie  eine  Familie  der  Signatur  (0,  3). 

Wir  fassen  alle  unterschiedenen  Fälle  zusammen,  indem  wir  sagen: 
Ist  V  die  Aneahl  der  in  oder  auf  der  Ellipse  gelegenen  Ecken  e^ ,  6^,  63  bei  den 
Dreiecken  der  eineeinen  Familie,  so  stellt  die  Familie  ein  (3  —  v)'fach 
unendliches  Continuum  von  Gruppenclassen  vor.  Dieser  Satz  soll  immer 
die  Bedeutung  haben,  dass  wir  ein  einzelnes  kanonisches  Polygon  der 
Familie  continuierlich  in  jedes  andere  Polygon  der  Familie  überführen 
können,  ohne  dass  wir  Zwischengestalten  von  Polygonen  durchschreiten 
müssten,  welche  der  Familie  nicht  angehören. 


♦)  Cf.  Crelle'8  Journal,  Bd.  24  pg.  252. 

Frioke-Klein,  Automorphe  Functionen.  L  23 


3B4  II.    Anafflhrliche  Theorie  der  Polygongrappen. 

§  13.    Die  Moduln  und  deren  oharakterietisobe  BedlnEangen  für  die 

kanonleoheD  Polygone  der  OattnDg  (1,  1).     Usimigfaltigkelt  der 

Omppen  (1,  1). 

Bei  der  Behandlung  der  Gattung  (1 ,  1)  legen  wir  den  kanonischen 

Discontinuitätsbereich  einer  zugehSrigen  Gruppe  F  in  seiner  einfachsten 

Gestalt  als  Viereck  P^  zn  Grunde  und  erinnern  zunächst  an  die  hierbei 

vorliegenden  Verhältnisse  (cf.  pg.  388  ff.),    welche   wir    hier   zugleich 

in  interessanter  Weise  fortzubilden  haben. 

Wir  haben  drei  Typen  TOn  Vierecken  P^  zu  unterscheiden,  je 
nachdem  die  Ecken  innerhalb,  auf  oder  ausserhalb  der  Ellipse  liegen; 
in  Figur  125  sind  diese  drei  Typen 
durch  die  Nummern  I,  II,  111  unter- 
schieden. Die  Gegenseiten  des  Vierecke 
sind  durch  die  Substitutionen  V^  und  Vi 
auf  einander  bezogen,  welche  die  Er- 
zeugenden von  r  sind  und  ein  Paar 
etveiter  Species  Torstellen,  Die  Ecken 
e,  e,  e",  e'"  des  Vierecks  sind  die  Fii- 
punkte  der  vier  gleichberechtigten  Sub- 
stitutionen r«,  Fe',  V",  V"',  von  denen 
sich  zufolge  pg.  289  die  erste  wie  folgt 
in   Va,  Fl  ausdröckt: 


(1)        F:=  ViVrvr  Y.^- 

Vc  ist  elliptisch,  parabolisch  oder  hyper- 
bolisch, je  nachdem  das  Viereck  Pg  zum 
ersten,  zweiten  oder  dritten  Typus  ge- 
hört Im  ersten  Falle  ist  die  Winkel- 
snmme  des  Vierecks  ein  von  2«  selbst 
verschiedener  aliquoter  Teil  von  2x. 
Übrigens  kann  man  auch  den  Typus  U 
als  Grenzfall  dtis  Typus  I  oder  auch  III 
ansehen,  eine  Auffassung,  Yon  der  weiter 
unten  gelegentlich  Gebrauch  gemacht 
wird. 
Es  mSgen  nun  die  Invarianten  des  Paares  zweiter  Speciea  Va,  V,, 
durch  ja,  jt,  jat  bezeichnet  und  als  Moduln  des  Polygons  P^  heran- 
gezogen werden.  Gewisse  erste  Angaben  fiber  diese  Moduln  lassen 
sich  sofort  machen.  Zunächst  ist  nach  i^.  338  die  Invariante  je  von 
F:  direct  durch: 
(2)  je  =  j«^  +  >*  +  jj  —  jajtjof  —  2 
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gegeben;  und  da  wir  hier  mit  einem  Paar  zweiter  Species  zu  thun 
haben,  so  gilt  die  Ungleichung: 

(3)  ja'  +  jö*  +  jj  -  jajöjaö  -  2  <  2. 

Die  absoluten  Werte  von  ja,  jb,  Job  sind  >  2  (cf.  pg.  292).  Setzen  wir 
ja>  2,  >>  2,  so  sind  die  Vorzeichen  der  Coefficienten  in  F«,  Vt  fest 
bestimmt.  Aus  (3)  ergiebt  sich  nun  leicht  jab>2,  so  dass  wir  zu- 
sammenfassend die  Ungleichungen: 

(4)  ja>2,      >>2,      jaö>2 

constatieren.  Für  je  folgen  aus  (2)  und  (3)  beim  zweiten  und  dritten 
Typus  (Figur  125)  die  Bedingungen  Je  «*=  — 2,  jc<  — 2.  Beim  ersten 
Typus  ist  jedenfalls  \  jd  <,2y  und  hier  entspringt  die  Frage^  ob  je 
negativen  oder  positiven  Wert  hat.  — 

Um  diese  sowie  einige  weiter  auftretende  Fragen  in  einfachster 
Weise  zu  beantworten ;  gehen  wir  nunmehr  auf  die  schon  pg.  293  er- 
wähnte Erweiterung  der  Gruppe  F  durch  Zusatz  der  1.  c.  durch  V 
bezeichneten  elliptischen  Substitution  der  Periode  zwei  ausführlich  ein. 
Wir  nennen  die  erweiterte  Gruppe  JT  und  wollen  die  hier  eintretenden 
Verhältnisse  zunächst  in  Allgemeinheit  darlegen. 

In  Figur  126  haben  wir  als  Beispiel  ein  Viereck  Pq  des  ersten 
Typus  herangezogen;  doch  gelten  unsere  Überlegungen  uneingeschränkt 
auch  in  den  beiden  an- 
deren Fällen.  Das  Cen- 
trum e^  des  Vierecks  ist 
der  Pol  der  Geraden  ^^ 
und  liefert  den  Fixpunkt 
für  die  Substitution  Vq 
der  Periode  2,  welche  P 
in  sich  transformiert  und 

die  Erweiterung  von 
r  auf  JT'  leistet.  Die 
Schnittpunkte  der  Po- 
laren p^,  p^  mit  den 
Vierecksseiten  nennen 
wir,  wie  in  Figur  126, 
6}  bis  64 ;  sie  stellen 
offenbar  die  Fixpunkte 
der  in  F'  enthaltenen 
Substitutionen : 

(5)  F,=  F,Fo,     F,=  FaFo,     F3=FoF„     F,==FoF, 

dar.     Da   F«  und   F^  durch   Fo  in  ihre  inversen  Substitutionen  trans- 

23* 


Fig.  186 
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formiert   werden,  so  sind  die  Substitutionen  V^,  . . .,  F^  elliptisch  von 
der  Periode  zwei;  da  ferner: 

Fl  (e)  =  nFo  (6)  =  V,  (6")  =  e   u.  s.  w. 

ist,  so  stellen  die  Fixpunkte  c,  die  Seitenmitten  des  Vierecks  dar^  gerade 
wie  sich  in  Co  die  Diagonalen  halbieren. 

Man  kann  Fo,  Fi,  F^  als  Erzeugende  von  JT'  ansehen,  da  sich 
aus  (5)  sofort  Fa  Fo  =  F«  und  Fi  Fo  =  F^  ergiebt.  Die  Substitution  Vc 
stellt  sich  nun  als  Quadrat  der  in  F'  enthaltenen  Substitution  ViVa 
dar;  denn  es  ist: 

(FiFa)»=  (nFoF,)«-.  (nFr'Fo)*=  nFo-'Fr'Fa. 

Der  Punkt  e  ist  somit  Fixpunkt  von  Vi  F«,  und  entsprechend  findet 
man  e'  als  Fizpunkt  von  FiF«"^.  Hieraus  wollen  wir  noch  ein  wich- 
tiges Ergebnis  über  die  Gestalt  unseres  Vierecks  Pq  ableiten.  Man 
bemerke  nämlich,  dass  Fi  und  Va  durch  die  Spiegelung  an  der  Ge- 
raden cie^  in  Fl  und  V^^  transformiert  werden.  Hierbei  geht  FiFa 
in  FiFa""^  und  also  e  in  e',  e  aber  in  e  über:  Die  Seite  e^  unseres 
Vierecks  steht  senkrecht  auf  e^  und  desgleichen  Y€'  auf  eiei^  e'€"  auf 
e^a  und  endlich  e^  auf  e^.  Als  Discontinuitätsbereich  von  JT  werden 
wir  übrigens  etwa  das  Dreieck  ee'e'  wählen;  es  entspricht  dem  Er- 
zeugendensystem Vq,  Fl,  Fg.  Im  Falle  des  Typus  I  ist  die  Winkel- 
summe des  Dreiecks  ein  aliquoter  Teil  von  n.  — 

Die  vorstehenden  Darlegungen  führen  uns  zu  zwei  höchst  ein- 
fachen Arten,  die  einzelne  Gruppe  der  Gattung  (1;  1)  zu  definieren. 
Wir  knüpfen  erstlich  zur  Definition  einer  Gruppe  (1,  1)  an  ein  beliebiges 
Dreieck,  welches  wir  nur  der  einen  Bedingung  unterwerfen,  dass  die 
Ecken  e,  e',  e'  zugleich  entweder  innerhalb  oder  auf  oder  endlich  ausser- 
halb der  Ellipse  liegen,  und  dass  im  letzteren  FaUe  die  Dreiecksseiten 
Ellipsensecanten  sein  sollen.  Wir  fragen,  ob  es  stets  möglich  ist,  dieses 
Dreieck  zu  einem  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  JT'  vom  Charakter 
(0,  4)  obiger  Art  auszugestalten. 

Liegen  die  Ecken  des  Dreiecks  innerhalb  oder  ausserhalb  der 
Ellipse,  d.  h.  hat  das  Dreieck  (nach  Analogie  von  Figur  125)  den 
ersten  oder  dritten  Typus,  so  ist  die  aufgeworfene  Frage  leicht  be- 
antwortet. Man  construiere  die  Seitenmitten  Cq,  e^,  Cg*),  welche  im 
Innern  der  Ellipse  gelegen  sind  und  die  Fixpunkte  der  Substitutionen 


♦)  Um  beim  dritten  Typus  z.  B.  den  Mittelpunkt  e^  von  ee  zu  finden,  stelle 
man  aus  den  Tangenten  von  e  und  e  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Viereck  her; 
dann  ist  der  Schnittpunkt  seiner  Diagonalen  der  gesuchte  Punkt  e^.  Die  Richtig- 
keit der  CoDstruction  geht  leicht  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  das  eben  con- 
etraierte  Viereck  bei  Spiegelung  an  jeder  seiner  Diagonalen  in  sich  selbst  übergeht. 
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der  Periode  zwei  Fq,  V^,  V^  sein  mögen.  Stellen  wir  nun  noch  die 
Forderung,  dass  beim  ersten  Typus  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  ein 
aliquoter  Teü  von  %  sein  soll,  so  stellt  das  Dreieck  direct  den  Disconü- 
nuitätsbereich  Pq  der  aus  Vq^  V^  V^  zu  erzeugenden  Gruppe  F'  dar. 
FOgen  wir  dem  Dreieck  P^'  etwa  das  kurz  durch  Vq{Fq)  zu  bezeich- 
nende benachbarte  Dreieck  an,  so  haben  wir  ohne  weiteres  ein  Viereck 
obiger  Art^  welches  den  Discontinuitätsbereich  der  aus  Va=^  ^s^o  ^^^ 
F6««=  V^Vq  zu  erzeugenden  Gruppe  (1,  1)  liefert. 

Bei  einem  Dreieck  vom  zweiten  Typus  werden  die  Mittelpunkte 
^o'^u^s  zunächst  unbestimmt.  Wir  dürfen  sie  gleichwohl  nicht  sämtlich 
willkürlich  wählen,  weil  wir  sonst  unter  Befolgung  der  eben  be- 
schriebenen Construction  in  der  Regel  zu  einem  Viereck  mit  vier 
hyperbolischen  Ecken  auf  der  Ellipse  gelangen  würden.  Die  Möglich- 
keit solcher  Vierecke  geht  aus  Figur  93  pg.  298  unmittelbar  hervor; 
verschiebt  man  hier  die  Ecken  E^  und  E^  noch  weiter  nach  links,  bis 
sie  im  Endpunkt  der  Polare  p  coincidieren,  so  liegt  ein  Viereck  vor, 
welches  nur  scheinbar  dem  zweiten  Typus  angehört,  in  der  That  aber 
noch  gar  keinen  Discontinuitätsbereich  vorstellt  (cf.  pg.  143). 

Es   gilt   nun   der  folgende  Satz:   Bei  einem  Dreieck  vom  zweiten 
Typus  darf  man  auf  zwei  Seiten  beliebige  Punkte  e^,  e^  zu  ,^ittelpunkten^^ 
aussuchen;  der  dritte  „Mittelpunkt^'  e^  ist  alsdann  auf  Grund  einer  einfachen 
Construction    zu    be- 
stimmen. Die  Eigen- 
art dieser  Construc- 
tion ist  in  den  oben 

vorausgesandten 
Entwicklungen     be- 
reits vorgeschrieben 
und  ist  übrigens  hier- 
neben in  Figur  127 

dargestellt:   der 
Punkt  ^2    is^   durch 

die    Verbindungs- 
gerade der  Pole  von  e^e^   und  ee'   auszuschneiden. 

Um  zu  beweisen,  dass  wir  nunmehr  wirklich  parabolische  Ecken 
haben,  müssen  wir  etwa  zunächst  die  zur  Ecke  e'  gehörende  Sub- 
stitution Vi  Vq  Fg  als  parabolisch  darthun.  Für  die  beiden  anderen 
Ecken  ergiebt  sich  dasselbe  dann  unmittelbar  aus  dem  Umstände,  dass 
die  zugehörigen  Substitutionen  V^V^V^  und  V^V^Vq  durch  Trans- 
formation aus  FiFJjFj  hervorgehen.  Um  nun  V^V^V^  zu  untersuchen, 
nennen  wir  die  Spiegelungen  an  e  e"  und  CiCt,  bez.  V%  und  Vb.    Da  der 


Pig.  187. 
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Punkt  d'  durch  F*  =  VxV^  in  e  transformiert  wird,  so  ist  V^Vb  die 
Spiegelung  an  eet-  Hieraus  folgt^  dass  V^Vh  •  ^  als  Product  zweier 
Spiegelungen y  deren  Symmetriegeraden  sich  in  e  schneiden,  eine  para- 
bolische Substitution  mit  dem  Fixpunkt  e  ist.  Da  aber  Vt  V%  =  Fj 
ist,  so  haben  wir  in  Yi^h'  Fs  direct  die  Substitution  V^V^V^^  die  wir 
als  parabolisch  nachweisen  wollten.  — 

Bei  der  zweiten  Art,  eine  Gruppe  (1,  1)  zu  definieren,  knüpfen 
wir  an  «n  ganz  beliebiges  Tripel  von  Punkten  im  Innern  der  Ellipse 
an,  die  nicht  auf  einer  Geraden  liegen.  Wir  behaupten,  dass  wir  jene 
drei  Punkte  y  sofern  beim  ersten  Typus  die  Winkelbedingung  erfüllt  ist, 
stets  und  nur  auf  eine  Weise  als  Punkte  e^,  e^,  e^  einer  Gruppe  V 
unserer  Art  ansehen  können.  Auch  hier  ist  der  Gang  der  Entwicklung 
als  Umkehrung  der  obigen  Darstellung  bereits  vorgezeichnei 

Wir  benennen  die  zu  c^,  ßj,  6,  (den  drei  gegebenen  Punkten)  als 
Fixpunkten  gehörenden  Substitutionen  der  Periode  zwei  durch  Fq,  Fj,  Fg 
und  definieren  wieder  F«  und  F*  durch  Va=  V^Vq,  F*  =  V^Vq.  Die 
Substitutionen  F«,  F»  sind  hyperbolisch;  ihre  Fixpunkte  e«  und  e^  sind 
die  Pole  von  i^  bez.  e^^.  Wir  definieren  demnächst  die  drei  Sub- 
stitutionen F,  F',  F"  durch: 

(6)  r=v,r,v„   r=r,r,r„   v"=r,v,r, 

und  nennen  die  Fixpunkte  derselben  e,  e',  c"*).  Die  Substitutionen  (6) 
gehen  durch  Transformationen  vermöge  Fj,  F^,  Vq  in  einander  über: 

v=  ViV'rr\   r  =  v^r'vr\   v"  =  FoFFo"', 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Fixpunkte  e,  ^,  e": 

woraus  wir  das  Resultat  ablesen,  dass  e^  auf  der  Geraden  ee  y  e^  auf 
e  e  und  e^  auf  e"c  gelegen  sind,  und  stwar  jedesmal  als  Mittelpunkte 
dieser  Geraden. 

Weiter  bemerke  man,  dass  sich  die  Substitutionen  F  und  F'"~^ 
in  die  Gestalten  FiF«  und  FiF«"  setzen  lassen  und  demnach  durch 
die  Spiegelung  an  e^  permutiert  werden.  Dasselbe  wird  somit  von 
den  zugehörigen  Fixpunkten  e  und  e'  gelten,  d.  h.  etf  und  CiC«  schneiden 
sich  unter  rechtem  Winkel.  Hiermit  haben  wir  die  schon  oben  (pg.  356) 
besprochenen  Verhältnisse  wieder  gewonnen  und  können  vermöge  ein- 
facher Construction  vom  Punkttripel  e^,,  e^,  e^  aus  das  Dreieck  e,  e\  e' 


"*)  Es  sei  daran  erinnert,  dass  im  Falle  einer  hyperbolischen  Substitution 
stets  der  ausserhalb  der  Ellipse  gelegene  Fixpunkt  gemeint  ist. 
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gewinnen.    In  Figur  128  ist  wenigstens  die  durch  e^  hindurchlaufende 
Dreiecksseite   hergestellt     Haben   wir  hier  ein  Dreieck  vom  zweiten 
oder  dritten  Typus  oder  ein  solches  Dreieck  vom  ersten  Typus,  dessen 
Winkelsumme   ein   aliquoter 
Teil    von    ä   ist,    so   liefert 
unser  gewähltes  Punkttripel 
eine    Gruppe  F'    vom   Cha- 
rakter {0,  4)  und  damit  eine 
Gruppe  (1,  1).  — 

Die  gewonnenen  An- 
schauungen setzen  uns  in  den 
Stand,  alle  bei  den  Moduln 
der  Gattung  (1,  1)  auftreten-  yig  128. 

den   Fragen    ohne   Mühe   zu 

beantworten.  Wir  behalten  die  Typeneinteilung  der  Dreiecke  ecV  bei 
und  können  die  Invarianten  ja,  /,  Job  des  zugehörigen  Paares  F«,  Vt 
auch  als  Moduln  des  Dreiecks  eee"  ansehen.  Wir  haben  dann  mit  einem 
Dreieck  des  ersten,  zweiten  oder  dritten  Tiffpus  zu  thun,  je  nachdem 
jc>  —  2  oder  =  —  2  oder  endlich  <  —  2  ist. 

Wir  constatieren  y  um  unsere  geometrischen  Überlegungen  zum 
Abschluss  zu  bringen,  des  weiteren  etwa  sogleich  den  folgenden  Satz: 
Alle  Dreiecke  vom  ersten  Typus  mit  fest  gegebener  Winkelsumme  0  bilden 
ein  Continuum.  Im  Falle  <y  =  0,  d.  h.  bei  den  Dreiecken  vom  zweiten  Typus, 
bleibt  dieser  Satz  offenbar  bestehen*).  Der  Beweis  unserer  Behauptung 
geht  aus  den  Grundeigenschaften  des  hyperbolischen  Maassbestimmung 
fast  ohne  weiteres  hervor.  Ein  erstes  Dreieck  vom  ersten  Typus  mit 
der  Winkelsumme  6  <%  lässt  sich  ohne  Änderung  von  <T,  und  ohne 
dass    ein   Eckpunkt  auf  die  Ellipse  rückt,    stetig  in    ein  Dreieck  der 

Winkel  —  verwandeln;  letzteres  aber  ist  (wie  überhaupt  jedes  unserer 

Dreiecke)  aus  seinen  Winkeln  im  wesentlichen  fest  bestimmt. 

Noch  unmittelbarer  sind  folgende  gleich  zu  benutzende  Sätze  er- 
sichtlich: Alle  Dreiecke  vom  dritten  Typus  bilden  ein  Continuum.    Alle 

Dreiecke  vom  ersten  Typus  mit  0<-^  bilden  ein  Continuum,  desgleichen 

alle  diejenigen  mit  (T  >  — ;  dem  ersten  dieser  beiden  Continua  gesellen 
wir  zum  Zwecke  einer  gleich  folgenden  Anwendung  die  Dreiecke  mit 


*)  Derselbe  gilt  übrigens  auch  für  die  Dreiecke  vom  dritten  Typne,  ein 
Umstand,  von  dem  bei  Gelegenheit  Gebrauch  gemacht  wird.  Der  Beweis  l&sst 
sich  gerade  so  wie  im  Texte  für  den  ersten  Typaa  führen. 
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6^=0j  d.i.  die  Dreiecke  des  zweiten  Typus  zu,  zum  zweiten  Continuum 
gehören  insbesondere  die  unendlich  kleinen  Dreiecke. 

Die  Herstellung  der  Substitutionen  Va^  Vt  und  daraufhin  die  Be- 
rechnung der  Moduln  eines  Dreiecks  ist  der  Natur  der  Sache  nach 
noch  nicht  an  irgend  welche  die  Winkelsumme  0  betreffende  Bedingung 
geknüpft.  Auf  Grund  dieses  Umstandes  können  wir  den  folgenden  Satz 
zeigen:  Je  ncichdem  die  Winkelsumme  6  eines  Dreiecks  des  ersten  Typus 

<  -^  oder  >  —  ist,  hat  die  Invariante  je  einen  Wert  <  0  bejs.  >  0  und 

umgekehrt    Ist  nämlich  ein  Dreieck  des  ersten  Typus  mit  <f  <-^  vor- 

gelegt,  so  gehen   wir  im  Continuum  aller  Dreiecke  dieses  Typus  mit 

<y  <  Y  zu  einem  Dreiecke  mit  <y  «=  0.     Hierbei  hat  sich  je  stetig  und 

ohne  zu  verschwinden  geändert  und  hat  schliesslich  den  Wert  —  2 
angenommen;  es  war  also  anfangs  je  <  0.   Haben  wir  ein  Dreieck  mit 

0>  ^,   SO   gehen   wir   zum  unendlich  kleinen  Dreieck.     Die  Zahlen 

ja,  jb,  Job  nähern  sich  hierbei  übereinstimmend  der  Grenze  2  an,  und 
also  ist  auch  lim.  J«  =  2;  je  war  demnach  anfangs  positiv,  da  Durch- 
gang durch  null  nicht  eingetreten  ist.  Hiermit  ist  die  oben  (pg.  355) 
aufgeworfene  Frage  nach  dem  Vorzeichen  von  je  beantwortet. 

Die  vorstehenden  Ergebnisse  führen  nun  zu  folgendem  Theorem: 
Bei  den  Modtdn  ja,  jtj  jat  der  Gattung  (1,  1)  bestehen  an  charakteristischen 
Bedingungen  entweder  die  Ungleichung: 

(7)  ja'  +  jö'  +  jab'  -  jajbjab  <  0 

(eweiter  und  dritter  Typus,  ersterer  im  Falle  des  Gleichheitszeichens)  oder 
aber  mit  einer  ganzen  Zahl  1^2  die  Gleichung: 

(8)  ja    +  jb^  +  Job"  —  jajbjab  =  2  (l    -    COS  y ) 

(erster  Typus);  in  beiden  Fällen  treten  die  für  ein  Substitutionenpaar  zweiter 
Spedes  allgemein  charakteristischen  Ungleichungen: 

(9)  j«>2,    jb>2,    jab>2 

noch  hinzu.  Wir  erkannten  nämlich  einmal  diese  Bedingungen  als  not- 
wendig. Sind  sie  aber  erfüllt,  so  definieren  nach  pg.  339  die  Moduln 
ja}  jb)  jab  eindeutig  eine  Classe  von  Paaren  zweiter  Species,  aus  denen 
wir  Fa,  Vb  particulär  aufgreifen.  Damit  sind  Cq,  e^,  e,  wie  früher  be- 
stimmt und  führen  zur  Construction  eines  Vierecks,  welches  man 
nötigenfalls  unter  Recursion  auf  (8)  als  Discontinuitätsbereich  erkennt. 
Die  Bedingungen  (7),  (8)  uud  (9)  sind  somit  auch  hinreichend. 

Auch  die  Mannigfaltigkeit  aller  Gruppen  (1,  1)  ist  nun  sofort  zu 
überblicken.    Alle  Gruppenclassen  mit  jc<  —  2,  die  somit  zum  dritten 
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Typus  gehören,  fassen  wir  in  eine  Familie  der  Signatur  (1,  1)  zu- 
sammen. Alle  Classen  mit  >  ^  —  2  und  gleichem  Wert  l  sollen  die 
Familie  von  der  Signatur  (1, 1;  2)  liefern ^  wobei  wir  allen  ganzen  Zahlen 
2  BS  2,  3,  . . .,  cx)  entsprechend  unendlich  viele  Familien  gewinnen. 
Im  ersten  Falle  bleiben  die  Moduln  ja,  jt,  jab  unter  Einhaltung  der 
Ungleichungen  (7)  und  (9)  als  endliche  reelle  Yariabele  willkürlich; 
im  letzteren  Falle  sind  sie  an  Stelle  von  (7)  durch  die  eine  Gleichung 
(8)  an  einander  gebunden.  Unsere  obigen  Angaben  über  die  Mannig- 
faltigkeit der  Dreiecke  eee"  )iefem  daraufhin  unmittelbar  den  folgenden 
Satz:  Entsprechend  allen  ganzen  Zählen  1^2,  die  Zahl  2  =  cx)  ein- 
geschlossen, haben  wir  unendlich  viele  Famüien  der  Signatur  {l,  1;  T), 
deren  einzelne  ein  zweifach  unendliches  Continuum  von  Classen  darstellt; 
hinzu  kommt  noch  die  eine  Familie  der  Signatur  (1,1)  mit  einem  drei- 
fach unendlichen  Continuum  von  Gruppenclassen. 

EUermit  ist  die  Besprechung  des  Falles  (1,  1)  bis  zu  demselben 
Ziele  gefordert,  wie  oben  (pg.  353)  diejenige  der  Gattung  (0,  3). 

§  14.    Einführung  der  Moduln  der  Gattung  (0,  n).  OompositionB- 
betraohtungen  und  VorBeiohenbestinimungen. 

Bei  der  näheren  Untersuchung  der  Moduln  der  Gattung  (0,  n) 
dürfen  wir  w>3  annehmen,  obwohl  sich  der  oben  schon  behandelte 
Specialfall  (0,  3)  den  Schlussresultaten,  welche  wir  für  die  Gattung 
(0,  n)  gewinnen  werden,  leicht  einordnen  lässt.  Für  eine  vorgelegte 
Gruppe  r  vom  Charakter  (0,  n)  wählen  wir 
nach  pg.  307  ein  geradliniges  kanonisches  P^ 
mit  concaven  Winkeln  aus.  Dasselbe  liefere 
die  Erzeugenden  F^,  Fj,  . . .,  F»,  denen  bez. 
die  Eckpunkte  e^,  e^,  , , .,  Cn  zugeh'ören.  Die 
n  zu  einem  Cyclus  gehörenden  zufalligen 
Ecken  mögen  E^,  E^,  . .  .|  ^*  genannt  werden 
und  dürfen  als  im  Innern  der  Ellipse  gelegen 
angenommen  werden;  E^  liege  zwischen  e^ 
und  e^,  E^  zwischen  e<,  und  e^  u.  s.  w.  Die 
Pfeilrichtungen  der  Substitutionen  F^,  ...,  F« 
wählen  wir  nach  Brauch  im  positiven  Sinne,  ^    ^^^ 

wie  dies  alles  in  Figur  129  zum  Ausdruck 
kommt.     Es  besteht  die  Relation: 

(l)  F,  .  F3 .  F3  . . .  F,  =  1. 

Es  gilt  zunächst,  einige  Sätze  über  Herstellung  unserer  Gruppe  F 
durch   Composition    abzuleiten,    und    wir    bilden   zu  diesem   Ende  die 
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Substitution  Fjg  =  FiT^2'  ^^^  können  zeigen ,  dass  diese  Substitution 
Fi2  =  Fl  V2  hyperbolisch  ist,  und  dass  das  Polygonnetjs  von  F  an  den 
Fixpunkt  e^^  von  F|,  nidit  heranreicht 

Die  pg.  312  bei  ähnlicher  Gelegenheit  verwendeten  Beweisgründe 
bleiben   auch  hier  zugkräftig.     Durch  Fj,   wird  der  Eckpunkt  E^  von 

Po  in  Ea  transformiert.  Man  ziehe  die  Diagonale  E2En  und  übe  auf 
dieselbe  alle  Substitutionen  der  aus  F^j  zu  erzeugenden  cyclischen 
Gruppe  aus.  Es  entspringt  eine  Kette  K  unendlich  vieler  mit  E^Ef^ 
äquivalenter  Geradenstücke ,  und  diese  Kette  wäre  im  Falle  einer  nicht- 
hyperbolischen Substitution  F^g  entweder  direct  oder  nach  Zusatz  des 
Fixpunktes  e^^  eine  geschlossene.  Bildet  man  nun  alle  bezüglich  F 
mit  K  äquivalenten  Ketten,  so  zeigt  sich  wieder,  dass  keine  zwei  Ketten 
K,  K'  einen  Punkt  gemein  haben  können.  Im  Innern  eines  Polygons  P 

ist  dies  nämlich  deshalb  nicht  möglich,  weil  in  P  nur  eine  mit  E^E^ 
äquivalente  Diagonale  liegt.  Die  einzelne  Ecke  E  ist  aber  stets  nur 
gwei  Diagonalen  gemeinsamer  Endpunkt,  und  diese  beiden  Diagonalen 
gehören  zu  derselben  Kette  K\  denn  E  ist  nur  für  eines  der  an  E 
beteiligten  Polygone  mit  der  Ecke  E^  von  P^  homolog  und  nur  für 
ein  weiteres  Polygon  mit  der  Ecke  En  von  P^.  Die  Unmöglichkeit 
einer  geschlossenen  Kette  K  ergiebt  sich  nun  wieder  wie  pg.  312  aus 
dem  Umstände,  dass  sonst  im  Innern  des  Polygonnetzes  Grenzpunkte 
liegen,  bez.  im  parabolischen  Falle  die  Gruppe  F  ein  Substitutionenpaar 
dritter  Species  enthalten  müsste*). 

Infolge  dieses  Resultates  hat  die  Kette  K  zwei  Endpunkte  eis,  ^it 
auf  dem  Rande  des  Polygonnetzes,  welche  zugleich  die  auf  der  Ellipse 
gelegenen  Fixpunkte  der  hyperbolischen  Substitution  F^  sind.  Zufolge 
der  Voraussetzung  n  >  3  werden  sich  auf  jedem  der  beiden  durch 
ei%j  eil  abgetrennten  Ellipsensegmente  Grenzpunkte  der  Gruppe  finden 
(cf.  Figur  129).  Fjg  ist  also,  wie  behauptet,  eine  solche  hyperbolische 
Substitution,  an  deren  Fixpunkt  e^^  ^^^  Polygonnetz  nicht  heranreicht 
(siehe  auch  pg.  314  oben).  — 

Der  Fixpunkt  e^^  ^^^  ^^^  Schnittpunkt  der  zu  ei%  und  e/^  gehörenden 
Ellipsentangenten;  man  veranschauliche  sich  daraufhin  die  Lage  dieser 
Tangenten  und  des  Punktes  e,2  gegenüber  P^  und  der  Kette  K.   Nehmen 

wir  nunmehr  vom  Rande  des  Polygons  P^  die  vier  Seiten  E^e^y  e^E^j 

Eieij  eiEn  fort  und  ersetzen  sie  durch  die  beiden  Geraden  £2^12  ^^^ 

*)  Der  Dedaction  des  Textes  liegt  analog  wie  pg.  311  wieder  die  Thatsache 
zu  Grunde,  dass  weder  Fj  noch  F,  Potenzen  von  F,,  sind,  und  dass  för  n  >  3 
auch  unter  Fg,  F^,  .  .  .,  V^  Substitutionen  vorkommen,  welche  keine  Potenzen 
von   F,,  sind. 
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enEn,  so  liegt  direct  ein  geradliniges  kanonisches  Polygon  Po"""*^  der- 
jenigen Gruppe  (0,  n  —  1)  vor,  welche  Fjg,  F,,  F^,  . . .,  F»  zu  Er- 
zeugenden hat.  Dabei  besteht  zwischen  den  letzteren  zufolge  (1),  wie 
es  sein  muss,  die  Relation: 

(2)  f;,.f,.f,  ...  F,=  l. 

übrigens  mache  man  sich  die  Einführung  der  Gruppe  (0,  n  —  1)  und 
ihres  Polygonnetzes  unter  Zuhilfenahme  der  Ketten  K,  K\  . . .  auch 
nach  dem  pg.  314  ausführlich  geschilderten  Gedankengang  klar. 

Auf  der  anderen  Seite  behalte  man  vom  Rande  des  Polygons  P^ 
allein  die  vier  zu  F^,  F,  gehörenden  Seiten  bei  und  ersetze  die  (2n  —  4) 
übrigen  durch  diejenigen  beiden  Geraden  ^^\^  und  ^^ö^,,  welche  die 
Verlängerungen  der  eben  zuvor  benutzten  Verbindungsgeraden  von 
^2,  Cjj  und  -E^,  Cj2  über  -E,  und  E^  hinaus  darstellen.  Offenbar  liegt 
dann  das  Polygon  T^^  der  aus  Fj,  F^,  F~^  zu  erzeugenden  Gruppe 
der  Gattung  (0,  3)  vor.  Dabei  hat  T^^  mit  P^<»~^>  die  beiden  zu- 
falligen Ecken  J?^,  E^  gemein  und  zieht  sich  an  die  feste  Ecke  e^ 
von  entgegengesetzter  Seite  als  P^^*""*^  heran  (siehe  auch  hier  wieder 
pg.  314). 

Der  Rückgang  zur  ursprünglichen  Gesamtgruppe  T  geschieht  durch 
den  Process  der  Composition;  wir  gewinnen  das  Ergebnis:  Die  Gruppe  F 
der  Gattung  (0,  n)  lässt  sich  durch  Compositum  aus  zwei  Gruppen  der 
Gattungen  (0,  n  —  1)  und  (0,  3)  mit  einer  gemeinsamen  hyperbolischen 
Erzeugenden  herstellen;  die  Polygone  der  componierenden  Gruppen  sind 
so  wähVmr,  dass  ihr  gemeinsamer  Bestandteil  direct  das  Polygon  P^  von 
r  ist.  — 

Wir  müssen  auch  noch  die  Substitution  F^  =  F,  Fg  bilden  und 
nachweisen,  dass  dieselbe  hyperbolisch  ist.  Um  dies  in  einfachster 
Weise  auszuführen,  wenden  wir 
den  eben  betrachteten  Decom- 
positionsprocess  der  Gruppe 
wiederholt  an  und  können  solcher- 
art zu  einer  Gruppe  (0,  4)  mit 
den  Erzeugenden  F^ ,  Fj ,  Fg ,  F/ 
9M  V^'  V^  '  •  -  Vn  gelangen.    Im 

kanonischen  Achteck    dieser 
Gruppe  (0,  4)  können    wir  die 
gegenüberliegenden  Winkel  der 
zufalligen  Ecken  als  gleich  an- 
nehmen; in  Figur  130  sind  sie  in  diesem  Sinne  übereinstimmend  durch 
0^  bez.  0^  bezeichnet.   Um  dies  zu  erreichen,  hat  man  nur  nötig,  bei 


Fig.  ISO. 
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dem  nach  pg.  305  u.f.  zu  vollziehenden  Übergange  vom  Doppel viereck 
zum  Achteck  den  1.  c.  mit  E  bezeichneten  Punkt  als  Schnittpunkt  der 
Vierecksdiagonalen  zu  wählen. 

Man  verlängere  nun  e^Ei  und  e^E2  über  E^  bez.  E^  hinaus  bis 
zur  Ellipse.  Ein  Schnittpunkt  dieser  beiden  Yerlängerungeii  innerhalb 
oder  auf  der  Ellipse  kann  dabei  nicht  aufgetreten  sein.  Läge  nämlich 
ein  solcher  in  e^  vor  (cf.  Figur  130),  so  würde  die  Winkelsumme  der 
beiden  Dreiecke  e^E^e^  und  e^E^e^  (wegen  ©j  +  ©j««  ä)  offenbar  ^  2n 
sein,  was  nicht  möglich  ist.  Die  Verlängerung  der  Seiten  e^E^  und 
e^E^  über  E^  und  E^  hinaus  giebt  zu  ähnlichen  Betrachtungen  Anlass. 
Nehmen  wir  demnach  die  durch  F,  und  V^  auf  einander  bezogenen 
Achteckseiten  fort,  so  restiert  wenigstens  für  das  Ellipseninnere  ein 
Discontinuitätsbereich  der  aus  F^  und  F,  zu  erzeugenden  Gruppe  (0,  3). 
Die  Gestalt  dieses  Bereiches  zeigt  (vermöge  der  beiden  ihn  berandenden 
Ellipsensegmente)  unmittelbar,  dass  V^V^  hyperbolisch  ist.  Merken  wir 
somit  zusammenfassend  den  Satz  an:  Die  aus  den  Gruppenereeugenden 
V^V^j  . . .,  F^  von  r herisustellenden  Stibsüiutionen  V^V^,  '^2'^s»  •••>  ^n^i 
sind  ebenso  wie  die  n  weiteren  Substitutionen  V^V^,  ^j^4>  •  •  •>  ^«^2  f^^ 
w  >  3  durchweg  hyperbolisch,  — 

Wir  führen  nunmehr  die  Invarianten  j^ ,  ^'g, . . .,  j^  der  Substitutionen 
^1)  ^it  •  •  •>  ^n  als  öiii  erstes  System  von  Moduln  des  Polygons  P^ 
ein  und  halten  an  der  früheren  Vorzeichenbestimmung  jt  >  0  bez. 
ßi  >  Vi  für  ji  «=a  0  fest.  Die  elliptischen  Substitutionen  der  Periode  2 
sind  hierbei  als  Grenzfälle  der  elliptischen  Substitutionen  mit  einem 
im  positiven  Sinne  genommenen  Drehungswinkel  d'  <.x  und  positiver 
Invariante  aufgefasst  (cf.  pg.  344). 

Demnächst  setzen  wir  die  n  simultanen  Invarianten ^'is,^*28>  "njm 
der  Paare  F^,  F,  etc.  hinzu.  Ihrem  absoluten  Werte  nach  sind  diese 
ji.i^i  grösser  als  2,  da  V^V^j  FjjFj,  ...  hyperbolisch  sind.  Das  Vor- 
zeichen bestimmt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  Vi  und  F,-4.i,  wie  wir 
sahen,  eine  Gruppe  (0,  3)  erzeugen;  hiernach  folgt  aus  pg.  348,  dass 
stets  ji^  ,.|.i  <  •—  2  ist. 

Endlich  gesellen  wir  den  bisherigen  Moduln  auch  noch  die  In- 
varianten j'jg,  jg^,  . . .,  j^^  der  Paare  F^,  V^  etc.  als  Moduln  des  kanoni- 
schen Polygons  Pq  hinzu.  Auch  die  absoluten  Beträge  dieser  Moduln 
sind,  wie  wir  wissen,  sämtlich  >  2.  Des  genaueren  finden  wir  wieder 
ji^  ,_|.j  <  —  2,  da  Vi  und  Vi^2  Erzeugende  einer  Gruppe  (0,  3)  sind, 
wie  wir  vorhin  bei  den  an  Figur  130  angeschlossenen  Betrachtungen 
sahen.  Wir  fassen  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  folgender  Weise  zu- 
sammen: Die  3n  Moduln  jij  ji^  ,_|.i,  ji^  ,•+,  genügen  bei  den  getroffenen 
Festsetzungen  den  Sn  Bedingungen: 
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(3)  ji>0,    i,,,+,<-2,    j,,,+,<_2, 

mit  dem  Zusatz,  dass  für  ji  «=  0  die  Ungleichung  ßi  >  y,-  gilt.  Die  Vor- 
zeichen der  Coefficienten  von  F^,  F^,  ..  .,  F^  sind  hierdurch  eindeutig 
fixiert.     Übrigens  bemerke  man^  dass  die  Ungleichungen: 

w  ^i  "r  «^t  +  i  '•   ^i,  «-hl       hh-\-\h,  <+i  ^  ^y 

welche  ausdrücken,  dass   Vij  Vi^i  ein  Paar  erster  Species  darstellen, 

auf  Grund  von  (3)  stets  ohne  weiteres  erfüllt  sind. 

§  15.    Adjunotion  der  Invarianten  j^^^j  j^^y  ....     Belationen  für 

die  Modnln  der  Gattung  (0,  n). 

Durch  Angabe  von  ju  j^,  ji%  ist  die  Classe  des  Paares  Fj,  F, 
eindeutig  bestimmt.  Denken  wir  F| ,  V^  wie  bisher  bestimmt  und  setzen 
hy  ii^y  Jti  hinzu,  SO  würde  F,  aus: 

Iis    =  «8  +  *8  > 
iis  =  «i«8  +  *i*3  +  ßiY^  +  yiA, 
isS  =  «a«»  +  *2*8  +   ^^3  +  ^2^ 

und  «8^3  —  /Jg^j  ==  1  nur  erst  zweideutig  bestimmt  sein.  Die  zweite 
Substitution  Fg',  zu  welcher  wir  hier  geführt  werden,  lässt  sich  auch 
leicht  angeben.  Transformieren  wir  nämlich  F^,  F,,  Fj  gleichzeitig 
durch  die  Spiegelung  an  ^^,  so  gewinnen  wir  das  Tripel  Fi~  ,  Vf^,  V%. 
Hierbei  bleiben  die  Invarianten  (1)  den  Werten  nach  unverändert,  und 
dies  gilt  auch  noch,  falls  wir  die  drei  eben  gewonnenen  Substitutionen 
durch  ihre  inversen  ersetzen,  womit  wir  Fj,  Fg,  V^  =  Fj"""^  gewinnen. 
Hier  ist  denn  V^  die  Substitution  y  welche  mit  Fj  durch  Angabe  von 
Fj,  Fg  sowie  j^y  jjg,  jgs  bestimmt  ist.  Aus  der  angegebenen  Überlegung 
geht  zugleich  hervor:  Die  Substitutionen  Fg  und  Fj'  sind  stets  und  nur 
dann  mit  einander  identisch,  wenn  die  drei  Punkte  e^,  e^,  e^  auf  einer 
Geraden  liegen. 

Zur  eindeutigen  Bestimmung  von  Fg  benutzen  wir  jetzt  die  In- 
variante j'i23  von  Fj  •  Fj  •  Fg : 

(2)  jm  =  («i«2  +  ^^2)03  +  (*i  *2  +  yiß%)^s  +  («lA  +  ßi  ^2)73 

Aus  den  vier  linearen  Gleichungen  (1)  und  (2)  lassen  sich  in  der 
That  die  Coefficienten  von  Fg  eindeutig  berechnen.  Man  findet  nämlich 
nach  leichter  Zwischenrechnung  als  Determinante  des  fraglichen  Glei- 
chungssystems: 

*2l*2l*S  •••  I 

Ji     i"  h     i   Jii"       JiJ$Ji2       ^5 
das  Verschwinden  dieser  Determinante  ist  ausgeschlossen. 
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Ist  j'iiz  die  Invariante  von  V^  F,  V^,  so  sind  jm  und  ji«  die  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung,  deren  CoefGcienten  in  j\,  jg,  j^,  j^^,  jn,  jis 
rational  sind.  Um  diese  Gleichung  aufzustellen,  fixieren  wir  F,,  F,  als 
reduciertes  Paar  erster  Species  und  haben  dann: 

^  ^     '     Vi  V'    '    V2  V'     '    V«  V      '     Vs  V' 

denn  die  Gerade  e^  coincidiert  hier  mit  der  imaginären  Axe.  Man 
drücke  nun  die  Coefficienten  von  Fj  und  F^  ^^j^hija  *us,  berechne 
etwa  auf  Grund  von  (1)  und  a^d^  —  ß^y^  =  l  die  Substitutionen  Fj,  F,', 
sowie  endlich  durch  Eintragen  der  berechneten  Coefficienten  in  (2) 
die  Werte  jus  und  j^s.  Mit  Unterdrückuug  der  Einzelheiten  der 
Zwischenrechnung  geben  wir  sogleich  als  Resultat  an: 

W  .^12«    I    J/128  ^=  ,^1.728  'T'  J2hi    r  JsJii       JiJihy 

4 

W    ,^128  *J^128  ^^  ^1     "T  3t       \    3%      1     ^12    +  ^18       I     ^28       i    3n3\^3t^        3\3%3l1 

•         •         •  •         •         •  Jk 

3i3i3iz      3i3s3ii       ^* 

Im  Anschluss  an  diese  Formeln  werden  wir  als  Discriminante  D^^ 
des  Substitutionentripels  F^,  Fg,  F3  den  nachfolgenden  Ausdruck  defi- 
nieren: 

(6)  A28  =  0'i28  +  JinY  -  4ji28  .  j;„ 
oder  explicite: 

(7)  A28  =  0ii28  +  ^2^81  +  i8ii2  —  JiJthy  —  40?  +  h^  +  V  + 

3n     I   .^81   "r  3i%     i   3i23is32i       3i323i2       3i3i3\^       323^32»       ^h 

Die  Discriminante  bleibt  gegenüber  einer  Permutation  der  Indices  1;  2,  3 
ungeändert.  Übrigens  aber  gilt  der  Satz:  Die  Discriminante  D^^  eines 
Tripels  Vxy  V^t  V^  ist  diejenige  Invariante y  deren  Verschwinden  charakte- 
ristisch dafür  isty  dass  die  Fixpunkte  e^,  e^j  e^  auf  einer  Geraden  liegen. 
Dies  kann  man  auch  noch  auf  anderem  Wege  bestätigen ,  wobei 
wir  nicht  einmal  die  besonderen  Substitutionen  (3)  brauchen.  Der  Fix- 
punkt e  irgend  einer  Substitution  F  hat  die  Coordinaten  (2/3,  d  —  a,  —  2y). 
Sollen  die  Fixpunkte  dieser  Substitutionen  F^,  Fg,  F3  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  muss  demnach: 

«i  — *1,     ßiy     Vi 

(8)  i    a,  —  *8;     Ä;     Y2      =0 

I    «8  —  *3;      /^8;      Yz 

sein.     Das  Quadrat   der   linken  Seite  dieser  Gleichung   ist,   wie   eine 
leichte  Zwischenrechnuug  zeigt,  dir.ect  gleich  D^^^. 
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Für  jiis  und  jlis  gewinnen  wir  nun  die  Werte: 

(9)  2ji23;  '^Jm  =  Jihi  +  hhi  +  3zh%  -  iihh  +  V^i23» 

und  es  gilt  hier  zu  entscheiden,  ob  für  die  zu  unserem  Polygon  P^ 
gehörende  Invariante  ^123  ^^^  obere  oder  untere  Vorzeichen  auf  der 
rechten  Seite  von  (9)  gilt.  Wir  wenden  zu  diesem  Ende  auf  Fj,  Fj,  F3 
einen  continuierlichen  Ander ongsprocess  an,  wobei  diese  Substitutionen 
natürlich  nicht  dauernd  Erzeugende  einer  eigentlich  discontinuierlichen 
Gruppe  zu  sein  brauchen.  Die  Definition  der  Invarianten  j^y  . . .,  jj^j 
behält  für  jedes  Tripel  F^,  Fg,  V^  ihre  volle  Bedeutung.  Bei  der 
Änderung  tragen  wir  nur  Sorge,  dass  keiner  der  drei  Drehungswinkel 
^ii  ^2}  ^3  unserer  Substitutionen  im  Innern  der  Ellipse  über  tc  hinaus 
wächst,  sowie  dass  die  Punkte  e^,  62,  e^  nie  auf  einer  Geraden  gelegen 
sind.  Es  werden  alsdann  die  Invarianten  j\,  j^,  j^  während  der  Ver- 
änderung dauernd  ^  0  und  D^^gs  beständig  von  null  verschieden  sein. 
Da  sich  die  Invarianten,  j^js  eingeschlossen,  nur  stetig  ändern,  so  wird 
am  Schlüsse  des  Processes  in  der  Formel  (9)  für  2j^2s  rechter  Hand 
noch  dasselbe  Zeichen  gelten  wie  anfangs. 

Bei  der  gegenseitigen  Orientierung  von  Fj,  V^  F3  (cf.  Figur  129, 
pg.  361)  ist  es  nun  möglich,  6^,  e^y  e^  continuierlich  nach  ^  =  0  bez. 
cx),  —  1  zu  führen,  während  Fj,  Fj,  F^  schliesslich  die  parabolischen 
Substitutionen : 

darstellen.  Durch  Combination  derselben  findet  man  ^^23  "="  ^y  während 
andrerseits  j^  =  j,  =  J3  =  2  und  j^^  =j^^  =j^^  =  1  ist.  Die  Aus- 
rechnung der  Formel  (9)  liefert  2  J123  ==  —  ^  i  ^ »  "^^  ^^^^  P'^  ^^^ 
obere  Zeichen. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Ergebnisses  ist  aber  die  fol- 
gende. Beschreiben  wir  den  Umfang  des  zum  Polygon  Pq  gehörenden 
n-Ecks  Nq  im  positiven  Sinne  (so  dass  die  Ecken  e,,  eg,  .. .  in  dieser 
Anordnung  folgen),  so  weicht  beim  Passieren  einer  Ecke  die  folgende 
Seite  zur  Linken  aus.  Diesem  Umstände  entspricht  das  obere  Zeichen 
in  der  Formel  (9)  für  2^123  •  Würden  wir  e^  durch  den  Fixpunkt  e^' 
von  F3'  ersetzen,  so  würde  die  Gerade  e^  von  der  Richtung  e[e^  nach 
rechts  hin  abweichen.  Merken  wir  somit  als  Resultat  an:  Die  In- 
Variante  j^^  ist  in  j^,  jg;  is?  Juy  hzj  in  eindeutig  durch  die  Formel: 

(10)  2ji23  -=  Jih$  +  J2hi  +  hhi  —  iikh  +  V'Äas*) 


*)  Wir  merken  an,  dass  im  Falle  (0,  3)  aus  (6)  pag.  347  sich: 


368  n.   Ausftthrliche  Theorie  der  Polygongn^appen. 

mit  positiver  Qwxdraiwurzel  gegeben,  und  es  kommt  hierdurch  zum  Aus- 
druck, dass  hei  Umlauf ung  des  Polygons  Nq  jede  folgende  Seite  gegen  die 
Bichtung  der  voraufgehenden  tuuih  links  ausweicht*),  — 

Die  vorstehenden  Ansätze  gestatten  uns  nunmehr,  die  Classe  des 
Polygons  Pq  eindeutig  durch  Moduln  zu  definieren.  Durch  Angabe  von 
hy  h}  3i%  ^*^  ^®  Classe  von  F^,  F,  eindeutig  bestimmt;  die  Substitutions- 
coefficienten  enthielten  zwar  noch  die  Irrationalität  "j/j— i,  2, 1,  —2  —  2**), 
doch  konnte  das  Vorzeichen  dieser  Wurzel  willkürlich  gewählt  werden 
(cf.  pg.  338  fi^.).  Nach  Hinzusetzung  von  j^y  jis,  hs  und  Adjunction  von 
ii2s  ist  F3  eindeutig  und  rational,  nämlich  ohne  Zusatz  neuer  Irra- 
tionalitäten, bekannt.  Aus  F,,  Fj  und  j^,  j^^y  j^^  ist  F4  unter  Ad- 
junction von  J234,  das  nach  Analogie  von  (10)  zu  berechnen  ist,  gleich- 
falls rational  bekannt;  und  dies  ist  bis  zu  Fn— 1  in  derselben  Weise 
fortzusetzen,  während  F»  alsdann  bereits  aus: 

(11)  F,  .  F, .  F3    . .  F.  =  1 

eindeutig  und  zwar  rational  bekannt  ist.  Zugleich  ist  von  den  eben 
zur  Verwendung  gekommenen  Invarianten  keine  überflüssig.  Es  ergiebt 
sich  solcherweise:  Die  Classe  des  Polygons  Pq  kann  durdi  die  (3n  —  6) 
„Moduln": 

unter  Adjunction  der  nach  Analogie  von  (10)  m  berechnenden  (n  —  3) 
Irrationalitäten : 

(13)  Jmsj  Jli9A)    •  •  •;  ^n— 8,  «  — 2,  n  — 1 

eindeutig  definiert  werden;  eine  Verringerung  der  Anzahl  dieser  Moduln 
ist  nicht  statthaft. 

Wir  genügen  nun  der  Symmetrie,  indem  wir  auch  noch  die  neun 
Invarianten: 

\^^)       Jf^i  .7«— 1|  nj  Jn^  1>  Jn—iyH}  Jn— 1^1}  Jn^%9  Jn  —  2,  n  — l,n;  J«  — 1,  «,  Ij  ^n,  1,  2 

dem  System  der  bisherigen  Moduln  von  P^  hinzufügen.  Jeder  dieser 
neun  Moduln  ist  auf  Grund  von  (11)  in  den  (4n  —  9)  Moduln  (12) 


ergiebt,  woraus  zugleich  j',,8  —  —  2  folgt. 

*)  Stellen  wir  YJD^  aU  linke  Seite  der  Gleichung  (8)  dar,  so  gewinnt  |/Dj,g 
die  Bedeutung  des  Inhalts  vom  Dreieck  e^e^e^.  Die  Vora^ichenbestimmung  des 
Textes  kommt  damit  auf  einen  wohlbekannten  Satz  der  analytischen  Geometrie 
hinaus. 

**)  Diese  Quadratwurzel  kann  natürlich  für  besondere  Werte  der  Invarianten 
Jii  Jii  Jii  rational  ausziehbar  sein;  dies  tritt  z.  B.  ein,  falls  eine  der  Invarianten 
Ji  1  Jt  gleich  2  ist  (cf.  pg.  840). 
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und  (13)  rational  darstellbar;  denn  die  zunächst  vielleicht  auftretende 

Irrationalität  |/;_i,  j,  i, -_8 — 2  kann  in  den  endgültigen  Formeln  für 
die  Moduln  (14)  nicht  mehr  als  solche  enthalten  sein,  da  ein  Zeichen- 
wechsel jener  Wurzel  nach  pg.  340  u.  f.  auf  eine  Transformation  hinaus- 
läuft und  dieserhalb  die  Moduln  von  Pq  nicht  verändern  kann.  Wir 
wollen  die  neun  so  entspringenden  Relationen  zwischen  den  4n  Moduln 

Jh  ji»  i+i9  ji,  i+if  ji,  «+1, «+«  ^^  ^®'  Gestalt: 

(15)      G^*(j,-,  i,-,, 4.1,  j,-,,+,,j.-, ,.+,,. •_|.2)-='0,    h=\,  2,  ...,  9 

citieren  und  merken  vor  allem  an,  dass  diese  Gleichungen  mgleich  die 
BekUian  (11)  ersetzen.  Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  sogar  nur 
diejenigen  vier  unter  den  Gleichungen  (15)  heranzuziehen,  welche 
j»,  i».«-i,  i«,  n-2,  jii-2.  «-i,n  liefern;  denn  diese  vier  Gleichungen 
stellten  gerade  die  aus  (11)  zu  entnehmenden  Ausdrücke  für  die  Coeffi- 
cienten  a«,  ßn,  yny  ^n  in  den  Coefficienten  der  voraufgehenden  Substitu- 
tionen dar,  insofern  durch  die  vier  Moduln  j»,j,,,-i,jn,«-«,ji.-2,n-i.ii 
im  Verein  mit  F»_i  und  Vn—i  die  Coefficienten  a,,,  ßn,  y*,  dn  bereits 
eindeutig  bestimmt  sind.  — 

Die  4n  wiederholt  genannten  Moduln  sind  nur  mittelbar  als 
Attribute  der  Gruppe  F  aufzufassen.  Sie  gehören  direct  vielmehr  nur 
erst  zum  Polygon  P^  (oder  dessen  Classe)  und  erscheinen  bei  Aus- 
wahl eines  anderen  Polygons  derselben  Gruppe  F  gewissen  Verände- 
rungen unterworfen,  die  wir  späterhin  in  Allgemeinheit  untersuchen. 
Vorab  wollen  wir  wenigstens  feststellen,  welches  die  Modtdn  des  mit 
Pq  conjugierten  Polygons  P^  sind,  wobei  die  Entwicklungen  von  pg.  309 
u.  f.  Geltung  gewinnen. 

Zeichnen   wir  die  Moduln  des  conjugierten  Polygons  durch  obere 

Indices  aus,  so  wird  zunächst  ji  =  ji  sein,  da  die  Substitutionen  F/ 

und  Vi  durch  Transformation  aus  einander  hervorgehen.    Des  weiteren 

können  wir  X  <-fi  als  Invariante  von  V/^iV/  ansehen  und  leiten  aus 

den  Rechnungen  von  pg.  310: 

(t-i) 

>^i-fl^i  =  *^i-|-l  K •  =  Vi  r,-j-i     Vi  •    Vi  «=»  Vi  K/4.1 

ab.  Die  beiden  Substitutionen  F/'~"^^  und  Vi^!fi^^  mit  gleichen  oberen 
Indices  entstehen  nun  aus  Vi  und  F^^i  durch  Transformation  vermöge 
einer  und  derselben  Substitution.  Es  ergiebt  sich  somit  ji\  f^i==  j^,.^  f^^. 
Für  die  Invarianten  j^^,  ...  ist  die  Reihenfolge  der  unteren  Indices 
nicht  mehr  gleichgültig*);  und  wir  müssen  an  Stelle  von  J,,  .-^i,  .-^j 

*)  Bei  einer  geraden  Permotation  der  unteren  Indices  bleibt  j^,,  unverändert, 

bei  einer  ungeraden  Permutation  geht  sie  in  die  pg.  367  mit  j^^s  bezeichnete 
Invariante  über. 

Fricke-Klein,   Automorphe  Fnnciionen.    I.  24 
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beim  conjugierten  Polygon  j/+2,  <-fi,t  einführen,  dem  Umstände  ent- 
sprechend, dass  bei  Umlaufung  des  conjugierten  n-Ecks  Nq  im  posi- 
tiven Sinne  die  Reihenfolge  Cn,  6»— i,  ...,  ^i\  ^i'  ^^^  Ecken  vorliegt 
Nun  ist: 

(16)  F/+, F,+.  V:=V,%V' 7ll, F/— '=(f/^,  V/^, V^) ■  F/^.  F,<'-" 

=  F-^^xF/|.F/'-"=  f/'-'>f4iV/;i«. 

Da  aber  F/*~^^,  F/^I^  ,  Fi+^^^  gleiche  obere  Indices  haben,  so  geht 
die  in  (16)  zuletzt  erhaltene  Substitution  durch  Transformation  in 
Vi  Fi+i  Ff4-2  über;  es  ist  somit  j/+2, ,+ 1,  ,•  =  j,-,  ,+i,  /+s. 

Anders  gestalten  sich  die  Dinge  bei  den  noch  fehlenden  Moduln 
jV,  <-!-».  Wir  greifen  hier  auf  die  wie  bisher  zu  beweisende  Gleichung 
zurück: 

auf  Grund  derselben  stellen  wir  leicht  den  Ausdruck  von  ji[  i^%  in  den 
bisherigen  Moduln  fest  Wir  fassen  die  Ergebnisse  sogleich  in  folgender 
Weise  zusammen:  Dem  Übergange  vom  ursprünglichen  Polygone  Pq  eum 
conjugierten  PJ  entspricht  die  folgende  roMonale  Transformation  der  Moduln: 


(17) 


ji',i  +  2=   —  ji^i^i^  jijiJ^^—  ji^i^lji^l^i^%+  ji^lji^i^l^i^^' 

Diese  Transformation  ist  ersichtlich  von  der  Periode  0wei,  und  darin 
spricht  sich  die  Gegenseitigkeit  des  Verhältnisses  der  beiden  con- 
jugierten Polygone  Pq  und  P^   aus. 

§  16.    Anfstellxuig  weiterer  für  die  Modnln  der  Gattung  (0,  n) 

gültiger  Bedingnngen. 

Die  charakteristischen  Bedingungen  fQr  die  Moduln  der  Gattung 
(0,  n)  sind  bisher  noch  nicht  vollzählig  aufgestellt;  es  fehlen  noch 
drei  Arten  von  Bedingungen,  von  denen  die  erste  Art  implicite  bereits 
in  den  voraufgehenden  Entwicklungen  zur  Geltung  kam. 

1)  Zunächst  ergiebt  sich  aus  Formel  (9)  pg.  367  mit  Rücksicht  auf 
die  Realität  der  Coefficienteu  von  Fi,  F2,  . . .,  F»,  dass  die  n  Discrimi- 
nanten  Di^  ,+1, 1+2*)  durchgehends  positiv  sein  müssen.  Nehmen  wir  der 
einfachen  Schreibweise  halber  das  Tripel  Fj,  Fg,  Fj  als  Repräsen- 
tanten eines  beliebigen  unserer  Tripel,  so  ist  die  aufgestellte  Bedingung 
explicite  durch: 


*)  untere  Indicea  t -f  1  bez.  t-j-^i  welche  n  übertreffen,  wird  man  natürlich 
stets  mod.  n  zu  redacieren  haben. 
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W  UiJtB  +  ^2^81  "r  JsJii       JihJi)   ^ 

^vi  "1^2    1.^8    1^1«  "xJis    1.728    yJiiJisJis     JiJiJii     JihJii     hJsJifi     ^) 

gegeben. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Ungleichung  aufzuweisen,  bemerken  wir, 
dass  durch  die  Invarianten  j\,  J2,  ji^j  für  welche  wir  hier  natürlich 
überall  an  den  Bedingungen  (8)  pg.  365  festhalten ,  ein  Paar  erster 
Species  Fj,  Fi  bis  auf  Transformation  festgelegt  ist.  Wir  berechnen 
Ä^s  J\i  hf  3\%  ^^^  particulares  Paar  F^,  Fg  und  fügen  sodann  j^  und  j^^ 
hinzu.  Durch  j^y  j^,  j^^  ist  aufs  neue  eine  Classe  von  Paaren  Fg,  F, 
festgelegt,  wobei  wir  unter  F^  die  eben  bereits  ausgewählte  Substitution 
verstehen  können.  F3  ist  dann  nur  erst  insoweit  bestimmt,  dass  wir 
diese  Substitution  noch  durch  eine  beliebige  Substitution  transformieren 
dürfen,  welche  F^  in  sich  überführt.  Aus  den  00^  so  eintretenden 
Substitutionen  F^  werden  zwei  oder  eine  ausgesondert,  indem  wir  ^'^3 
bez.  ji^  und  J^js  hinzusetzen.  Hierbei  wird  alsdann  j^^  über  die  Be- 
dingung jjs  <  —  2  hinaus  noch  an  (1)  gebunden  sein,  eine  Ungleichung^ 
deren  Bestehen  durch  (3)  pg,  365  in  der  That  noch  nicht  gewahrleistet 
ist  Um  letzteres  in  einfachster  Weise  zu  zeigen,  setzen  wir  etwa 
ji  =  0,  J2  =  2,  jg  =  0,  womit  wir  die  Ungleichungen  (3)  pg.  365 
einhalten,  und  finden  dann  durch  leichte  Entwicklung  von  (1): 

J\Z  ^  A       T    X      I 
«/tt  ^18 

eine  Bedingung,  welche  in  der  That  nur  im  Falle  j,2  ==>  ^'«s  ^"^^^  (3) 
pg.  365  bereits  erfüllt  ist.  — 

2)  Ein  weiteres  System  von  n  charakteristischen  Ungleichungen 
führen  wir  vermöge  der  folgenden  geometrischen  Überlegung  ein.  In- 
dem wir  F^,  Fj,  Ff  als  Reprasentanten  eines  beliebigen  unserem  Tripel 
ansehen,  wollen  wir  den  z.B.  schon  pg.245  benutzten  Umstand  betonen, 
dass  das  Polygon  P^  gänzlich  innerhalb  eines  zu  F^  gehörenden  cycli- 
schen  Discontinuitatsbereiches  gelegen  ist.  Dabei  ist  es  hinreichend, 
wenn  wir  diese  Eigenschaft,  im  Innern  eines  Discontinuitätsbereichs 
von  F2  zu  liegen,  nicht  für  das  Gesamtpolygon,  sondern  nur  für  die 
beiden  auf  e^  nächstfolgenden  festen  Ecken  6,  und  e^  weiter  verfolgen. 
Der  Ausdruck  dieser  Bedingung  in  den  Invarianten  des  Tripels  ist  die 
hier  gesuchte  Ungleichung. 

Die  Berechnung  der  fraglichen  Ungleichung  ist  ein  wenig  um- 
ständlich, wenn  auch  in  keiner  Weise  principiell  schwierig.  Man  wird 
die  Substitutionen  F,,  Fg,  F3  in  der  früher  geschilderten  Weise  aus 
den  Invarianten  berechnen,  wobei  F^,  V^  als  reduciertes  Paar  in  der 
Geraden  e^e^  die  imaginäre  Axe  liefert.    Letztere  drehe  man  nun  durch 

24* 
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Ausübung  von  Fi"  um  den  Punkt  e^  (cf.  Figur  129  pg.  361)  und  ver- 
lange, dass  sie  dabei  über  63  weggeschoben  wird.  Auf  die  Einzelheiten 
der  Rechnung  werden  wir  hier  nicht  eingehen,  sondern  sogleich  als 
Resultat  angeben:  Es  besteht  für  die  Moduln  von  Pq  die  Ungleichung: 

(2)  h  O18  +  iisiä»)  >  hii^  +  hJii  +  Jm  0?  —  2) , 

und  entsprechende  (n  —  1)  weitere  Ungleichungen  bestehen  für  die  übrigen 

Tripel  *). 

Hier  tritt  natürlich  aufs  neue  die  Frage  ein,  ob  die  Bedingung  (2) 
nicht  vielleicht  unter  Voraussetzung  von  (3)  pg.  365  und  (1)  pg.  371 
schon  von  selbst  erfällt  ist.  um  dies  zu  prüfen,  setzen  wir  etwa 
ji  =  jj  e=,  jj  s=5  2,  d.  h.  wir  denken  F^,  Fg,  F^  als  parabolische  Sub- 
stitutionen gewählt.    Es  folgt: 

A28  =  4(2  —  Ji8)0"i2i88  —  2i,2  —  2^  +  4), 
so  dass  unter  Obacht  auf  (3)  pg.  365  jedenfalls  D^^  >  0  ist.     Tragen 
wir   für  Ji28  seinen  Wert  (9)   pg.  367  in  (2)  ein,    so  geht  diese  Un- 
gleichung nach  kurzer  Entwicklung  in: 

—  ii8  <  k%Ji&  —  2 j, j  —  2 jsj3  +  2 
über.     Hiermit  ist,  wie  man  sieht,  in  der  That  eine  wesentlich  neue 
Bedingung  für  j^^  angegeben.  — 

3)  Endlich  bleibt  noch  eine  von  den  bisherigen   wesentlich  ver- 
schiedene Bedingung  für  die  Moduln  des  Polygons  P^  zu  erörtern  übrig. 
Es  war  ein  Princip  der  hier  gewählten  Behandlung  des  Polygons  P^  bez. 
des  n-Ecks  N^j  dass   wir  die  Kette  der  Seiten  des  letzteren   schritt- 
weise  untersuchten,   indem   wir  immer 
nur  drei  consecutive  Substitutionen  aus 
der  Reihe   Fi,  Fg,  . . .,  F„   unmittelbar 
mit  einander  in  Beziehung  setzten.    Es 
bat  dies  zur  Folge,  dass  die  bisherigen 
Betrachtungen  der  Mehrzahl  nach  ihre 
Gültigkeit  auch  für  solche  n-Ecke  be- 
wahren,   deren   Randcurvenketten,    wie 
i  \l  beim  Fünfeck  der  Figur  131,  zwei  oder 

mehrere  Windungen  darbieten.    Wollen 
sig,  131.  wir    in    eine    solche    Geradenkette    ein 

Polygon  einspannen,  so  muss  dasselbe, 
wie  Figur  131  andeutet,  mit  einem  inneren  Verzweigungspunkte  aus- 
gestattet werden. 

"*)  Im  Falle  (0 ,  8)  nimmt  die  tJngleichang  (2)  vermöge  (5)  pg.  347  sowie  auf 
Grund  der  Fussnote  pg.  867  die  bekannte  Gestalt  an: 
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Wir  gehen  dud  noch  einen  Schritt  weiter  und  setzen  wie  oben 
(pg.  305)  aus  zwei  conjugierten  n- Ecken  N^  und  N^  dieser  Art  ein 
Doppel-n-eck  zusammen.  Für  n^5  hat  es  keine  Schwierigkeit,  Doppel- 
n-ecke  zu  bilden,  für  welche  die  Windungsanzahlen  w  und  tv  der 
Berandungen  von  Nq  und  Nq  einzeln  oder  zugleich  >  1  sind.  Solche 
Doppel -n- ecke  sind  aber  keine  Discontinuitätsbereiche;  vielmehr  gilt 
der  Satz:  Für  die  hei  der  Gnippengattung  (0,  n)  auftretenden  Dappd-n- 
ecke  sind  die  WindungsawuMen  w^w  der  beiden  Elementar -n- ecke  selbst- 
verständlich beide  gleich  1. 

Die  hiermit  aufgestellte  Bedingung  kann  noch  in  etwas  anderer 
Weise  geometrisch  ausgedrückt  werden.  Denken  wir  ein  Doppel-n-eck 
mit  u;  as  1  und  u^'  >  1  vorgelegt,  dessen  auf  einander  bezogene  Seiten 
natürlich  gleich  sein  müssen.  Verwandeln  wir  dann  das  Doppel-n-eck 
in  ein  kanonisches  Polygon  nach  Vorschrift  von  pg.  305  und  wählen 
hierbei  den  Punkt  E  im  Verzweigungspunkte  von  N^,  so  entspringt  ein 
kanonisches  Polygon  Pq,  welches  zwar  keinen  Verzweigungspunkt  im 
Innern  aufweist,  bei  welchem  indessen  die  Winkelsumme  für  den  Gyclus 
zufälliger  Ecken  gleich  2f4/7t  und  also  >  2^  isi  Umgekehrt  führt  ein 
Polygon  Pq,  in  welchem  die  Winkelsumme  ein  von  2?r  verschiedenes 
Multiplum  von  2;r  ist,  auf  ein  Doppel-n-eck  mit  Verzweigungspunkt 
Die  Bedingung  «;'■=!  bringt  somit  zugleich  zum  Ausdruck  y  dass  die 
Summe  der  Winkel  im  Cyclus  zufälliger  Ecken  des  kanonischen  Polygons  P^ 
gleich  2n  ist. 

Die  vorstehenden  Darlegungen  schliessen  sich  den  voraufgehenden 
Entwicklungen  über  die  Invarianten j*,-,^V,, 4.1, ...  dadurch  unmittelbar  an, 
dass  wir  die  Windungsaneahlen  w 
und  w    als  Functionen  der  Invor  c, 

rianten  ji,  . . .  deuten.  Diese  Auf- 
fassung wird  durch  die  folgende 
kinematische  Überlegung  begrün- 
det, welche  letztere  ihrerseits  auf  ^ 
eine  Verallgemeinerung  des  oben 
(pg.  288)  für  n  —  3  erwähnten 
Hamilton'schen  Satzes  hinaus- 
kommt. 

Indem  wir  die  bekannten  an 
die  Winkel  fester  Ecken  zu  stellen- 
den Forderungen  zunächst  ganz  bei 

Seite  lassen,  legen  wir  ein  Doppel-n-eck  N,  N'  vor,  dessen  Seiten  jedoch 
wie  bei  den  Doppel -n- ecken  der  Gattung  (0,  n)  im  Innern  der  Ellipse 
verlaufen  oder  Ellipsensecanten  sind.    Es^soU  erstlich  «;  =  «/—!  sein 
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und  Datürlich  müssen  einander  zugeordnete  Seiten  stets  gleich  sein;  in 
Figur  132  ist  w  =  5  zur  Erläuterung  gewählt.  Wir  drehen  nun  N'  um  Cn 
in  der  Pfeilrichtung,  bis  ßn^ii— i  auf  der  ihr  gleichen  Seite  Cnen—i  liegt, 
und  stellen  diese  Drehung  durch  F«  dar.  Sodann  üben  wir  auf  W  eine 
analoge  Drehung  Vn—\  nm  e^—i  aus  und  fahren  so  fort,  bis  N'  durch  Aus- 
übung der  Drehung  V^  um  e^  seine  Anfangslage  wieder  gewinnt.  Diese 
Rückkehr  zur  Anfangslage  (welche  dem  Sinne  des  erwähnten  Hamil- 
tonischen  Satzes  entspricht)  drückt  sich  analytisch  durch  die  Relation  aus : 

(3)  Fl .  F« .  Fs  . .  •  F»  =  1. 

Man  lasse  nun  irgend  einen  Punkt  der  Ellipse,  welchen  wir  mit 
N'  starr  verbunden  denken,  an  den  Drehungen  von  N'  teilnehmen. 
Dieser  Punkt  wird  bei  Rückkehr  von  JV'  in  seine  Anfangslage  die 
Ellipse  im  positiven  Umlaufssinne  eine  gewisse  Anzahl  von  Malen 
vollständig  durchlaufen  haben.  Wir  wollen  diese  Anzahl  Ä  nennen 
und  nach  der  nötigen  Verallgemeinerung  der  Vorstellungen  näher 
bestimmen. 

In  der  Tbat  können  wir  den  gleichen  Ansatz  ohne  weiteres  auf 
solche  Doppel-n-ecke  ausdehnen,  welche  im  übrigen  durchaus  mit 
den  bisherigen  übereinstimmen,  nur  dass  die  Windungsanzahlen  «;,  w' 
beliebige  Werte  ^  1  haben  sollen.  Auch  nun  wird  für  die  auszuübenden 
Bewegungen  die  Relation  (3)  gelten  und  der  mit  N'  starr  verbundene 
Ellipsenpunkt  wird  die  Ellipse  eine  gewisse  Anzahl  Ä  von  Malen 
vollständig  beschrieben  haben. 

Zur  Bestimmung  von  A  bemerke  man,  dass  diese  Anzahl  bei 
stetiger  Verkleinerung  des  Doppel -n-ecks,  bei  welcher  natürlich  die 
Windungsanzahlen  intact  bleiben  und  die  auf  einander  bezogenen  Seiten 
beständig  einander  gleich  sein  müssen,  selber  unverändert  bleibt.  Wir 
werden  Ä  somit  am  unendlich  kleinen  Doppel-n-eck  mit  den  Windungs- 
zahlen Wy  w  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  am  Doppel-n-eck 
der  parabolischeniSbene  von  den  Windungszablen  w,  w  ablesen  dürfen. 
Dabei  wird  A  die  Anzahl  der  vollen  Umdrehungen  bedeuten,  welche 
die  parabolische  Ebene  um  ihren  unendlich  fernen  Punkt  ausführt, 
sofern  wir  das  n-Eck  "N*  und  mit  ihm  die  parabolische  Ebene  der 
oben  beschriebenen  Manipulation  unterwerfen.  Sind  die  einzelnen 
Drehungswinkel  ^„,  ^n— i,  .  . .,  ^i,  so  ist  demnach  direct: 

(4)  2nA  =  ^1  +  ^8  +  . . .  +  ^„. 

Es  bedingt  nun  eine  Vereinfachung  der  Überlegung,  wenn  wir 
"N'  um  den  Punkt  6,  nicht  im  positiven  Sinne  um  den  Winkel  •0'/, 
sondern  im  negativen  Sinne  um  (27r  —  ^i)  drehen.     Dreht  sich  dabei 
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die  mit  N'  fest  verbundene  parabolische  Ebene  um  ihren  unendlich 
fernen  Punkt  im  ganzen  A'  Male^  so  ist: 

n 

(5)  2ä^'  =  ^  (2  TT  —  »i)    und     A  =  n  —  A\ 

1=1 

Die  Ausfahrung  der  hiermit  beschriebenen  Bewegung  kommt  aber 
darauf  hinaus,  dass  wir  N'  auf  dem  festliegenden  n-Eck  N  abrollen 
lassen.  Um  diese  letztere  Vorstellung  noch  lebhafter  zu  gestalten, 
können  wir  die  Ecken  von  N  und  N'  abrunden,  indem  wir  nur  Sorge 
tragen,  dass  die  Perimeter  von  N  und  N'  dauernd  gleich  sind.  Unter 
Obacht  hierauf  können  wir  offenbar  sogar  noch  weiter  gehen  und  N 
und  N'  stetig  in  u^-fach  bez.  to'-t?Lch  gewundene  Kreise  umwandeln; 
dabei  müssen  dann  die  Radien  r  und  /  wegen  des  gleichen  Gesamt- 
umfangs  in  der  Beziehung  tor  =»  u/r   stehen. 

Lassen  wir  nun  den  so  gewonnenen  Ereis  N'  auf  N  abrollen,  so 
können  wir  während  dieses  Processes  die  Drehung  von  N'  um  seinen 
Mittelpunkt  leicht  controlieren.  Möge  der  Radius  von  N  nach  dem 
augenblicklichen  Berührungspunkte  des  Kreises  N'  den  Winkel  t  von 
der  Anfangslage  aus  beschrieben  haben,  während  sich  N'  bis  dahin 
um  seinen  Mittelpunkt  durch  den  Winkel  t'  gedreht  habe;  dann  zeigt 
eine  elementare  Betrachtung : 

rt  =  r  {f  —  t)     und  also     t'=t[\  +  ~)  • 

Für  t=^2wn  ist  die  Abrollung  vollendet;  es  ist  somit  der  zugehörige 
Wert  t'=2%Ä  gegeben  durch: 

t'  =  2nÄ  =  2ä  («;  +  w)     und  also     Ä  =  w  -{•  w. 

Die  Rückkehr  zur  Anzahl  A  vermöge  (5)  ergiebt  den  Satz:  Führt  man 
das  n-Eck  N'  durch  Ausübtmg  der  Drehungen  F„,  F„_i,  ...,  F2,  Vi 
in  seine  Anfangslage  zurück,  so  ist  hierbei  die  mit  N'  starr  verbundene 
Ellipse  A  =  n  —  w^  —  w^  Male  im  positiven  Umlaufssinne  vollständig 
in  sich  verschoben. 

Übrigens  ist  für  ein  n-Eck  die  Windungsanzahl  w  nicht  grösser  als 

die  grösste  ganze  Zahl  E  (— i— ) ;  welche  ^  — g—   ist.     Die  Anzahl  A 

der  Umdrehungen  der  Ellipse  genügt  somit  der  Bedingung: 

(6)  n  — 2>^>n-2£(^). 

Bei  den  Discontinuitätsbereichen  der  Gattung  (0,  n)  kommt  natürlich  nur 
die  grösste  Anzahl  A  =  n  —  2  vor. 
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Auf  der  anderen  Seite  bemerke  man,  dass  wir  die  Anzahl  A  und 
damit  auch  die  Summe  {w^  +  w^  für  unsere  Discontinuitätsbereiche  aus 
den  Invarianten  ji,  ji^  <+i,  . . .  berechnen  können.  Es  ist  dabei  für  die 
augenblickliche  Ausdrucksweise  zweckmassig,  in  der  g-Ebene  den  Haupt- 
kreis als  Einheitdkreis  zu  wählen,  wobei  das  Ellipsen  innere  in  das 
Innere  des  Hauptkreises  übergehe;  man  richte  es  so  ein,  dass  die 
sonst  auf  S  <»  0,  +1,  oo  bezogenen  Ellipsenpunkte  nun  die  Punkte 
g  tr=  —  i^  i  1>  4"  *  ^^^  Hauptkreises  liefern.  Die  Substitutionen 
Vif  V2,  ..•;  Vn  denken  wir  uns  zunächst  nach  pg. 368  in  den  Invarianten 
jiy  ji^  i^iy  . . .  dargestellt  und  werden  von  hieraus  die  Transformation 
auf  den  neuen  Hauptkreis  vollziehen. 

Nun  wähle  man  als  den  starr  mit  N'  verbundenen  Punkt  der 
Ellipse  bez.  des  Hauptkreises  g  =  —  i,  welcher  nach  pg.  342  der  eine 
Schnittpunkt  der  Geraden  e^  mit  der  Ellipse  ist  Übt  man  dann  Vn 
aus,  so  drückt  sich  der  von  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  beschriebene 
Bogen  des  Hauptkreises  zwischen  g  =  —  i  und  g  ■=  F»( —  %)  offenbar 
durch  die  Invarianten  allein  aus,  und  zwar  als  ein  bestimmter  zwischen 
0  und  27t  belegener  Bogen,  dessen  Sinus  und  Cosinus  eindeutig  von 
den  Invarianten  abhängen.  Dasselbe  gilt  von  den  weiter  sich  an- 
schliessenden Bogen  zwischen  g  =  F»( —  i)  und  g  =  Fn-.iF»( —  %)  u.  s.  w. 
Es  handelt  sich  dabei  für  gewöhnlich  um  Bewegungen  des  Punktes 
auf  dem  Hauptkreise  im  positiven  Sinne.  Rückläufig  wird  der  Punkt 
nur  bei  einer  solchen  hyperbolischen  Substitution  F,  bei  welcher  er 
in  der  projectiven  Ebene  mit  der  bezüglichen  hyperbolischen  Ecke 
auf  der  gleichen  Seite  der  zugehörigen  Polare  gelegen  ist*);  übrigens 
folgert  man  aus  der  Figur  des  Doppel -n-ecks  leicht,  dass  der  Punkt 
höchstens  einmal  rückläufig  werden  kann,  wobei  alsdann  der  auf  dem 
Hauptkreise  beschriebene  Bogen  negativ  in  Rechnung  zu  bringen  ist. 
Die  Summe  aller  berechneten  Bogen,  durch  2%  dividiert^  liefert  die  An- 
zahl A,  welche  solcherweise  als  eine  allerdings  transcendente,  aber  ein- 
deutig definierte  Function  der  Invarianten  -4.(j,-,  j,-,  <+i,  j,-,  ,_|.j)  erscheint. 
Wir  haben  es  alsdann  als  die  letzte  hier  zu  nennende  Eigenschaft  unserer 
Discontinuitätsbereiche  zu  bezeichnen ^  dass  für  ihre  Moduln  die  Gleichung: 

0)  ^Ui7  k  .+1)  i..  i+«)  =  w  -  2 

gültig  ist. 

Man  muss  aber  diese  Gleichung  nicht  dahin  auffassen,  dass  sie 
über  die  Gleichungen  (10)  pg.  367  und  (15)  pg.  369  hinaus  eine  Be- 

*)  Man  wird  diese  im  projectiven  Sinne  zwar  nicht  genaue,  aber  im  Interesse 
der  Kürze  gewählte  Ausdrucks  weise  nach  den  früheren  Darlegungen  über  die  Ge- 
stalt und  Lage  der  Polygone  in  der  projectiven  Ebene  nicht  missdeuten. 
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schränkung  in  der  Zahl  der  vorliegenden  variabelen  Parameter  zu  be- 
deuten hätte.  Sondern  wir  werden  den  entwickelten  Darlegungen  gemäss 

bei  gegebenem  n  im  ganzen  l2Jg(**'7  ) —  ij  Mannigfaltigkeiten  von  der 

gleichen  Dimensionenanzahl  (3n  —  6)  als  Losungen  der  citierten  Glei- 
chungen (10)  pg.  367  und  (15)  pg.  369  zu  erwarten  haben,  welche  den 
verschiedenen  Werten -4 «=  n  —  2,  n  —  3,  ...  entsprechend  durchaus  von 
einander  getrennt  sind.  Von  diesen  Mannigfaltigkeiten  ist  dann  nur 
die  erste  durch  (7)  als  für  die  Gattung  (0,  n)  in  Betracht  kommend 
bezeichnet. 

§  17.  Systematiaohe  ZusammensteUung  und  VollgtftndigkeitebeweiB  der 
oharakteristisohen  Bedingungen  für  die  Moduln  der  Gattung  (0,  n). 

Indem  wir  die  Ergebnisse  der  voraufgehenden  Paragraphen  zu- 
sammenfassen, gelangen  wir  zum  vollen  System  der  charakteristischen 
Bedingungen  für  die  Moduln  der  Polygone  der  GaUung  (0,  n).  Diese  Aus- 
drucksweise ist  wie  bisher  in  dem  Sinne  zu  verstehen,  dass  jedes  System 
von  Moduln,  welches  den  fraglichen  Bedingungen  genügt,  eine  und  nur 
eine  Glosse  von  Bolyg&nen  Pq  und  damit\Grupp€n  F  der  Gattung  (0,  n) 
definiert 

Die  fraglichen  Bedingungen  sind  die  folgenden: 

I.  Die  3n  Moduln  ji^  j,,  /4.1,  j,,  i^%  sind  reelle,  den  Bedingungen: 

(1)  i.^0,    j,-,+i<_2,    j,,,+,<-2 
genügende  Zählen,  und  es  gilt,  im  Folie  ji  <  2,  ausserdem: 

(2)  i.  =  2  cos  f 
mit  ganzen  Zahlen  h  ^  2. 

II.  Die  nach  (7)  pg,  366  zu  berechnenden  Zahlen  D,^  ,^-i,  ,_|.2  müssen 
den  n  Ungleichungeil  genügen: 

(3)  D,,,+i,,_|.2>0. 

III.  Mit  Hilfe  der  positiv  genommenen  Wurzeln  YD  berechnen  wir 
die  n  weiteren  Moduln: 

(4)        2j,,  ,4-1,  i^%  =  j/j.  +  l,  ,4-2  +  j.  +  l  j,,  .  +  2  +  ji-\-%ji,  i+1—jiji-^lji^i  + 

+  ]/Z),-,  1+1,14-2 

und  haben  zu  fordern,  doss  die  neun  algebraischen  Gleichungen  bestehen: 
welche  pg.  368  u.  f.  naher  betrachtet  ujurden. 
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IV.  Es  gelten  die  n  Ungleichungen: 

+  j/-i,/,.-hi(i«*— 2). 

V.  Endlich  besteht  die  Gleichung: 

(7)  ^0„  ;,,,+„  j,.,4.s)  =  n- 2.*) 

Die  aufgestellten  BedinguDgen  sind  zufolge  der  bisherigen  Unter- 
suchungen notwendig  und  von  einander  unabhängig**);  aber  auch  ihr 
YoUstandigkeitsbeweis  ist  im  bisherigen  schon  vorgezeichnet.  Wir 
werden  diesen  Beweis  in  der  Art  führen ,  dass  wir  fQr  ein  beliebiges 
in  Übereinstimmung  mit  I  bis  Y  ausgesuchtes  System  von  Moduln 
ein  und  von  Transformation  abgesehen  auch  nur  ein  kanonisches 
Polygon  Pq  als  zugehörig  nachweisen. 

Wir  bestimmen  erstlich  ein  particuläres  Paar  V^  V^  aus  Ji9Jf,Ji%f 
ziehen  die  Yerbindungsgerade  e^  der  beiden  Fixpunkte  und  wählen 
die  Pfeilrichtungen  in  Übereinstimmung  mit  Figur  123  pg.  349.  Ein 
Zweifel,  welche  Yerbindungsgerade  e^  unter  den  beiden  Möglichkeiten 
zu  wählen  ist  (hyperbolische  Diedergruppe^  cf.  pg.  346)^  kann  zufolge 
ji2  <  0  nicht  eintreten;  diese  Bemerkung  gilt  auch  für  die  sogleich  zu 
vollziehende  Construction  der  Seiten  ^^,  . . . 

Die  Substitutionen  Fs,  F4,  . .  .,  F„  sind  nun  aus  Fi,  F2  und  den 
Invarianten  eindeutig  und  zufolge  (3)  reell  bestimmt,  und  man  findet 
successive  die  Pfeilrichtungen  je  zweier  consecutiven  Paare  auf  Grund 
der  Ungleichungen  (1)  mit  Figur  123  pg.  349  in  Übereinstimmung 
(cf.  die  Entwicklungen  für  die  Gattung  (0,  3)  pg.  349  ff.). 

Man  markiere  die  Fixpunkte  €»,  . . .,  «n  von  Fs,  . . .,  F«  und  ziehe 
nach  derYorschrift  vonpg.348dieYerbindungsgeraden^e^,  i^, ...,  ei^. 
Nach  den  ausführlichen  Darlegungen  von  pg.  367  ist  es  die  Wirkung 

*)  Die  Gattung  (0,  3)  Bubsnmiert  sich  den  ffinf  Bedingungssystemen  des 
Textes,  wie  man  durch  Vergleich  mit  pg.  348  feststellen  wolle^  nicht  ohne  weiteres ; 
an  Stelle  der  zweiten  und  dritten  Ungleichung  (1)  gilt  nämlich  im  Falle  (0,  3) 
die  Bedingung  j^  i-ui  ^  ^*   ^^  Falle  (0,  4)  ist  aus  einem  nahe  liegenden  Grunde 

das  gleichzeitige  Verschwinden  der  vier  Invarianten  j^  unzulässig.  Dies  kommt 
im  Texte  dadurch  zum  Ausdruck,  dass  für  ^'j  ^  j^  =  j,  —  j^  «=  0  auch  ^j,  =  0 
wäre  und  also  zufolge  (4)  entgegen  der  Ungleichung  (3)  die  Gleichung  ^^,3  »  0 
bestände. 

**)  Doch  wolle  man  bemerken,  dass  nach  pg.  368  drei  unter  den  Gleichungen  (5) 
zur  Darstellung  von  i„_j  „_,  „,  J„_i  „  i,i„  |  2   dienen,    und  dass  für  diese 

Invarianten  auch  bereits  drei  unter  den  Gleichungen  (4)  gelten.  Auch  übrigens  soll 
die  Bemerkung  des  Textes  nur  so  verstanden  werden,  dass  keines  unter  den  sechs 
„Systemen"  charakteristischer  Bedingungen  (1)  bis  (6)  entbehrlich  iet.  Die  Frage, 
ob  jede  einzelne  Bedingung  von  den  übrigen  unabhängig  ist,  lassen  wir  unerörtert. 
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des  positiven  Zeichens  der  Wurzeln  in  (4)^  dass  in  der  Kette  der  Geraden 
^lA;  '^y  •••>  ^^i  J®^®  folgende  von  der  Richtung  der.  vor  aufgehenden 
nach  links  abweicht.  Wir  gewinnen  so  ein  geschlossenes  n-Eck  N 
mit  concaven  Winkeln,  dessen  Windungsanzahl  w  einstweilen  unent- 
schieden bleibt. 

Nach  pg.  369  gilt  infolge  der  Gleichungen  (5)  für  die  n  Sub- 
stitutionen Fl,  Fj,  . . .,  F«  die  Relation: 

(8)  Fl .  F, .  F»  . . .  F,  =  1. 

Bestimmen  wir  jetzt  nach  der  Vorschrift  von  pg.309  u.f.  das  conjugierte 
System  F/,  Fj',  . . .,  F«',  so  ist: 

(9)  f;  .  Fn'-i .  f;-.2  •  •  •'  Fl'  =  1 

eine  identische  Folge  von  (8).  Wir  wenden  demnächst  auf  die  Kette 
der  Seiten  von  J^  den  pg.  309  ausführlich  geschilderten  Process  der 
Umlegung  zur  conjugierten  Kette  e^i^,  e^e^'y  e^'e/,  ...  an.     Dabei  ist: 

und  der  Endpunkt  e^  der  letzten  Seite  ei^i  rückt  nach  ei=V%V9  •  •  •  F»(^i) 
=  Vr\ei)  und  erreicht  also  als  Fixpunkt  von  V^  seine  Anfangslage 
wieder.  Wir  gewinnen  damit  ein  geschlossenes  und  mit  N  conjugiertes 
Polygon  N'. 

Nun  kommen  die  Ungleichungen  (6)  zur  Geltung,  denen  zufolge 
e,_i  mit  et^i  in  einem  Normalbereich  von  Fi  liegen.  Die  Folge  ist, 
dass  in  der  Seitenkette  von  N'  bei  Durchlaufung  von  €j  nach  e^,  e^,  ... 
jede  folgende  Seite  gegen  die  voraufgehende  nach  rechts  ausweicht.  Es 
liegt  somit  ein  Doppel -n- eck  Nj  N'  von  oben  betrachteter  Art  vor. 

Endlich  haben  wir  noch  hervorzuheben,  dass  zufolge  (7)  die 
Windungsanzahlen  w  und  w  unserer  beiden  n-Ecke  N  und  N'  beide 
gleich  1  sind. 

Man  verwandele  nun  das  Doppel- n- eck  nach  pg.  305  in  ein 
Polygon  Pq,  dessen  Seiten  durch  F^,  Fg,  . . .,  F«  auf  einander  bezogen 
sind.  Dieses  Polygon  wird  offenbar  keinen  Windungspunkt  darbieten, 
und  die  Winkelsumme  der  zufalligen  Ecken  von  P^  ist  gleich  2n, 
Liegt  Ci  im  Ellipseninneren,  so  hat  P^  hierselbst  zufolge  (2)  den  Winkel 

-|--     Dem  Bedenken,  ob  nicht  vielleicht  der  Polygon winkel  \it pj 

vorliegen  möchte,  begegnet  man  einfach  durch  die  Bemerkung,  dass 
Vi  und  F-f-i  zufolge  der  Bedingungen  (1)  und  (2)  nach  pg.  348  ein 
brauchbares  Polygon  (0,  3)  liefern.  Der  Winkel  des  letzteren  bei  c< 
ist   aber    gleich    dem  Winkel  unseres  Polygons  P^,   welcher  demnach 

wirklich  gleich  y-  ist. 
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Hiermit  haben  wir  am  gewonnenen  Polygon  alle  Eigenschaften 
eines  Discontinnitatsbereiches  der  Gattung  (0^  n)  nachgewiesen,  und 
also  bestätigt  sich  die  Vollständigkeit  der  Bedingungen  I  bis  V.  — 

Es  wird  am  Platze  sein^  die  voraufgehenden  Entwicklungen  durch 
Betrachtung  einiger  besonderer  Gruppen  zu  illustrieren;  diesem  Zwecke 
mögen  die  beiden  folgenden  Beispiele  dienen. 

1)  Wir  ziehen  etwa  zunächst  die  bereits  pg.  279  benutzte  Gruppe  (0, 4) 
heran  und  halten  an  dem  in  Figur  87  pg.  279  mit  den  Ecken  e^^e^yC^^e^ 
versehenen  Elementarviereck  fest.  Die  Erzeugenden  V^...,  V^  sind  dann: 


Fi  = 


0,         - 

1/2 

3  — Vll 
l       V2      ' 

0 

> 

1  -  Vii 

2         ' 

6  +  Vn 

2 

-b  +  VTi 

2           ' 

1  +  V 

2 

11 

V, 


J_ 

Vi' 
j 


v,= 


-1,     3+1/11 

3-1/n,     1 


wobei  die  Vorzeichen  der  Coefficienten  nach  der  Vorschrift  von  pg.  345 
fixiert  sind.   Für  die  Invarianten  berechnet  man  von  hieraus  die  Werte: 

i« -i34  ==  - V^,    ii» =i« 2>/2, 

womit  die  Bedingungen  (1)  und  (2)  in  diesem  Falle  bestätigt  sind. 
Weiter  ergiebt  sich  für  die  Discriminanten: 

^33=3«.  11,  As4=2'll,  All  =  2^  Z)4,2  =  2'•3^ 
so  dass  die  Ungleichungen  (3)  erfüllt  sind.  Auch  ergeben  die  Glei- 
chungen (4)  die  richtigen  Werte  Jm'^JifJiu'^Jif  •  • -^  ^i®  ^^^ 
leicht  feststellt.  Die  Gleichungen  (5)  übergehen  wir,  da  wir  dieselben 
weiterhin  für  den  Fall  n  =  4  noch  allgemein  zu  discutieren  haben. 
Dagegen  überzeuge  man  sich,  dass  die  Ungleichungen  (6)  erfüllt  sind. 
Die  Gleichung  (7)  endlich  controlieren  wir  in  der  Art,  dass  wir  den 
Punkt  t  =  0  fest  mit  dem  conjugierten  Viereck  verbunden  denken 
und  sodann  die  Bewegungen  V^,  F,,  F,,  F^  ausüben.  Da  es  sich  hier 
um  lauter  elliptische  Substitutionen  handelt,  so  wird  der  fragliche 
Punkt  des  Hauptkreises,  d.  i.  hier  der  reellen  g-Axe,  nie  rückläufig. 
Bei  Ausführung  der  Bewegungen  rückt  nun  der  anfangs  bei  ^  =  0 
gelegene  Punkt  nach  einander  nach  S  +  f/Tl,  1,  cx>,  0  und  beschreibt 
somit,  wie  es  sein  muss,  die  reelle  ^-Axe  zweimal  vollständig.  — 
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2)  Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  eine  Gruppe  der  Gattung 
(0^  5).  Setzen  wir  die  Gleichung  der  fundamentalen  Ellipse  in  die 
Gestalt: 


(10) 


7^1^— 5^—^  =  0 


und  bilden  die  gesamten  ternären  unimodularen  Substitutionen  erster 
Art  der  Ellipse  (10)  in  sich,  so  gewinnen  wir  nach  der  Umsetzung 
in  S- Substitutionen  die  in  Aussicht  genommene  Gruppe.  Dieselbe  ge- 
hört der  Gattung  (0^  5)  an;  denn  der  Discontinuitatsbereich  ist,  wie 
wir  im  nächsten  Abschnitt  noch  ausführlich  sehen,  bei  zweckmässiger 


Auswahl  von  t  durch  das  DoppelfÜnfeck  der  Figur  133  gegeben.   Die 
Ecken  ^i,  e,; . . .,  ^5  des  links  gelegenen  Elementarfünfecks  liegen  bez.  bei: 


e  =  i, 


tl/2  -  1/7  +  t  ys         -  |/6_+  t 


3— V7' 


-\   9 


V6(8-l/7) 


1/7 


Es  handelt  sich  hier  um  zwei  mit  einander  symmetrische  Elementar- 
fünfecke, so  dass  die  Gruppe  durch  Spiegelung  an  der  imaginären 
Axe  erweiterungsfähig  ist;  es  ist  dies  durch  die  Schraffierung  in  der 
Figur  angedeutet.     Die  Winkel  des  ElementarfÜnfecks  in  den  Ecken 

und  also  sind  unter  den 


^l>    ^2  7 


65  sind  bez.    -- 


n       n       n       n 

fünf  Erzeugenden  vier  von  der  Periode  zwei  und  eine  von  der  Periode 
drei.  Die  Erzeugenden  sind  unter  richtiger  Fixierung  der  Vorzeichen 
ihrer  Coefficienten : 
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r.= 


0,1) 
1,0 


K  = 


0, 

Vi 


0 


1+1/7  3+K7 


,     n  = 


VE 


^'o+'^-V5,  ^ 


F4 


>/5,  1+1/7 

l-VT",     -I/5J 


F. 


V6 

V7| 

Vä' 

V2 

]/7 

1/6 

V2' 

V2 

Auf  dieser  Grundlage  ist  es  nun  leicht^  die  Invarianten  zu  be- 
rechnen und  an  ihnen  die  charakteristischen  Bedingungen  I  bis  Y  zu 
bestätigen.     Man  findet: 


i.=o, 


i.-o, 


is=ii 


^4  =  0, 


Ä=o, 


^=-3>/2,   j,,=  -yiO,     j,,=  -)/35,    i« 2|/2,  ./,,  =  -yi4, 

i„  =  -3l/5,   j,, 2]/l4,   Ä,= VTÖ,  J4i  =  -2V^7,  ^=-3/7 

in  Übereinstimmung  mit  den  Bedingungen  I.  Weiter  findet  sich  fQr 
die  Discriminanten  nach  (7)  pg.  366: 

An  =  2.7*,    A«  =  2*-5-7,   ^45=2',  i>46.  =  2»-5,   A«  =  2«.5.7, 

womit  sich  die  Bedingungen  II  bestätigen.  Die  Gleichungen  (4) 
liefern  nun: 

j,„=2>/2,    i„4=}/l4,    i,4s=3l/2,    ^,  =  ]/ro,    Ä„  =  l/35. 

Diese  Werte  stimmen  nach  Zeichen  Wechsel  mit  den  Werten  j^ ,  jr^^ ,  j^^ ,  jjj,  J^^ 
aberein;  in  der  That  ist  ja  ViV^V^  =  Fs"  Fi""  ,  . . . .  Indem  wir  die 
Gleichungen  (5)  wegen  ihrer  Compliciertheit  auch  hier  übergehen,  be- 
stätigen wir  leicht  die  Ungleichungen  (6).  Zur  Controle  der  Gleichung 
(7)  endlich  denke  man  den  Punkt  g  =  0  fest  mit  dem  conjugierten 
Fünfeck  verbunden  und  übe  auf  dasselbe  nach  einander  die  Bewegungen 
^6>  ^Af  ' ' '}  ^1  ^^^'  ^^^  anfangs  bei  g  =  0  gelegene  Punkt  rückt 
nach  einander  an  die  Stellen: 


0      -^' 

VI' 


2+y7 


0,    oo,    0; 


da  er  niemals  rQckläufig  wird,  so  beschreibt  er,  wie  man  leicht  fest- 
stellt, die  reelle  Axe  in  Übereinstimmung  mit  (7)  drei  Male.  — 
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§18.   Die  in  der  Gattung  (0,  n)  enthaltenen  Familien  von  Gmppen- 
olassen.     Continnitätsbetrachtang  und  Ezistenzbeweis. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Moduln  der  Gattung  vom 
Charakter  (0,  n)  aufgestellten  charakteristischen  Bedingungen  zeigen 
unS;  in  welchem  Bereich  wir  diese  Moduln  als  willkürlich  variabel 
anzusehen  haben ,  um  die  gesamten  der  Gattung  angehörenden  Classen 
von  Gruppen  zu  gewinnen.  Es  ist  indessen  wünschenswert^  den  Ge- 
samtumfang der  Gattung  (0^  n)  in  einer  mehr  anschaulichen  Weise 
darzulegen;  hierzu  dienen  die  folgenden  auf  geometrischen  Vorstellungen 
basierenden  Betrachtungen. 

Wie  früher^  so  definieren  wir  auch  hier  zunächst  den  Begriff 
einer  Familie  von  Polygonen  oder  Gruppen  (0^  n).  Liegen  v  untrer  den 
n  festen  Ecken  e  von  Pq  auf  oder  innerhalb  der  Ellipse ,  so  nennen 
wir  diese  v  Ecken  in  ganz  beliebiger  Reihenfolge  c^,  ö,^,  ...,  e/^.  Mögen 
ihnen  im  Sinne  von  (2)  pg.  377  die  v  ganzen  Zahlen  l^,  l^,  , .  .,  U 
zugehören,  welche  einzeln  >  2  sind,  die  Möglichkeit  li  =  c»  ein- 
geschlossen. Alle  Polygone  (oder  Gruppen)  mit  dem  gleichen  v  und 
denselben  Zahlen  2,,  l^,  .  • .,  Ir  fassen  wir  zu  einer  Familie  zusammen 
und  bezeichnen  (0,  n;  2],  l^,  . . .,  h)  als  die  Signatur  der  Familie.  Es 
ist  dabei  die  Reihenfolge  der  Zahlen  l^  l^y  . . .,  l^  bez.  der  zugehörigen 
Ecken  auf  dem  Rande  von  Pg,  wie  schon  hervorgehoben,  ganz  gleich- 
gültig (cf.  die  Entwicklungen  über  die  Elementartransformationen 
zweiter  Art  pg.  301  ff.  sowie  pg.  325  ff.).  Für  v  ^=^0  ordnet  sich  die 
Gesamtheit  aller  Gruppen  (0,  n)  ohne  elliptische  und  parabolische 
Substitutionen  als  eine  einzige  Familie  der  Signatur  (0,  n)  ein. 

Es  gilt  nun  wieder  der  Satz,  dass  die  Polygone  der  einzelnen 
Familie  ein  Continuum  bilden.  Man  würde  dies  durch  Discussion  der 
Bedingungen  (1)  u. s.w.  pg.  377  zeigen  können;  indessen  ist  es  einfacher, 
unter  Gebrauch  des  Schlusses  der  vollständigen  Induction,  wie  schon  in 
Aussicht  genommen,  ein  directes  geometrisches  Beweisverfahren  zu  wählen. 

Es  ist  oben  (pg.  353)  gezeigt  worden,  dass  die  einzelne  Familie 
der  Gattung  (0,  3)  ein  Continuum  darstellt.  Wir  nehmen  nun  an,  der 
zu  beweisende  Satz  gelte  für  die  Familien  der  Gattung  (0,  n —  1),  und 
können  dann  zeigen,  dass  er  auch  noch  bei  (0,  n)  erhalten  bleibt. 
Die  allgemeine  Gültigkeit  wird  damit  bewiesen  sein. 

Mögen  nun  zwei  Gruppen  F  und  JT'  der  Gattung  (0,  n)  vorliegen, 
welche  derselben  Familie  angehören.  Wir  können  dann,  wenn  über- 
haupt i'  >  0  ist,  nötigenfalls  unter  Anwendung  einer  Transformation 
(cf.  pg.  301  ff.)  zwei  zugehörige  Polygone  Pq  und  Pq  bilden,  in  denen 
die  V  Zahlen  2|,  Z^,  . . .,  Z»  in  dieser  Reihenfolge  zu  den  v  ersten  Ecken 
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e^,  ^2,  . . .,  Cy  bez.  e^,  e^\  . . .,  Cy  gehören.  Bei  i;  =  0  indessen  wählen 
wir  Pq  und  Pq  nach  Belieben.  Die  zu  Pq  und  Pq  gehörenden  Er- 
zeugenden der  Gruppe  seien  F,,  Fg,  .  . .,  F«  und  F/,  V^,  . . .,  F«;  für 
die  V  ersten  stimmen  die  Invarianten  überein:  j^  =s  j^^  , ,  ,^  f^  =  j^. 

Nach  pg.  363  kann  man  F  durch  Composition  aus  einer  Gruppe  Fn—i 
von  der  Gattung  (0,  n  —  1)  und  den  Erzeugenden  Fi2=  V^V^,  ^s  •••>  ^« 
mit  einer  Gruppe  F^  von  der  Gattung  (0,  3)  und  den  Erzeugenden 
Vi)  y%)  FiT*  herstellen.  Möge  F'  in  derselben  Weise  durch  Composition 
aus  Fn-i  und  F^  entspringen.  Die  Substitutionen  Vi%y  Vi%  sind  dann 
beide  hyperbolisch  (cf.  pg.  362),  ihre  Invarianten  brauchen  zunächst 
nicht  übereinzustimmen. 

Zufolge  der  letzten  Bemerkungen  gehören  die  Gruppen  Fn—i  und 
Fn— 1  der  gleichen  Familie  an.  Der  Voraussetzung  nach  können  wir 
somit  Fn—\  in  Fn_i  continuierlich  überführen,  ohne  dabei  aus  der 
Familie  herauszutreten.  V^^  geht  dabei  continuierlich  in  F12  über  und 
bleibt  während  der  Abänderung  beständig  hyperbolisch. 

Andererseits  gehören  auch  F^  und  F^  derselben  Familie  an,  so 
dass  wir  auch  F^  continuierlich  in  F^  überführen  können,  ohne  die 
Familie  zu  verlassen.  Da  aber  bei  (0,  3)  die  Invariante  j^^  unterhalb 
—  2  beliebig  variabel  ist  (cf.  pg.  348),  so  können  wir  die  Überführung 
von  Fg  in  F^  derart  ausführen,  dass  V^^  dabei  genau  die  bereits  so- 
eben  bei  Überführung  von  Fn— 1  in  F»— 1  vollzogene  Abänderung  erföhrt. 
Beide  Processe  können  daraufhin  zugleich  ausgeführt  werden;  und  es 
kommt  dies  offenbar  darauf  hinaus,  dass  wir  die  ursprünglich  vorgelegte 
Gruppe  F  der  Gattung  (0,  n)  innerhalb  ihrer  Familie  continuierlich  in 
F'  Überföhren.  Die  Behauptung,  dass  allgemein  die  Gruppen  der 
einzelnen  Familie  ein  Continuum  bilden,  ist  damit  bewiesen. 

Es  tritt  ferner  die  Frage  auf,  ob  für  jede  denkbare  Signatur 
(0,  w;  li,  /j,  . . .,  ly)  mit  gangen  Zahlen  l>2  atidi  wirklidi  Gruppen 
existieren.  Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  kann  man  wiederum 
durch  das  Schluss verfahren  der  vollständigen  Induction  erhärten.  Wir 
nehmen  an,  dass  bei  der  Gattung  (0,  n  —  1)  Gruppen  jeder  Signatar 
vorkommen,  und  können  dann  dasselbe  für  die  Gattung  (0,  n)  beweisen. 
Denn  ist  (0,  n;  l^l^j  . . .,  U)  vorgelegt,  so  greifen  wir  eine  Gruppe 
der  Signatur  (0,  n —  1;  ij,  Z^,  ...,  U)  auf*),  die  wir  Fn—i  nennen,  und 
die  F12»  F3,  F4,  ...,  Vn  zu  erzeugenden  Substitutionen  hat.  Componieren 
wir  Fn—i  mit  einer  nach  pg.  348  zu  gewinnenden  Gruppe  F3  von  der 
Signatur  (0,  3;  l^,  l^)  und  den  Erzeugenden  Fi,  F2,  FiTS  so  entspringt 
offenbar  eine  componierte  Gruppe  der  gewünschten  Signatur. 


*)  Für  fr  <  3  tritt  an  Stelle  deseen  die  Signatur  (0,  n  —  1) 
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Haben  wir  für  die  vorgelegte  Signatur  eine  einzige  Gruppe  ge- 
wonnen^ 80  lehren  nun  die  Bedingungen  (1)  bis  (7)  pg.  377,  in  welcher 
Weise  wir  die  zugehörigen  Moduln  als  variabel  ansehen  müssen,  um 
die  ganze  Familie  zu  gewinnen.  Bereits  pg.  368  u.  f.  wurde  erörtert,  dass 
die  Gleichungen  (4)  und  (5)  pg.  377  die  3n  Invarianten  j,-,  ji^  ,_|_i,  ji^  i^% 
auf  (3n  —  6)  unabhängige  einschränken.  Die  v  Gleichungen  (2)  pg.  377 
ergeben  eine  weitere  Reduction  auf  (3n  —  6  —  v)  unabhängig  veränder- 
liche Moduln.  Ungleichungen  können  den  Grad  dieser  Veränderlichkeit 
nicht  mehr  herabdrücken,  und  auch  durch  die  Gleichungen  (7)  pg.  378 
kann  dieses  nicht  eintreten,  wie  aus  der  pg.  376  u.  f.  besprochenen 
Bedeutung  dieser  Gleichung  hervorgeht. 

Unter  Zusammenfassung  der  zuletzt  gewonnenen  Ergebnisse  haben 
wir  demnach  folgenden  Satz:  Die  Gattung  vom  Charakter  (0,  n)  ser- 
faUt  in  unendlich  viele  Familien  der  Signatur  (0,  n;  2i,  ^2;  •  •  v  ^y)f  ^^ 
0  ^  V  ^  n  ist  und  die  i^,  Zj,  ...  irgend  welche  ganee  Zahlen  >  1,  den 
Wert  oo  eingeschlossen  f  vorstellen.  Jede  einzelne  Familie  stellt  ein 
(3n  —  V  —  6)- fach  unendliches  Continuum  von  Gruppendctösen  dar. 

§  19.    Die  oharakteristisohen  Bedingungen  der  Modnln  und  die 
Mannigfaltigkeit  aller  Gruppen  der  Gattung  (p,  n). 

Zur  Untersuchung  der  kanonischen  Polygone  der  Gattung  (jp,  n) 
hatten  wir  die  einzelne  hierher  gehörige  Gruppe  aus  einer  Gruppe 
vom  Charakter  (0,  n  -{-  p)  und  p  Gruppen  (1,  1)  durch  Composition 
hergestellt.  Für  die  Theorie  der  Moduln  der  Gattung  (jp,  n)  ist  der 
Gebrauch  eines  anderen,  aber  mit  dem  bisherigen  sehr  nahe  verwandten 
Compositionsverfahrens  vorteilhafter.  Um  dasselbe  zu  beschreiben,  gehen 
wir  für  einen  Augenblick  auf  die  Gattung  (1,  1)  zurück. 

Eine  Gruppe  der  Gattung  (1,  1)  möge  F«,  F*,  Ve  zu  Erzeugenden 
haben,  wobei  Fe  hyperbolisch  sein  soll;  für  die  zugehörigen  Moduln 
halten  wir  an  allen  Festsetzungen  und  Ergebnissen  von  pg.  354  ff. 
fest,  d.  h.  es  gilt  vor  allem: 

(1)  •  ja>2,     jö>2,     jaö>2,     jc<-2. 

Führen  wir  nun  die  auch   schon  pg.  186  gebrauchte  Substitution  Va 
ein,  so  ist: 

(2)  rL=r,vr'rr'\   Ve=v:ra. 

Die  drei  Invarianten  ja,  ja,  ic*)  des  Substitutionenpaares  FJ,  F^  genügen 
neben  den  Bedingungen  (1)  der  Ungleichung: 

•)  Da  F^  aus  F~^  durch  Traneformation  hervorgeht,  so  stimmen  die  In- 
varianten von  V^  und  V^  überein. 

Fricke-Klein,  Antomorphe  Functionen.    L  26 
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ja*  +  ja*  +  je'  -  jajajc  -  2  >  2, 

welche   man   sofort   als   eine  Folge  Ton  (1)  erkennt.    Nach  pg.  348 
sind  somit  F«,  7^,  Fe""*  die  Erzeugenden  einer  Gruppe  (0,  3). 

Auch  geometrisch  ist  die  Entstehung  dieser  Gruppe  (0,  3)  sehr 
leicht  darzulegen;  Figur  134  soll  diesem  Zwecke  dienen.    Es  ist  hier 

erstlich  das  zu  Va,  Vt 
gehörende  Viereck 
der  Gruppe  (1,  1) 
gezeichnet  und  links 
daneben    das   durch 
Vb  aus  ihm  hervor- 
gehende Viereck  an- 
gefügt;   letzteres 
liefert     F«,    Fj    als 
Gruppenerzeugende. 
Von  hieraus  gewinnt 
man    den   Disconti- 
uuitätsbereich    der 
Gruppe  (0, 3)  einfach 
dadurch^  dass  man  über  den  durch  V^  auf  einander  bezogenen  freien 
Seiten  des  Doppelvierecks  jeweils  geradlinige  Dreiecke  mit  den  Spitzen 
Caj  e'a  zeichnet  und  dein  bisherigen  Bereiche  anfägi    In  Figur  134  ist 
dies  näher  ausgeführt. 

Sei   nunmehr   eine   beliebige  Gruppe  F  der  Gattung  (jp,  n)   vor- 
gelegt, deren  Erzeugende 


Fig.   1S4. 


(3) 


Kl,   •  .  .,    r»,        Ka^,    Vbif    Kcj,    .  .  .;   r a   ,    Ka  ,    Ve 


sind.  Wir  schalten  nun  die  Vbj^  einstweilen  aus  und  ersetzen  die  F«^ 
nach  (2)  durch  die  p  Substitutionen  Vaj^.  Es  besteht  alsdann  zufolge 
pg.  186  die  Relation: 


(4) 


Fx-F, 


F,  •  Fa7' .  F«;-* 


F""^ .  F  ■"*  =  1 


—  1 


und  die  an  ihr  beteiligten  Substitutionen  F^,  V^"^  y  ^a*"^  ^^  ^^  ■^' 
zeugenden  einer  Gruppe  der  Gattung  (0,  n  +  2p).  Zufolge  der  voraus- 
gesandten Darlegungen  können  wir  diese  Gruppe  (0,  n  -|-  2p)  her- 
stellen, indem  wir  die  Gruppe  (0,  n -{-  p)  der  Erzeugenden: 


—  1  Tr— 1 


Fi  F     F"*  F 

mit  den  p  soeben  gewonnenen  Gruppen  (0,  3)  von  den  Erzeugenden 
Fö^,  Vaj^y  V^    componieren.   Die  Gruppe  (0,  n  +  2|))  wird  somit  der 
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Oesamtgruppe  (|),  n)  näher  kommen,  d.  h.  eine  umfassendere  Unter- 
gruppe der  letzteren  sein,  als  die  Gruppe  (0,  n  -f'i')* 

Um  die  Classe  der  Gruppe  F  eindeutig  durch  Moduln  festzulegen, 
führen  wir  nun  vor  allem  nach  den  Vorschriften  der  vorangehenden 
Paragraphen  das  Modulsystem  der  eben  gemeinten  Grtippe  (0,  n  +  ^p) 
ein.  Da  jedesmal  die  beiden  Substitutionen  Vaj^^  Vaj^  gleiche  Invarianten 
haben,  so  sind  unter  den  Moduln  der  Gruppe  (0,  n-f-^p)  ii^i  ganzen: 

(5)  3(n  +  2jp)  —  V  —  6  —  1)  =  3n  —  1/  +  5j)  —  6 

natürlich  unter  Einhaltung  der  charakteristischen  Ungleichungen  un- 
abhängig variabel.  Man  merke  an,  dass  zu  dem  in  Rede  stehenden  Modul- 
system auch  die  Invarianten  jo  als  Simultaninvarianten  von  F^,  Va 
gehören. 

Setzen  wir  nunmehr  die  p  Substitutionen  F»^  hinzu,  so  treten 
damit  zugleich  die  2p  Invarianten  >^,  jai^.hj^  auf,  wobei  die |>  Gleichungen 
bestehen  werden: 

(6)  ja    +  y  +  i«6*  —  jajbjab  —  je  —  2  =  0- 

Wir  werden  hier  etwa  die  p  Invarianten  j^^  als  unabhängige  Moduln 
den  bisherigen  hinzufügen,  so  dass  die  Gesamtzahl  unabhängiger  Moduln 
sich  auf: 

(7)  3w  — t;  +  6jp  — 6 

belauft.  Die  Invariante  jab  ist  nun  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 
(6),  und  da  jab  reell  ist,  so  gilt: 

(8)  jb'Oa'  ~  4)  >  MjJ  -  je  -  2). 

Dem  gewählten  Entwicklungsgange  gemäss  werden  wir  diese  Un- 
gleichung als  eine  Bedingung  für  jt  auffassen,  deren  Erfüllung  durch 
die  ohnedies  zu  fordernde  Bedingung  jt  >  2  offenbar  noch  nicht  ge- 
währleistet ist. 

Indem  wir  die  Wurzel  jab  von  (6)  adjungieren,  ist  F*  eindeutig 
bestimmt.    Es  ist  nämlich  mit  jab  auch  die  Invariante: 

(9)  jab  =  ja,  -6  =  jajb  —  jab       VOU       F«  F^  =  Fft  F«"^ 

eindeutig  bestimmt,  die  übrigens,  wie  man  leicht  bemerkt,  die  zweite 
Wurzel  der  Gleichung  (6)  isi  Es  ist  ferner  die  Invariante  jb,—c  be- 
kannt, nämlich  =  jt,  da 

zutrifft.  Schreibt  man  nun  die  Invarianten  jt,  jab,  jahj  jb.-c  in  den 
Coefficienten  von  Fj  sowie  in  denjenigen  der  übrigen  beteiligten  Sub- 
stitutionen Vaj  Vaj  Vc  an,  so  liegt  analog  wie  in  (1)  und  (2)  pg.  365  ein 

26* 
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System  von  vier  linearen  Gleichungen  für  F,  vor,  aus  dem  wir  V, 
berechnen  können.  Das  Verschwinden  der  Determinante  ist  nämlich  stets 
ausgeschlossen;  denn  dies  würde^  wie  man  durch  Ausrechnung  (cf.  (8) 
pg.  366)  leicht  feststellt^  die  Folge  haben ^  dass  die  Fixpunkte  Ca,  e'a 
und  ec  von  Vay  Va,  Fe  entgegen  der  Eigenart  des  zugehörigen  Dis- 
continuitatsbereiches  (0,  3)  auf  einer  Geraden  liegen. 

Es  ist  weiter  die  Frage,  ob  man  allgemein  angeben  kann,  welche 
der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  die  Invariante  jab  ist.  Dies 
lässt  sich  nicht  angeben.  Gerade  so  gut,  wie  F^;  kann  man  nämlich 
die  der  zweiten  Wurzel  jab  entsprechende  Substitution  F/  zur  Aus- 
gestaltung der  aus  F«,  F«',  Fe  zu  erzeugenden  Gruppe  (0,  3)  auf  eine 
Gruppe  (1,  1)  benutzen.  Um  dies  einzusehen,  bemerke  man  vorab, 
dass  Vb  aus  jb  und  ihrer  Eigenschaft;,  Va  in  Va  zu  transformieren,  not- 
wendigerweise erst  zweideutig  bestimmt  ist.  Die  allgemeinste  Sub- 
stitution (erster  Art),  welche  Va  in  Va  transformiert,  entsteht  aus  einer 
speciellen  solchen  Substitution  durch  Combination  mit  einer  beliebigen 
Substitution  der  zu  Ca  gehörenden  cyclischen  continuierlichen  hyper- 
bolischen Gruppe.  Diese  letztere  Substitution  ist  nun  in  sswei  Weisen 
immer  so  wählbar,  dass  die  combinierte  Substitution  die  gegebene  In- 
variante jb  erhält,  wie  man  leicht  durch  Rechnung  verfolgt  Da  beide 
Substitutionen  F^,  Vb  auf  Fe  führen,  so  gehören  eben  ihnen  die  beiden 
Invarianten  jab  vind  jab  zu.  Nun  ist  ja  >  2,  jb  >  2,  je  <  —  2,  und  es 
folgt  aus: 

(10)  (ja  -  jöY  +  ja,*+{2-  ja,)M,  =  je  +  2 , 

dass  jede  der  beiden  Wurzeln  jab  >  2  ist  Damit  aber  ergiebt  sich 
auf  Grund  von  pg.  360,  dass  sowohl  F«,  F*,  F«  als  auch  Fi,  Vb,  Vc 
die  Erzeugenden  einer  Gruppe  (1,  1)  darstellen.  Es  ist  also  in  der 
That  Vb  gerade  so  brauchbar  wie  Vb  zur  Ausgestaltung  der  zu  F«,  Va 
gehörenden  Gruppe  (0,  3). 

Unter  Zusammenfassung  der  bisherigen  Ergebnisse  stellen  wir 
nun  folgenden  Satz  auf:  Um  die  Moduln  und  charakteristischen  Be- 
dingungen der  Gruppe  F  vom  Charakter  (p,  n)  eu  gewinnen,  bilden  wir 
zunächst  die  Moduln  und  charakteristischen  Bedingungen  für  die  bei  Fort- 
lassung  von  Vb^,  . . .,  F^^  entspringende  Gruppe  (0,  n  -f  2p).  Darüber 
hinaus  kommen  noch  die  p  Moduln  jb  hinzu  und  mit  ihnen  die  p  neuen 
Bedingungen  (8),  worauf  nun  endlich  noch  die  p  Moduln  jab  eu  adjungieren 
sind.  Der  Beweis  dieses  Theorems  ist  bereits  in  den  voraufgehenden 
Darlegungen  enthalten.  Die  Gruppe  (0,  n  -f-  2p)  bez.  ihr  Polygon 
dürfen  wir  nach  den  Entwicklungen  der  vorangegangenen  Paragraphen 
bereits  gebildet  denken.   Die  Hinzufügung  von  jb  liefert  dann  jedesmal 
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zwei  Möglichkeiten  der  Composition  mit  einer  Gruppe  (1,  1),  unter 
denen  wir  die  eine  durch  Adjunction  von  jah  herausgreifen.  — 

Um  die  Mannigfaltigkeit  aller  Gruppenclassen  der  Guttung  {p,  n) 
zu  überblicken^  ist  es  zweckmässiger,  an  der  früheren  Art  der  Com- 
position festzuhalten,  bei  welcher  wir  die  einzelne  Gruppe  aus  einer 
Gruppe  (0,  w  + 1>)  ^nd  p  Gruppen  (1,  1)  herstellten.  Die  Gruppe 
(0,  n  +  p)  hatte  die  Erzeugenden  F-,  . . .,  F«,  Fc7^,  ...,  VZ^  j  die 
einzelne  Gruppe  (1,  1)  aber  Va^^  Vbj^' 

Analog  wie  bisher  nennen  wir  (p,  n;  I|,  I^,  . . .,  V)  die  Signatur 
der  Gruppe  F,  welche  im  Einzelfall  vorliegt,  und  fassen  alle  Gruppen 
der  gleichen  Signatur  in  eine  Familie  zusammen.  Dann  gilt  wieder 
der  Satz,  dass  die  Gruppenclassen  der  einzelnen  Familie  ein  Conti- 
nuum  darstellen.  Es  geht  dies  unmittelbar  daraus  hervor,  dass  die 
Gruppen  der  Signatur  (0,  n  4~  j>;  \}hy  "  '}  ^0  ®^^  Continuum  bilden, 
und  dass  dasselbe  von  allen  denjenigen  Gruppen  (1,  1)  gilt,  welche 
durch  Vermittlung  von  Ve^  mit  der  einzelnen  Gruppe  (0,  n  -{-  p) 
compositionsföhig  sind*). 

Die  Dimensionenanzahl  des  Continuums  aller  Gruppenclassen  der 
Signatur  {Pf  n\  1^,1^,  . ,  .^l^  konnten  wir  leicht  durch  Fortsetzung 
der  zuletzt  gegebenen  Überlegung  bestimmen.  Doch  müssen  wir  hierbei 
natürlich  auf  die  schon  unter  (7)  angegebene  Anzahl  unabhängiger  Moduln 
geführt  werden.  Wir  haben  somit  folgendes  abschliessende  Theorem: 
Die  gesamte  Gattung  (p,  n)  zerfällt,  allen  möglichen  Combinationen  von 
V  ganzen  Zahlen  Z  >  1  mit  0  <  v  ^  n  entsprechendy  in  unendlich  viele 
Familien  der  Signaturen  (i?,  »;  ^,  ij,  . . .,  iy).'  die  einzelne  Familie  stellt 
ein  einziges  (3n  —  i/  +  6p  —  &)'fach  unendliches  Continuum  von  Gruppen- 
classen  vor.  Wie  früher,  so  ist  natürlich  auch  hier  die  Reihenfolge 
der  Zahlen  2^,  Z^,  . . .,  h  ganz  gleichgültig.  -- 

§  20.    Von  den  Transformationen  der  Modulsysteme  und  den 
Modnlgnippen  der  einaelnen  Gattungen  (|7,  n). 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  ein  einziger  Gegenstand  von  principieller 
Bedeutung  für  die  Theorie  der  hyperbolischen  Rotationsgruppen  zu 
erörtern.  Bei  der  einzelnen  Gruppe  F  der  Gattung  (p,  n)  ist  durch 
ein  zugehöriges  Modulsystem  das  Polygon  Pq  bis  auf  Transformation 
eindeutig  bestimmt.  Nun  aber  gehören  zu  einer  und  derselben  Gruppe  F, 


*)  Hierbei  ist  der  Satz  benutzt,  dass  alle  Gmppen  (1, 1)  mit  gleichem  i^^  — ^ 
ein  Continaam  bilden.  Dieser  Satz  ist  zwar  pg.  859  nicht  aaeführlich  entwickelt, 
kann  aber  mit  den  damaligen  Untersachungsmitteln  leicht  bewiesen  werden  (cf. 
die  Fassnote  pg.  369). 


390  II«  Aasffihrliche  Theorie  der  PolygODgrnppen. 

abgesehen  vom  Falle  der  Gattung  (0,  3);  unendlich  viele  wesentlich 
verschiedene  kanonische  Polygone  ^  und  wir  konnten  jedes  solche 
kanonische  Polygon  F^  unserer  Gruppe  aus  einem  ersten  Pq  durch 
Transformation  herstellen ,  wobei  die  allgemeinste  Transformation  dieser 
Art  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  ElementartransformcLtionen,  nämlich 
durch  Wiederholung  und  Combination  der  letzteren  zu  gewinnen  war 
(cf.  pg.  320  ff.).  Diesen  unendlich  vielen  Polygonen  entspricht  es  dann, 
dcLSS  fvir  für  die  einzelne  Gruppe  das  System  der  Moduln  y  sobald  nicht 
der  Fäll  (0,  3)  vorliegt ^  stets  auf  unendlich  viele  Arten  ausu?ählen  Jcönnen. 

Es  fragt  sich  nun,  welches  der  Zusammenhang  zwischen  diesen 
unendlich  vielen  Modulsystemen  der  gleichen  Gruppe  ist.  Es  seien 
die  beiden  vorgelegten  Polygone  Pq  und  P^',  und  es  mögen  zu  P^  die  Er- 
zeugenden Fl,  . . .,  Vny  Va^y  Vb^y  Fcj,  . . .,  Vc  y  zu  P^'aber  entsprechend 
F/,  ...,  Vny  Va^y  ...,  Vc  gehören;  die  Moduln  von  Pq  endlich  seien 
jifj%}  '  •  •;  die  von  Pq   aber  j,',  j^\ 

Aus    den   Moduln    von   Pq   können   wir   mit   Hilfe   der   einzigen 

Quadratwurzel  ]//l_i,2,  i,— 2 —  2*)  die  Erzeugenden  Fi, ...,  Vc  rational 
berechnen.  Die  Erzeugenden  F/,  ...,  Vc  von  Pq  lassen  sich  als 
Combinationen  der  F^,  . . .,  Vc  darstellen;  denn  jene  sind  in  F  ent- 
halten. Die  Invarianten  j^',  . . .  ihrerseits  sind  in  den  Coefficienten  von 
F/,  . . .  rational;   sie  sind  demgemäss  auch  in  den  Cofficienten  von 

Fp  . . .,  d.  h.  in  den  Invarianten  j^,  ...  und  |/;_i,2, 1,-2  —  2  rational. 
Indessen  können  die  j^  ,  . . .  als  ^Invarianten''  von  der  zuletzt  ge- 
nannten Quadratwurzel  als  solcher  nicht  abhängen;  denn  sie  werden 
bei  Zeichenwechsel  derselben  ungeändert  bleiben  (cf.  pg.  369).  Wir 
schliessen  somit;  dass  die  j/^  ...  bereits  in  den  Invarianten  j^,  ...  allein 
rational  sind;  und  da  offenbar  der  umgekehrte  Satz  gerade  so  bewiesen 
werden  kann,  so  gilt  das  Resultat:  Irgend  etoei  Modulsysteme,  welche 
von  zwei  kanonischen  Polygonen  derselben  Gruppe  F  geliefert  werden, 
hängen  birational  mit  einander  zusammen,  d,  h.  die  Moduln  jedes  Systemes 
sind  rationale  und  rational  umkehrbare  Functionen  der  Modtdn  des 
anderen  Systems. 

Diese  birationalen  Modultransformationen  entsprechen  nun  den 
Transformationen  der  kanonischen  Querschnittsysteme,  die  wir  auf  den 
geschlossenen  Flächen  und  an  den  Polygonen  Pq  früher  (pg.  320  ff.) 
mit  Ausführlichkeit  untersucht  haben.     Hier  ist  denn  auch  der  Ort, 


*)  Ist  n  s  0 ,  80  Boll  an  Stelle  von  Fj ,  F,  nach  dem  pg.  886  entwickelten 
Ansätze  das  Substitutionenpaar  V~^  und  V"^^  ^V^^  V^  F~^  treten;  bei  n»l 


aber  ist  das  Paar  Fj,  F,  durch  V^^  V^      zu  ersetzen. 
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WO  wir  die  Gruppeneigenschaft  aller  bei  der  einzelnen  Gruppe  F  ein- 
tretenden Transformationen  und  also  aller  zugehörigen  birationalen 
Modultransformationen  explicite  einführen.  In  der  That  bedeutet  ja  die 
einzelne  Transformation  geometrisch  eine  feste  Vorschrift^  nach  welcher 
wir  aus  einem  beliebig  auf  der  geschlossenen  Fläche  aufgegriffenen 
kanonischen  Schnittsjstem  ein  gewisses  neues  herstellen.  Üben  wir 
auf  letzteres  eine  zweite  unserer  Transformationen  aus^  so  stellt  der 
directe  Übergang  vom  ersten  zum  dritten  System  doch  selbst  wieder 
eine  Transformation  dar. 

Aber  es  ergiebt  sich  noch  mehr.  Indem  die  einzelne  Transforma- 
tion unabhängig  von  dem  besonderen  Querschnittsystem  und  damit 
zugleich  unabhängig  von  den  speciell  vorliegenden  Werten  der  In- 
varianten ihre  Bedeutung  behält,  wird  sie  ohne  weiteres  in  der  gleichen 
Gestalt  für  jede  andere  Gruppe  F  der  Gattung  (p,  n)  ihre  Gültigkeit 
bewahren.  Die  hier  gewonnene  Gruppe  der  Transformationen  erscheint 
also,  sei  es  dass  man  sie  geometrisch  auffasst  oder  durch  die  birationalen 
Modultransformationen  ausdrückt^  als  ein  Attribut  der  ganzen  Gattung 
(Pt  ^)9  u^  ^^  wollen  sie  in  diesem  Sinne  als  die  jyModülgruppe  der 
Gatttmg  (p,  n)"  bezeichnen.  Abgesehen  von  der  niedersten  Gattung 
(Oy  3)  besteht  für  jede  andere  eine  solche  Modulgruppe  unendlich  hoher 
Ordnung;  und  wir  gewinnen  für  die  einzelne  der  Gattung  angehörende 
r  die  gesamten  ihr  eigenen  Modulsysteme,  indem  wir  auf  eines  unter 
den  letzteren  alle  Transformationen  der  Modulgruppe  ausüben. 

Diese  Modulgruppen  der  Gattungen  (p,  n)  entsprechen  offenbar 
genau   der   in   der   Theorie   der   doppeltperiodischen   Functionen   auf- 

tretenden  Gruppe   der  linearen  Substitutionen  a/  ==  — ^^   (wo   die 

a,  ßjy,d  rationale  ganze  Zahlen  von  der  Determinante  1  sind).  Wollen 
wir  die  Analogie  vollständig  wahren,  so  müssten  wir  die  letztere 
Gruppe  als  die  „Modulgruppe  der  parabolischen  Roiationsgruppen*^  be- 
zeichnen. Die  besondere  Einfachheit  dieser  ^^elliptischen  Modulgruppe'^ 
ist  in  dem  Umstände  begründet,  dass  es  sich  bei  derselben  nur  um 
einen  Modul  co  und  in  Übereinstimmung  damit  um  lineare  Transforma- 
tionen handelt.  Beides  hört  bei  unseren  ^^automorphen  Modulgruppen^ 
auf.  Gleichwohl  bestehen  viele  verwandte  Eigenschaften ,  die  wir  nun- 
mehr kurz  zur  Sprache  bringen  wollen. 

Zum  Zwecke  einer  geometrischen  Sprechweise  konnte  man  die 
Moduln  der  Gattung  (p,  n)  als  Punktcoordinaten  eines  mehrdimen- 
sionalen Baumes  deuten.  Unter  Berücksichtigung  der  zwischen  den 
Moduln  bestehenden  Gleichungen  kommen  wir  dabei  auf  einen 
(3n  +  6|)  —  6)-dim€nsionalen  Baum  jBs»  ^ep-e  höheren  Grades.    Die 
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charakteristischen  UDgleichungen,  sowie  die  f£Lr  die  einzelnen  Familien 
noch  weiter  hinzutretenden  Gleichungen  grenzen  dann  diejenigen  Teile 
dieses  Raumes  ein^  deren  Punkte  brauchbare  Modulsysteme  liefern*). 
Der  Rand  dieses  Raumteils ,  welcher  gegenüber  der  Gruppe  invariant 
sein  musS;  stellt  die  natürliche  Grenze  der  Modulgruppe  dar. 

Vor  allem  gilt  der  wichtige  Satz,  dass  die  Modulgruppe  der  Gattung 
(Pf  ^)  jedenfalls  in  allen  denjenigen  Teilen  des  Baufnes  B^n  +  6p  —  e^  die 
brauchbare  Modulsysteme  liefemy  eigentlich  discontinuierlich  ist.  Gäbe  es 
nämlich  infinitesimale  Transformationen  in  der  Modulgruppe^  so  könnten 
wir  für  eine  einzelne  Gruppe  F  der  Gattung  (p,  n)  unbegrenzt  viele 
Polygone  P^,  P^,  Fq'  . . .  angeben^  die,  ohne  genau  dieselben  Moduln 
zu  besitzen,  doch  sämtlich  nahehin  mit  einander  congruent '^*)  wären. 
Zwei  beliebige  solche  Polygone  können  in  der  hyperbolischen  Ebene 
irgendwie  gegen  einander  liegen.  Aber  es  lässt  sich  zeigen,  dass  sich 
unter  diesen  Polygonen  stets  auch  zwei  finden,  welche  nahehin  coinci- 
dieren.  Die  zu  diesen  Polygonen  gehörenden  Erzeugenden  von  F  wären 
aber  nur  unendlich  wenig  von  einander  unterschieden  und  würden  somit 
auf  infinitesimale  Substitutionen  in  F  führen,  was  doch  nicht  möglich  ist. 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  unter  den  unendlich  vielen  Polygonen 
Pq,  Pq',  ...  zwei  fast  coincidierende  gefunden  werden  können,  tragen 
wir  alle  zugehörigen  Polygonnetze  über  einander  und  nehmen  erstlich 
n  >  0  an.  Sei  e^  die  erste  feste  Ecke  von  Pq,  so  zieht  in  jedem  der 
Netze  an  e^  ein  Polygoncyclus  heran.  Man  markiere  die  unendlich 
vielen  nach  e^  ziehenden  Polygonseiten  in  Pq,  welche  wenigstens  eine 
Häufungsstelle  zeigen  werden.  Somit  können  wir  zwei  Polygone  P^  ,Pq" 
finden,  deren  nach  e^  ziehende  Ecken  fast  coincidieren,  und  die  also 
als  gestaltlich  unendlich  wenig  von  einander  verschiedene  Disconti- 
nuitätsbereiche  von  F  in  ihrem  Gesamtverlauf  fast  zusammenfallen. 

Ist  n  =  0,  so  kommt  Pq  der  Ellipse  nirgends  nahe.  Man  ver- 
stehe nun  unter  E  irgend  eine  bewegliche  Ecke  von  P^  und  markiere 
in  den  unendlich  vielen  über  einander  geschichteten  Polygonnetzen  alle 
in  Pq  entfallende  mit  E  homologe  Ecken.  Dieselben  müssen  not- 
wendig eine  Häufungsstelle  aufweisen,  und  unter  den  unendlich  vielen 
an  dieser  Stelle  beteiligten  Polygonen  können  wir  offenbar  wieder 
zwei  Po',  Pq'  auswählen,  deren  von  E'  und  E"  ausziehende  Seiten 
nahehin  zusammenfallen.     Diese  Polygone  werden  dann  in  ihrem  Ge- 


*)  Gemäss  der  zweiten  Note  pg.  378  werden  wir  aber  nicht  behaupten 
wollen,  dass  hierbei  jede  einzelne  Ungleichung  unabhängig  von  den  übrigen  znr 
Geltang  kommt. 

**)  Als   congnient   sollen   hier  nur  diejenigen  Polygone  bezeichnet  werden, 
welche  durch  Transformationen  erster  Art  znr  Deckung  gebracht  werden  können. 
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samtverlauf  fast  zusammenfallen.  Beidemal  kommen  wir  zu  der  nicht 
zulassigen  Folgerung,  dass  F  infinitesimale  Substitutionen  enthält. 
Die  eigentliche  Discontinuität  der  automorphen  Modulgruppen  ist  da- 
mit bewiesen. 

Über  die  Erzeugung  der  Modulgruippe  der  Gattung  {p^  n)  können 
wir  unmittelbar  auf  Grund  des  bezüglichen  Theorems  von  pg.  334 
Angaben  machen.  Die  Erzeugenden  der  Modulgruppe  werden  uns  direct 
von  den  damaligen  Elementartransformationen  geliefert.  Es  entspringt 
damit  der  Satz:  Die  Modulgruppe  der  Gattung  (p,  n)  lässt  sich  für 
|)  =  0  aus  n  und  für  p>0  aus  (n  +  5|)  —  3)  ihrer  Transformationen 
erzeugen,  und  zwar  zerfallen  diese  Erzeugenden  in  vier  Arten  zu  2p, 
(n  -}-  p  —  2),  einer  und  (2  p  —  2)  Transformationen. 

Die  Frage  nach  dem  Discontinuiiätsbereich  der  Modulgruppe  der. 
Gattung  (p,  n)  behandeln  wir  wenigstens  insoweit,  dass  wir  eine  Basis 
aufweisen,  auf  welcher  eine  Theorie  der  „reducierten"  kanonischen 
Polygone  entwickelt  werden  kann.  Die  früheren  analogen  Entwick- 
lungen, die  parabolischen  Rotationsgruppen  betreffend  (pg.  218  u.  f.), 
müssen  dabei  vorbildlich  sein.  Wir  werden  hier  somit  aufs  neue  die 
im  vorangehenden  Kapitel  entwickelte  Theorie  der  Normalpoljgone 
heranziehen.  Übrigens  können  wir  (wie  auch  1.  c.)  den  Begriff  der 
reducierten  Polygone  auf  dem  bezeichneten  Wege  nur  erst  insoweit 
definieren,  dass  der  einzelnen  Gruppe  F  eine  endliche  Anzahl  reducierter 
Polygone,  aber  im  allgemeinen  nicht  ein  einzelnes  zugehört. 

Im  Falle  der  Gattung  (0, «)  nennen  wir  ein  kanonisches  Polygon  Pq 
reduciert,  falls  die  festen  Ecken  ^i,  Cg,  . . .,  e^  desselben  zugleich  als  feste 
Ecken  für  ein  zugehöriges  Normalpolygon  fungieren.  Da  wir  für  die 
einzelne  Gruppe  F  nur  eine  begrenzte  Anzahl  wesentlich  verschiedener 
normaler  Polygone  besitzen*),  so  gewinnen  wir  (durch  den  pg.  299  u.  f. 
geschilderten  Übergang)  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  reducierter 
kanonischer  Polygone. 

Zu  demselben  Ergebnis  gelangen  wir  bei  der  Gattung  (1,  1).  Hier 
nennen  wir  im  Anschluss  an  pg.  288  ein  einzelnes  Polygon  reduciert, 
falls  seine  Erzeugenden  Va,  Yb  unier  den  drei  Erzeugenden  eines  zugehörigen 
Normalseclisecks  enthalten  sind.  Letzteres  lässt  sich,  wie  man  leicht 
übersehen  wird,  im  ganzen  auf  drei  verschiedene  Arten  durch  Ab- 
spaltung zweier  Dreiecke  in  ein  kanonisches  Sechseck  überführen. 
Die  Verhältnisse  gestalten  sich  denen  bei  den  parabolischen  Rotations- 

*)  Dies  ergab  sich  innerhalb  der  Theorie  der  natürlichen  DiscontinQit&ts- 
bereiche  (pg.  275ff.)  aas  dem  Qmstande,  dass  der  einzelne  natürliche  Disconti- 
nnitätsbereich  aas  einer  endlichen  Anzahl  von  1.  c.  mit  T  bezeichneten  Bereichen 
zusammengesetzt  erscheint. 


394  n*   Aasfflhrliche  Theorie  der  Polygongmppen. 

gruppen  (pg.  218  fif.)  ganz  analog  (man  sehe  das  Nähere  in  der  pg.  398 
citierten  Note  des  Verf.  über  aatomorphe  Modolgruppen). 

Im  allgemeinen  Falle  (p,  n)  ist  die  Sachlage  deshalb  amstand- 
licher^  weil  wir  die  verschiedenen  Typen  der  Normalpolygone  all- 
gemein nicht  überblicken  können.  Gleichwohl  ist  es  im  Princip  nicht 
schwierig^  in  jedem  Einzelfalle  eines  Typus  (p,  n)  einen  bestimmten 
Übergang  zu  einem  kanonischen  Polygon  festzusetzen ,  welch'  letzteres 
alsdann  reduciert  heissen  würde.  Die  Endlichkeit  der  AneahX  reducierter 
Polygone  ist  dann  stets  eine  Folge  des  Umstandes,  dass  fOr  die  ein- 
zelne Gruppe  r  nur  eine  begrenzte  Zahl  wesentlich  verschiedener 
Normalpolygone  existiert. 

§  21.   Specialbetrachtong  der  Modultransformationen  für  die  beiden 

Gattungen  (0^  4)  und  (1,  1). 

Die  allgemeinen  Ansätze  des  vorigen  Paragraphen  über  die  Modul- 
gruppen (p,  n)  sollen  hier  letzten  Endes  noch  durch  zwei  Beispiele 
näher  erläutert  werden. 

1)  Bei  der  Gattung  (0,  4),  die  wir  zunächst  heranziehen^  redu- 
cieren  sich  die  zwölf  Moduln  ji^  ji,i+if  ji,i+2  vermöge  der  Identitäten: 

Ju  ^^  Ji2}     341  =  hz}     Jn  =^  Ji8)     Ja  '^^  Jia 
auf  die  folgenden  acht: 

W  Jif  hf  h)  Jif    Jii)  Jii)  Jnf  hl' 

Zwischen  ihnen  bestehen  aber  noch  zwei  algebraische  Relationen  ^  da 
für  n  =  4  im  ganzen  nur  3n  —  6  =  6  Moduln  unabhängig  variabel 
sind.  Diese  Relationen  sind  auf  Grund  der  allgemeinen  Ansätze  von 
pg.  367  u.  f.  zu  berechnen;  die  Rechnung  liefert: 

(^)  .^12  'rJn        J19J2A       iJih'T  hJAjJii       \JiJai  J2h)J2i 

+  UiJihJi  +  ii*  +  h^  +  h^  +  Ji  -  4)  =  0, 

(3)        ji%J2i  +  jis  +  J%A  —  (Jih  +  i%id  =  0. 

Für  die  geometrische  Sprechweise  würde  somit  hier  zunächst  ein  sechs- 
dimensionaler  Raum  achten  Grades  zu  Grunde  zu  legen  sein,  der  einem 
linearen  Raum  von  acht  Dimensionen  eingelagert  ist. 

Die  Modulgmppe  der  Gattung  (0,  4)  lässt  sich  nun  aus  vier 
Transformationen  erzeugen^  die  wir  T^^  . . .,  T^  nennen.  2\  stelle  den 
Übergang  von  Fj,  Fg,  F3,  V^  zu: 

(4)         r,'=r„   r,'^rr'r,r„   r,'^v„   r:^r, 

dar;  T^,  T^,  T^  gehen  hieraus  durch  cyclische  Permutation  der  unteren 
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Indices  hervor.     Die  so  festgelegte  rationale  Modultransformation  7\ 
hat  die  Gestalt: 


J2^7 


h  ^^^  h}     3%  ^^  3i}     hz  ^^  Juf     Jii 



J24,  =  JiJa+  hh  ~  hi  —  JiihA) 

und  Yon  hieraas  gewinnt  man  natürlich  die  Transformationen  jT^  ,  T, ,  T^ 
durch  die  eben  genannten  Permntationen  der  unteren  Indices.  Übrigens 
sind  in  (5)  nur  diejenigen  Moduln  aufgeführt  ^  welche  eine  Veränderung 
erleiden;  es  ist  also  j/  =^8;  •  •  *  Dms  das  System  der  Relationen  (2) 
und  (3)  gegenüber  der  Transformation  (5)  invariant  ist;  zeigt  man 
leicht  durch  directe  Rechnung. 

An  sich  ist  selbstverständlich ^  dass  die  Invarianten  j^^  j^,  j^^  j^ 
gegenüber  den  Modultransformationen  nur  Permutationen  erfahren; 
denn  die  Winkel  in  den  festen  Ecken  der  kanonischen  Polygone 
bleiben  bei  Transformation  unverändert  Aber  es  giebt  dieser  Umstand 
zu  einer  interessanten  Folgerung  Anlass.  Wir  schliessen  nämlich,  dass 
es  in  der  Modulgruppe  (0^  4)  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des 
Index  24  giebt;  bei  deren  Transformationen  die  ji  einzeln  invariant 
sind.  Für  die  nähere  Betrachtung  dieser  Untergruppe  können  wir  die 
ji  als  Parameter  ansehen ;  während  wir  j^^,  j^j,  j^^,  j^i  als  Coordinaten 
eines  B^  deuten.  Dann  sind  durch  (2)  und  (3)  insgesamt  00*  Ober- 
flächen vierten  Grades  dargestellt,  die  im  B^  gelegen  sind,  und  die 
durch  die  Transformationen  der  fraglichen  Untergruppe  einzeln  in  sich 
übergeführt  werden.  Für  ji  ^  2  correspondiert  die  einzelne  solche 
Oberfläche  jeweils  einer  Gruppenfamilie. 

Für  particuläre  Werte  der  Invarianten  ji  kann  sich  der  Index  der 
eben  gebildeten  Untergruppe  noch  erniedrigen.  Wir  betrachten  bei- 
spielsweise sogleich  den  extremen  Fall,  dass  sämtliche  Invarianten  ji 
einander  gleich  sind;  dann  sind  die  ji  gegenüber  der  Gesamtgruppe 
invariant.   Wir  wollen  uns  in  diesem  Falle  der  Bezeichnung  bedienen: 

(6)  Ji  =  h     Ji2=^7     J2t  =  y?     Jis  =  ^i     i«4  =  ^ 

womit  die  Relationen  (2)  und  (3)  übergehen  in 

x'+y'-'Bt  -  2f(x  +  y)  +  (/+  4/-  4)  =  0, 

dieselben  stellen  eine  einfach  unendliche  Beihe  von  Flächen  vierter 
Ordnung  im  JB4  dar.  Von  den  vier  Erzeugenden  jP/  werden  T^  =  jP^ 
und  JP4  =  T,;  Tg  aber  geht  aus  T^  hervor,  indem  man  letztere 
Operation  vermöge: 

(8)  ic'  =  y,    y'  =  ^,    Sf=t,    f=0 


0)  ........         o,^ 
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transformiert.  Da  unsere  Flächenschar  durch  diese  Transformation 
der  Periode  2  in  sich  übergeführt  wird^  so  können  wir,  falls  die 
Operation  (8)  der  Modulgruppe  noch  nicht  angeboren  sollte,  letztere 
Gruppe  durch  (8)  erweitern.  Die  so  entspringende  Gruppe  hat  cUsdann 
die  beiden  Erzeugenden: 

(9)  (T)    x'  =  x,    y'=(',    /  =  y,    t' xt^y  +  2P, 

(10)  (r)    x==y,    y=x,    B'=t,    i  =  z. 

Eine  nähere  Untersuchung  der  zugehörigen  regulären  Einteilungen 
der  Oberflächen  (7)  soll  hier  nicht  ausgeführt  werden;  wir  fügen  nur 
noch  nebenbei  hinzu,  dass  sich  die  hier  vorliegende  Gruppe  bei  ein- 
gehenderer Betrachtung  als  mit  der  elliptischen  Modulgruppe  isomorph 
erweist;  in  der  That  zeigt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (7) 
leicht  die  Gleichungen  T'^=  1,  (TT')'=  1,  während  T  aperiodisch  ist. — 

Im  Anschluss  an  die  vorstehenden  Untersuchungen  zur  Gattung 
(0,  4)  wollen  wir  hier  noch  die  Frage  behandeln,  in  welcher  Art  sich 
der  Fall  einer  durclh  Spiegelungen  erweiterungsfähigen  Gruppe  (0,  4) 
vermöge  der  Moduln  charakterisieren  lässt.  Wir  fügen  dies  hier  um 
so  lieber  hinzu,  als  wir  übrigens  niemals  Gelegenheit  nahmen,  die 
Modultheorie  der  hyperbolischen  Rotationsgruppen  für  den  besonderen 
Fall  der  symmetrischen  Gruppen  zu  specialisieren. 

Liegt  für  eine  Gruppe  F  eine  Symmetrielinie  vor,  so  können  wir 
ein  zugehöriges  Doppel viereck  so  wählen,  dass  es  durch  jene  Symmetrie- 
linie direct  symmetrisch  gehälftet  wird.  Die  beiden  zugehörigen  und 
mit  einander  conjugierten  kanonischen  Achtecke  heissen  Pq  und  Pq', 
ihre  Invarianten  seien  Jj,  ^j,  ...  und  j/,  jV,  . . .  Nach  pg.  370  ist  der 
Übergang  vom  einen  Polygon  zum  conjugierten  durch: 

•         /  •         •  m  m         •  ••  • 

^24   *™  3\3z     \     hJi  ^12^28  Juf 

d.  h.  also  zufolge  (3)  durch: 

(11)  Ji9  '^  J21}    J24  "™  .7l8 

dargestellt,  wobei  wieder  nur  die  Moduln  aufgeführt  wurden,  welche 
eine  Veränderung  erfahren. 

Nun  sind  im  gedachten  Falle  die  Polygone  Pq,  Pq  direct  sym- 
metrisch, und  sie  haben  somit  dieselben  Moduln.  Die  Gleichung  (11) 
liefert  daraufhin  den  Satz:  Im  Falle  einer  durch  Spiegelungen  ertoeiterungs- 
fähigen  Gruppe  (0,  4)  lässt  sich  das  Modulsystem  stets  so  uHihten^  dass 
j^g  =  jj^  isty  und  umgekehrt  liefert  diese  Belation  stets  eine  erweiterungs- 
fäJiige  Gruppe,  Übrigens  wird  man  leicht  beweisen ,  dass  es  sich  hierbei 
um  eine  particuläre  Auswahl  eines  Modulsystems  handelt;  in  der  That 


(12) 


n,  2.  Kanonische  Polygone  und  Moduln  der  hyperbolischen  Rotationsgruppen.     397 

bleibt  die  Relation  j^^  =  j^^  bei  Ausübung  der  Modultransformation  T^ 
nicht  bestehen.  Setzen  wir  in  (7)  j?  «=  t,  so  kommen  als  Gegenbilder 
aller  regulär-symmetrischen  und  gleichwinkligen  Polygonteilungen  (0,  4) 
die  Punkte  einer  im  gewohnlichen  Räume  B^  gelegenen  Curye  4^" 
Ordnung.  — 

2)  Ganz  besonders  einfach  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  der 
Gattung  (1,  1),  welche  wir  hier  zum  Schlüsse  noch  betrachten  wollen. 
Die  Modulgruppe  dieser  Gattung  lässt  sich  aus  den  beiden  pg.  324 
unter  (4)  charakterisierten  Elementartransformationen  T^  und  T^  er- 
zeugen; wir  können  aber  nach  den  damaligen  Erörterungen  zu  diesem 
Ende  auch  die  beiden  Operationen  T^^^  T  und  Tj  TgT^  =  T'  benutzen^ 
welche  letztere  unter  (5)  pg.  325  angegeben  ist.  Die  Gestalt  dieser 
Operationen  als  Modultransformationen  stellt  man  ohne  Mühe  zu: 

(^  )      Ja   '=  Ja9       Jb  =  Jabj       3ah  =  Jajab  >, 

< 

l     \J-    )     3a   =  Jb,       Jb=Ja,         Jab=JaJb    Jab 

fest.  Es  gilt  T'^  =  1,  und  die  beiden  Operationen  (12)  entsprechen 
den  elliptischen  Modulsubstitutionen: 

(T)     «,'-=«,+  1,         (r)     m i; 

die  aus  den  Transformationen  (12)  ßu  erzeugende  Modulgruppe  der  Gat- 
tung (1,  1)  erscheint  damit  isomorph  auf  die  nicht -homogene  elliptische 
Modulgruppe  bezogen*).  Fügen  wir  noch  die  etwa  durch  S  zu  bezeich- 
nende Transformation  VJ  =  F«,  F6'=  ViT^  hinzu^  welche  als  Modul- 
transformation die  Gestalt  hat: 

(S)      ja   =  ja 9       jb  =  jb y       jab  =  jajb  jabf 

SO  entspringt  eine  Gruppe,  u^dche  mit  der  durch  Spiegelungen  erweiterten 
elliptischen  Modulgruppe  isomorph  ist.  In  der  That  correspondiert  der 
Operation  S  die  Spiegelung  o)  ^=  —  ä  an  der  imaginären  co-Axe. 

Zum  Zwecke  der  geometrischen  Sprechweise  deuten  wir  ja,  jbj  jab 
als  gewöhnliche  Punktcoordinaten  und  setzen  in  diesem  Sinne: 

(13)  ja  =  ^,       jb  =  y,       jab  =  ^. 

Die  für  die  Gattung  (1,  1)  fundamentale  Gleichung  (2)  pg.  354: 

(14)  ai'+y'  +  z'-xyz-  (jc+  2)  =  0 

deuten  wir  nun  geometrisch  als  eine  Schar  von  Flächen  dritter  Ordnung, 
deren   einzelne  durch  die  birationalen  Modultransformationen  in  sich 


*)  Erinnern  wir  daran  ^  dasB  jede  Gruppe  (1,  1)  in  einer  Gruppe  (0,  4)  als 
Untergruppe  des  Index  zwei  enthalten  ist,  so  kann  es  nicht  überraschen,  dass 
die  Modulgruppe  der  Gattung  (0,  4)  sich  gleichfalls  als  mit  der  elliptischen 
Modulgruppe  homomorph  erwies. 
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übergeführt  wird.  Als  die  Erzeugenden  der  durch  S  erweiterten  Modul- 
gruppe (1,  1)  werden  wir  dann  etwa  die  drei  ^^piegelungen^: 

(15)  s,   s'=ST,   iS"— rs 

wählen  dürfen,  welche  genau  den  in  ^^^  I  pg.  232  durch  Äy  B,  C 
bezeichneten  Operationen  parallel  gehen.  In  Xy  y,  z  geschrieben  sind 
die  Ausdrücke  der  drei  fraglichen  erzeugenden  Transformationen  die 
folgenden: 

1(8)     x=Xy    y=y,    z=xy  —  z, 
(S')     7!^x,    y'^z,    z=^y 
(ß")    x'  =  y,    y'^x,    z'^z. 

Dem  Charakter  einer  symmetrischen  Umformung  entsprechend  bleiben 
bei  der  einzelnen  dieser  drei  Operationen  jedesmal  die  sämtlichen 
Punkte  einer  Fläche  fest;  es  sind  dies  die  drei  Flächen: 

xy  —  2jef  =  0,    y  —  x?  =  0,    x  —  y  «=  0. 

Es  ist  interessant^  die  zur  Modulgmppe  (1,  1)  auf  der  einzelnen 
Fläche  (14)  gehörende  reguläre  Einteilung  auf  Grund  des  pg.  393  ent- 
wickelten allgemeinen  Ansatzes^  d.  i.  unter  Benutzung  der  Theorie  der 
Normalpolygone,  näher  zu  untersuchen  und  insbesondere  ihrer  Beziehung 
zur  bekannten  Modulteilung  der  o- Halbebene  weiter  nachzugehen; 
doch  würde  uns  diese  Untersuchung  zu  weit  von  den  nächsten  Zielen 
der  vorliegenden  Darstellung  ablenken*). 


Wir  bringen  hiermit  die  Theorie  der  hyperbolischen  Rotations- 
gruppen zum  Abschluss.  Die  Theorie  der  Modulgmppen  der  ver- 
schiedenen Gattungen  {p^n)  konnte  hier  nur  in  ihren  Elementen  fest- 
gelegt werden.  Erst  an  einer  sehr  viel  späteren  Stelle  werden  wir 
im  functionentheoretischen  Gedankenzusammenhang  auf  diese  Gegen- 
stände zurückkommen. 


*)  Man  yergl.  übrigens  wegen  einiger  weiteren  AnsfAhrnngen  die  Note  des 
Verf.  „Über  die  Theorie  der  auJtomarphen  ModiAgruppen"  Göttinger  Nachrichten 
1896,  Heft  2. 


Drittes  Kapitel. 

Betraehtung  der  Ereisbogenviereeke  ohne  Hanptkreis  nnd 
Bemerkmigeii  Aber  sonstige  Niehtrotationsgmppen. 

Die  Theorie  der  Nichtrotationsgrappen  soll  hier  nicht  mehr  in 
derselben  Allgemeinheit  behandelt  werden,  wie  diejenige  der  Haupt- 
kreisgmppen  im  vorangehenden  Kapitel;  eine  entsprechend  abschliessende 
Behandlung  der  Niehtrotationsgmppen  würde  vermatlich  zahlreiche 
Schwierigkeiten  finden.  Vielmehr  mag  es  genügen  ^  wenn  die  all- 
gemeinen Ansätze,  welche  die  Niehtrotationsgmppen  betreffend  in 
Abschnitt  I  entwickelt  wurden,  hier  an  einigen  speciellen  Beispielen 
näher  ausgef&hrt  werden.  In  diesem  Sinne  sollen  hier  vor  allem  die 
regulär-symmetrischen  Netze  aus  Kreisbogenyierecken  näher  betrachtet 
werden,  wobei  die  Frage  nach  der  Natur  der  Grenzgebilde  besonderes 
Interesse  gewinnt  In  letzterer  Hinsicht  handelt  es  sich  aber  nicht 
um  bestimmte  Theoreme  und  deren  Beweise,  sondern  um  nur  mehr 
vorläufige  Fixierung  der  hier  eintretenden  Verhältnisse,  die  über  unsere 
sonstige  geometrische  Gewohnung  hinausliegen.  Ausser  den  Gruppen 
der  Kreisbogenvierecke  werden  wir  am  Ende  des  Kapitels  noch  einige 
wenige  Bemerkungen,  allgemeinere  Niehtrotationsgmppen  betreffend, 
anfügen. 

§  1.    Geometrische  Ableitung  der  sieben  Typen  der 

Kreisbogenvierecke. 

In  der  g-Ebene  oder  auf  der  g-Kugel  sei  ein  Kreisbogenviereck  P 
gezeichnet,  welches  als  Discontinuitätsbereich  zweiter  Art  eine  eigent- 
lich discontinuierliche  Gmppe  F  definieren  möge.  Die  Seiten  dieses 
Vierecks  werden  von  den  Kreisen  K^y  K^,  K^,  K^  geliefert,   und  die 

zu   den   letzteren   gehörenden  Spiegelungen   F^,  Fg,  T^,  F4  seien  die 

Erzeugenden  von  F.   Die  Winkel  des  Vierecks  müssen  sämtlich  aliquote 

Teile  von  x  sein,  die  wir  r-f  j-,  j-,  j-  nennen;  doch  ist,  wie  wir 

sehen  werden,  die  eigentliche  Discontinuität  von  F  hiermit  noch  nicht 
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in  allen  Fällen  gewährleistet.  Übrigens  mögen  die  Kreise  K^j  ...  auf 
der  g- Kugel  durch  die  Ebenen  ^j,...  ausgeschnitten  werden;  den 
Schnittpunkt  der  Ebenen  E^,  E^,  E^  nennen  wir  alsdann  Q^  und  defi- 
nieren die  Punkte  Q29  Q^,  Q^  entsprechend. 

Der  Aufzählung  aller  unterschiedenen  Typen  von  Kreisbogenvier- 
ecken  P  unserer  Art  senden  wir  zwei  vorbereitende  Betrachtungen 
voraus. 

1)  Irgend  drei  von  den  vier  Spiegelungen  Vi  erzeugen  eine  Rotations- 
gruppe zweiter  Art,  und  zwar  entspringe  F^  aus  Fg,  Fj,  F4  u.  s.  w.  Das 
Rotationscentrum  von  Fi  ist  alsdann  der  Punkt  Qt.  Je  nachdem  Qi 
ausserhalb;  auf  oder  innerhalb  der  ^-Kugel  liegt^  haben  wir  eine 
hyperbolische^  parabolische  oder  elliptische  Rotationsgruppe.  Im  ersteren 
Falle  haben  wir  noch  zu  unterscheiden,  ob  Fi  auf  dem  zugehörigen 
Hauptkreise  eigentlich  discontinuierlich  ist  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle 
ist  der  Discontinuitätsbereich  von  Fi  ein  durch  den  Hauptkreis  H  sym- 
metrisch gehälftetes  Vier- 
eck, wie  es  der  schraffierte 
Bereich  in  Figur  135  dar- 
stellt; im  andern  Falle  be- 
steht der  Discontinuitäts- 
bereich von  Fi  aus  zwei 
bezüglich  des  Hauptkreises 
symmetrischen  Dreiecken. 
Liegen  die  Verhältnisse  der 
Figur  135  vor,  so  sprechen 
wir  von  einer  Gruppe  fj 
der  ersten  Kategorie.  Dem 
reihen  sich  weitere  drei  Kate- 
gorien an,  denen  ,,Dreieck8- 
gruppen*' entsprechen*),  und 
zwar  möge  die  zweite,  dritte 
oder  vierte  Kategorie  vor- 
liegen, je  nachdem  die 
Winkelsumme  des  Kreisbogendreiecks  <  tt,  <»  «  oder  >  x  ist. 

Diese  Verhältnisse  haben  wir  zu  benutzen,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  eine  sachgemässe  Classification  der  Kreisbogenvierecke  P  vor- 
zunehmen. Dabei  sei  im  voraus  bemerkt ,  dass  wir  zwei  Vierecksnetze 
bereits  oben  in  Figur  65  pg.  230  und  Figur  78  pg.  240  kennen  lernten; 
die  zugehörigen  Gruppen   waren   parabolische  Rotationsgruppen   bez. 


Fig.  IS6. 


*)  Cf.  „M."  I  pg.  102  ff. 
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Gruppen  mit  zwei  Grenzpunkten.  Beide  Fälle  gelten  im  folgenden  als 
elementar  und  werden  demnach  ausgeschlossen. 

2)  Zum  Zwecke  weiterer  Vorbereitung  der  in  Aussicht  genommenen 
Classification  nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  dass  zwei  nicht 
benachbarte  Kreise^  etwa  K^  und  K^y  einander  (ausserhalb  P)  berühren 
oder  in  zwei  Punkten  schneiden. 

Im  ersteren  Falle  können  wir  K^  und  K^  in  der  S- Ebene  als 
parallele  Gerade  zeichnen.  Die  Kreise  K^  und  K^  werden  dann,  sofern 
sie  eigentliche  Kreise  sind,  dem  Viereck  P  ihre  convexe  Seite  zukehren; 
in  eine  Gerade  aber  kann  wegen  Ausschluss  der  Figur  65  pg.  230  höch- 
stens einer  der  beiden  Kreise  K^^  K^  ausarten.  Es  folgt,  dass  K^ 
und  K^  keinen  Punkt  gemein  haben  können. 

Zu  dem  gleichen  Ergebnis  gelangen  wir  auch,  falls  K^  und  K^ 
sich  in  zwei  Punkten  schneiden.  Man  wähle  diese  beiden  Punkte  auf 
der  g- Kugel  diametral,  so  dass  K^  und  K^  grosste  Kugelkreise  werden. 
Setzen  wir  die  von  K^  und  K^  gelieferten  Viereckseiten  hinzu,  so  er- 
scheint das  an  P  beteiligte  von  £j  und  K^  ausgeschnittene  Kugel- 
zweieck in  P  und  zwei  durch  D^  und  D^  zu  bezeichnende  Dreiecke 
zerlegt.  Aus  den  für  die  Winkel  von  P  gültigen  Bedingungen  ergiebt 
sich  dann,  dass  der  zur  Ebene  E^  senkrechte  Kugeldurchmesser  den 
einen  Endpunkt  auf  dem  Rande  oder  im  Innern  von  D^  findet,  und  dass 
entsprechend  der  zu  E^  senkrechte  Durchmesser  einen  D^  angehörenden 
Endpunkt  hat.  Die  Veranschaulichung  dieser  Verhältnisse  lehrt  un- 
mittelbar; dass  die  Schnittlinie  von  E^  und  Ej^  gänzlich  ausserhalb 
der  Kugel  liegt. 

Indem  wir  beide  Fälle  zusammenfassen,  ergiebt  sich:  Unter  den 
beiden  Paaren  nicht- benachbarter  Kreise  K^^  K^  und  K^j  K^  können 
höchstens  die  Kreise  des  einen  Paares,  etwa  üC^,  iTg,  einander  schneiden 
oder  berühren. 

Es  folgt  weiter:  jyie  vier  in  unserer  Vierecksgruppe  enthaltenen 
Dreiecksgruppen  I^,  F,,  Fj,  i\  sind  entweder  sämtlich  Gruppen  der 
ersten  Kategorie  oder  dieser  Kategorie  gehören  zwei  nicht-benadibarte 
Gruppen,  etwa  F^  und  Fj,  an,  während  i\  und  F^  zur  zweiten,  dritten 
oder  vierten  Kategorie  gehören.  — 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  eine  Einteilung  aUer  Kreis- 
hogenvierecke  in  sieben  Typen.  Wir  werden  dem  eben  gewonnenen  Satze 
gemäss  annehmen,  dass  l\  und  F^  allemal  Gruppen  der  ersten  Kate- 
gorie sind.  Gehören  alsdann  dieser  Kategorie  auch  F^  und  F^  an,  so 
soll  das  Viereck  P  und  seine  Gruppe  F  dem  ersten  Typus  angehören; 
wir  können  diesen  Typus  von  Vierecken  P  symbolisch  in  sofort  ver- 
ständlicher Art  durch  [1,  1]  charakterisieren.   Unter  directem  Gebrauche 

Fricke-Kloiii,  Automorphe  Fanctionen.  L  2G 
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der  Kreise  Ki  können  wir  auch  sagen,  dass  allemal  K^  und  K^  ge- 
trennt verlaufen  sollen,  dass  aber  weiter  beim  ersten  Typus  K^  und  K^ 
gleichfalls  keinen  Punkt  gemein  haben.  Schneiden  oder  berühren  sich 
K^  und  jKg,  so  kann  weder  I^  ^^^^  ^  ^®^  ersten  Kategorie  angehören. 
Der  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Typus  der  Vierecke  P  bekommen  diesem 
Umstände  entsprechend  die  Symbole  [2,  2]  bez.  [2,  3],  [2,  4],  [3,  3], 
[3,  4],  [4,  4].  Diesen  sieben  Typen  sind  die  Figuren  136  bis  142  ge- 
widmet. Man  veranschauliche  sich  in  diesen  Figuren  jeweils  die  Ge- 
staltung des  Vierecks  P;  auf  die  Bedeutung  sonstiger  in  den  Figuren 
schraffierter  Bereiche  kommen  wir  unten  zurück. 

Irgend  ein  Viereck  P  aus  der  Reihe  der  sechs  letzten  Typen 
kann  man  als  durch  Compositiofi  zweier  Kreishogendreiecke  mit  einem 
gleicJien  Winkel  entstanden  denken.  Man  wird  sich  dies  mit  Hilfe  der 
gleich  mitzuteilenden  Figuren  leicht  klar  machen.  So  haben  wir  z.  B. 
in  Figur  137  ein  Viereck  P  des  zweiten  Typus.  Nach  Fortnahme  von 
K2  liefert  das  Viereck  P  zusammen  mit  dem  Dreieck  D^  das  Aus- 
gangsdreieck von  JTgy  ^^^  entsprechend  gewinnen  wir  durch  Fort- 
nahme von  K^  das  Ausgangsdreieck  von  F^.     Beide  Dreiecke  haben 

den  gleichen  Winkel  j— 5  übrigens  aber  gilt  dem  zweiten  Typus  von  P 
entsprechend: 

r  +  r  +  f<i'  r  +  i  +r<i- 

*ia  *34  *4l  *13  *St  'Sl 

Sehen  wir  irgend  zwei  Dreiecke,  welche  dieselben  Winkel  in  der- 
selben Folge  haben,  als  nicht  verschieden  an,  so  können  wir  nun 
auch  umgekehrt  sagen:  Irgend  zwei  Dreiecke  mit  einem  gleichen  Winkel 
lassen  sich  auf  00^  Weisen  zu  einem  Viereck  P  eines  der  sechs  letzten 
Typen  componieren,  und  wir  finden  so  ein  einfach  unendliclies  Continuum 
wesentlich  verschiedener  Vierecke  mit  gleichen  und  gleichliegenden  Winkeln, 
Die  Mannigfaltigkeit  rührt  daher,  dass  wir  z.  B.  im  Falle  der  Figur  137 
bei  festliegendem  K^  den  Kreis  K^  durch  die  zu  üTj  und  K^  als  Bahn- 
curven  gehörende  cyclische  hyperbolische  Gruppe  so  lange  verschieben 
dürfen,  als  er  nicht  mit  K^  coUidiert.  Im  Gegensatze  hierzu  zählt 
man  leicht  00^  Vierecke  des  ersten  Typus  mit  gleidien  und  gleichliegenden 
Winlceln  ab,  und  es  handelt  sich  dabei  wieder  um  ein  Continuum  von 
Vierecken.  Die  Winkel  können  als  aliquote  Teile  von  n  beliebig  vor- 
geschrieben werden;  doch  dürfen  sie  nicht  zugleich  =  ~  sein.  — 

Es  ist  nun  für  die  genauere  Untersuchung  unserer  Vierecksgruppen  F 
vor  allen  Dingen  nötig,  dass  wir  uns  die  Lagenvcrhültnisse  der  Ebenen 
Ji\,  JPg,  E^j  E^  und  damit  die  zu  den  Gruppen  gehörenden  Disconti- 
nuitätspolyeder   im   projectiven  Räume   deutlich   machen.     Dabei   be- 
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Fig.  13«, 


schränken  wir  uns  auf  das  Kugelinnere,  werden  also  die  zu  con- 
struierenden  Polyeder  neben  den  Ebenen  E  noch  durch  ein  oder  mehrere 
Stücke  der  Kugelober- 
fläche begrenzen.  Gehört 
P  zum  ersten  Typus,  so 
ist  das  entsprechende 
Polyeder  11  ein  Hexaeder^ 
welches  im  Kugelinnern 
durch  die  vier  Ebenen  E 
prismatisch  begrenzt  ist, 
auf  der  Kugelfläche  aber 
zwei  getrennt  liegende 
Vierecke  P  und  P'  zu 
Randflächen  hat;  letztere 
liefern  die  in  Figur  136 
dargestellte  Projection 
auf  die  g- Ebene.  Der 
Fall,  dass  K^  und  K^  ein- 
ander berühren,  lässt  sich 
als  Grenzfall  des  ersten 
Typus  auffassen.  Das 
Viereck  P'  zerfällt  in  zwei  nur  in  einer  Spitze  zusammenhängende  Drei- 
ecke', und  man  könnte  demnach  TL  als  Heptaeder 
bezeichnen.  P  gehört  nun  im  allgemeinen  zum 
zweiten  Typus;  doch  liegt  der  dritte  Typus  vor, 
wenn  eine  der  beiden  Gruppen  F^,  F^  die  parabolische 
Diedergruppe  ist  (cf.  pg.  224). 

Schneiden  sich  K^  und  JTj,  so  wählen  wir  wie 
oben  E^  und  E^  als  Diametralebeuen  der  Kugel. 
Die  Punkte  Q^  und  Q,^  liegen  auf  der  Schnitt- 
geraden beider  Ebenen,  und  zwar  ausserhalb  der 
Kugel,  falls  der  zweite  Typus  vorliegt.  77  stellt  nun 
ein  Heptaeder  vor,  welches  neben  den  Ebenen  E 
durch  ein  Viereck  P  und  zwei  Dreiecke  der  Kugel- 
oberfläche begrenzt  ist.  Die  Projection  dieser  drei 
Bereiche  auf  die  g-Ebene  ist  in  Figur  137  ge- 
geben. Man  wird  nun  auch  leicht  die  Verhält- 
nisse verfolgen,  falls  einer  der  beiden  Punkte  Q^^  Q^ 
auf  bez.  in  die  Kugel  hineinrückt.  Beim  dritten 
und  vierten  Typus  (Figuren  138  und  139)  haben 

wir  Hexaeder  77,  wobei  der  Unterschied  vorliegt,  dass  das  zu  Figur  138 

26* 


Fig.  137. 
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gehörende  Hexaeder  eine  (in  der  Figur  markierte)  parabolische  Spitze  Q^ 
hai    Die   drei  letzten  Typen  (cf.  Figuren  140  bis  142)  liefern  Pen- 


Fig.  138. 


Fig.  139. 


taeder  11  mit  zwei  bez.  einem  und  gar  keinem  parabolischen  Punkte 
auf  der  g- Kugel.  — 


[3,3] 


Fig.  110. 

Auf  die  so  gewonnenen  Polyeder  11  lassen  sich  nun  unmittelbar 
die  allgemeinen  Ansätze  von  pg.  157  ff.  in  Anwendung  bringen,  welche 
letztere  man  ja  ohne  Mühe  auf  die  Polyeder  zweiter  Art  übertragen 
wird.  Vor  allem  folgt:  Das  Polyeder  TI  ist  stets  und  nur  dann  Dis- 
covUinuitätsbereich,  wenn  die  sämtlicJien  Kantenwinkel  aliquote  Teile  van 
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sr  sind.  Über  die  für  die  Yiereckswinkel  oben  schon  ansgesprochene 
Bedingung  hinaus  stellt  sich  also  nur  noch  für  die  sechs  letzten  Typen 
die  Bedingung  ein^  dass  l,^  eine  ganze  Zahl  >  2  sein  muss. 

Über  die  regulären  Kugelteilungen,  welche  unter  der  eben  zuletzt 
formulierten  Bedingung  aus  den  vorliegenden  Figuren  entspringen,  er- 


[l,  4] 


Fig.  142. 

geben  die  allgemeinen  Theoreme  von  pg.  126  ff.  das  Folgende.  Beim 
ersten  Typus  haben  wir  ewei  Vierecknetjse,  welche  durch  eine  Grenzciirve  ge- 
trennt sind,  r  gehört  nach  der  Tabelle  pg.  165  in  die  Abteilung  IV,  b; 
sie  ist  jedoch  eine  Hauptkreisgruppe  vom  Charakter  (0,  4),  falls  alle 
vier  Ebenen  E  durch  einen  Punkt  ziehen.  Beim  zweiten  Typus  ist 
die  Kugel  von  m^em  Vierecknetze  und  zwei  Glossen  von  je  unendlich 
vielen  Dreiecknetzen  bedeckt;  wir  haben  also  eine  nicht -analytische 
Grenzcurve  und  unetidlidi  viele  Grenzkreise  (Abteilung  IV,  c,  1,  /J  der 
Tabelle  pg.  165).  Ahnlich  liegen  die  Verhältnisse  beim  dritten  und 
vierten  Typus.  Bei  den  drei  letzten  Typen  trägt  die  Kugel  jedesmal 
nur  ein  Vierecknetz,  und  die  Grenzmannigfaltigkeit  liefert  ein  System 
discreter  Punkte  (Abteilung  IV,  a,  1  der  Tabelle  pg.  165). 

Man  wolle  übrigens  diese  Angaben  hier  nur  als  vorläufige  an- 
sehen; wir  werden  uns  mit  den  betreffenden  regulären  Kugelteilungen 
und  namentlich  den  zugehörigen  Grenzgebilden  noch  ausführlicher  zu 
beschäftigen  haben. 

§  2.    Festlegung  der  sieben  Typen  der  Kreisbogenviereoke  durch 

ihre  Invarianten. 

Die  rein  gestaltlichen  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen 
finden  ihr  analytisches  Fundament  in  einer  Invariantentheorie  der 
Kreisbogenvierecke,  welche  nach  den  Gesichtspunkten  unserer  obigen 


406  II.   Ausführliche  Theorie  der  Polygongruppen. 

Invariantentheorie  der  Hauptkreisgruppen  durchzuführen  ist  und  zum 
Specialfall  (0,  4)  der  letzteren  Theorie  in  einer  nahen  und  sogleich 
noch  näher  darzulegenden  Beziehung  steht. 

Nach  „M."  I  pg.  198  haben  wir  für  die  einzelne  der  vier  er- 
zeugenden Spiegelungen  die  nachfolgende  Gestalt: 

(1)  g'=MO  =  — ^--^,    «.c^  +  fty.—  i. 

Hierbei  ist  ^  der  zu  g  conjugierte  Wert,  und  ebenso  ist  ai  zu  ai  con- 
jugiert,  während  /J,  und  y,-  reell  sind.  Die  einzelne  Spiegelung  besitzt 
keine  Invariante;  wohl  aber  haben  zwei  Spiegelungen  F),  Vk  eine 
Invariante y  die  wir  ön  nennen  und  als  halbe  Summe  des  ersten  und 
vierten  Coefficienten  der  Substitution  erster  Art  KK*  definieren: 

(2)  26iic  =  a/Ofjfc  +  «,«*  +  ßiYk  +  y,/Jjt. 

Die  Invariante  öa  ist  reell  und  bedeutet  (eventuell  nach  Wechsel  des 
Vorzeichens)  den  Cosinus  des  Neigxingsmiikels  der  heideti  Ebenen  Et,  Ek 
im  Sinne  der  hyperbolischen  Maassbestimmung*). 

Die  vier  Invarianten  tfjg,  tfgg,  tfg^,  C^i  sind  absolut  <  1;  und  es 
ist,  sofern  wir  an  den  Festsetzungen  des  vorigen  Paragraphen  fest- 
halten, (^24  absolut  >  1,  während  sich  über  ö^^  allgemein  nichts  sagen 
lässt.  Um  aber  die  sechs  Invarianten  6ii  des  Vierecks  P  auch  dem 
Vorzeichen  nach  zu  fixieren,  führen  wir  die  vier  elliptischen  oder 
parabolischen  Substitutionen : 

(3)  V,=  V,V„     V,==Y,%,     V,=  %V\,     V,^V,V, 

ein  und  benennen  die  ihnen  entsprechenden  Ecken  und  Winkel  von  P 
durch  Ci  bez.  ^i.  Schneiden  sich  K^  und  iC,,  so  verstehen  wir  über- 
dies unter  ^^3  den  Winkel  desjenigen  von  K^  und  K^  gebildeten 
Kreisbogenzweiecks,  dem  jp  augehört.  Zufolge  der  im  vorigen  Paragraphen 
gewählten  Reihenfolge  der  Kreise  K  auf  dem  Rande  von  P  bedeutet 
Vi  eine  Drehung  um  e^  im  positiven  Sinne  durch  den  Winkel  d'i. 

Ein  simultaner  Zeichenwechsel  der  Coefficienten  in  allen  vier 
Spiegelungen  ändert  die  sechs  Invarianten  an  nicht  Fixieren  wir 
daraufhin  die  Coefficienten  von  F4  nach  Willkür!  Weiter  fordern  wir, 
dass  die  Invarianten  jj,  j^f  j^  der  drei  ersten  Substitutionen  (3)  nicht- 
negativ sind  und  im  Falle  des  Verschwindens  bei  stetiger  Verkleinerung 
des  betreffenden  Winkels  ^i  und   entsprechender  stetiger  Abänderung 

*)  Die  im  Texte  folgenden  Entwicklungen  über  die  sechs  Invarianten  a.j^ 
bedeuten  demnach  ,,Unter8uchungen  über  die  sechs  Kantenwinkel  eines  eben- 
flächigen  Tetraeders  im  hyperbolischen  Raume'^ 
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von  Vi  positiv  werden  sollen  (cf.  pg.  344).  Hiermit  sind  auch  F^,  Fg,  V^ 
sowie  die  drei  rückständigen  Invarianten  ö^^,  öy^y  6^^  hinsichtlich  ihrer 
Vorzeichen  festgelegt. 

Um  diese  Yorzeichenbestimmung  explicite  darchzuf&hren^  stellen 
wir  eine  Continoitätsbetrachtung  an,  bei  welcher  wir  die  Forderung, 
die  Winkel   seien   aliquote  Teile  von  n,   fallen  lassen,   aber  dauernd 

an  den  Ungleichungen  ^,-  <  -x-  bez.  auch  ^,.  <  -    festhalten.    Aus  den 

geometrischen  Vorstellungen  des  vorigen  Paragraphen  im  projectiven 
Baume  wird  man  leicht  den  Satz  entnehmen,  dass  alle  diesen  Be- 
dingungen entsprechenden  Vierecke  ein  Continuum  bilden,  in  welchem 
Vierecke,  unter  deren  vier  Winkeln  ^^y  ^g,  '9'3,  -ö*^  bez.  unter  deren 
fünf  Winkeln  -ö*!,  -ö-^,  -^3,  ^^y  ^i^  ein  oder  mehrere  rechte  vorkommen, 
die  Grenzfalle  abgeben.  Letztere  Angabe  hat  die  Folge,  dass  zwei 
Vierecke  ohne  rechte  Winkel  stets  in  einander  überfiihrbar  sind,  ohne 
dass  ein  Viereck  mit  rechtem  Winkel  passiert  wird,  dass  aber  andrer- 
seits ein  Viereck  mit  einem  oder  mehreren  rechten  Winkeln  durch 
unendlich  kleine  Abänderung  in  ein  durchaus  spitzwinkliges  über- 
führbar ist. 

Im  Innern  der  eben  gemeinten  Mannigfaltigkeit  treten  nun  niemals 
Zeichenwechsel  der  Invarianten  ö^  auf.  Wir  bringen  demnach  deren 
Vorzeichen  in  Erfahrung,  indem  wir  irgend  ein  particuläres  Viereck 
heranziehen.  Diesem  Zwecke  diene  ein  Hauptkreisviereck  der  Winkel  0, 
welches  bei  zweckmässiger  Lagerung  die  Spiegelungen  liefert: 

Man  rechnet  leicht  aus,  dass  die  vier  Invarianten  (J,-,  ,  +  1  hier  überein- 
stimmend =  1  werden,  während  tf^  =  (^24  =  —  3  ist.  Es  ergiebt 
sich  sonach  das  llieorem :  Die  sechs  Invarianten  önt  des  KreisbogenvierecJcs 
sind  vermöge  unserer  Festsetzungen  reelle,  den  Bedingungen: 

(4)        0£6,^<\y    0<^23<1,     0^tf3,<l,     0^6,,£\y 

genügende  Zahlen, 

Wir  fassen  jetzt  alle  durch  eine  beliebige  Substitution  erster  oder 
zweiter  Art  in  einander  transformierbaren  Vierecke  in  eine  Classe  zu- 
sammen. Es  gilt  dann  der  wichtige  Satz:  Die  Classe  des  einzelnen  Vier- 
ecks P  ist  durch  Angabe  der  sechs  Invarianten  au,  bereits  eindeutig  bestimmt. 

In  der  That  haben  wir  in  r\  eine  hyperbolische  Rotationsgruppe, 
deren  Moduln  (im  Sinne  von  pg.  347ff.)  2(^23,  26^^,  26^^  sind.  Nach 
pg.  348  ist  die  Gruppe  F  durch  diese  Moduln  bis  auf  Transformation 
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bestimmt^  und  wir  wählen  sie  in  particulärer  Weise  aus,  womit  F2,  Fj,  V^ 
alsdann  ebenfalls  bestimmt  sind.  Möge  die  getroffene  Auswahl  eine 
solche  sein,  dass  der  Hauptkreis  von  F^  die  reelle  Axe  wird;  es  sind 
dann  die  Coef&cienten  a^y  cc^,  cc^  reell.  Den  ersten  Coefficienten  von  V^ 
schreiben  wir  unter  Trennung  des  reellen  vom  imaginären  Bestandteil 
«j  =  «/  +  ta/'.  Zur  Bestimmung  von  V^  haben  wir  dann  die  vier 
Gleichungen: 

2<yi2  =  2  a/ «2  +  ßiy^  +  Vißiy 
2<yi3  =  2a>s  +  ß^y^  +  yj/Sg, 

2<y,,=  2a/a,+  Ay,+  yi/»4, 


(5) 


Die   Determinante    der   ersten   drei   Gleichungen   hat   einen   von   null 
verschiedenen  Wert;  denn  es  ist: 


(6) 


«4.  ßi,  Yi  ■ 


2  «2 ,  2  CK3 ,  2cc^ 

727    ys;    y* 

ßif      ßsf      ß< 


=  8. 


^}      ^28  7    ^24 
<'247    <^84>      1 


und  von  der  letzten  Determinante  werden  wir  alsbald  sehen,  dass  sie 
nicht  verschwindet.  Es  sind  somit  durch  die  ersten  drei  Gleichungen  (5) 
die  Zahlen  «/,  /S^,  y^  fest  bestimmt,  worauf  die  vierte  Gleichung  (5) 
a/'*  liefert.  Die  beiden  so  gewonnenen  conjugiert  complexen  Opera- 
tionen Vi  liefern  zwei  bezüglich  des  Hauptkreises  von  F^  symmetrische 
Vierecke,  die  somit  derselben  Classe  angehören.  Unsere  obige  Be- 
hauptung über  die  eindeutige  Bestimmtheit  der  Classe  von  P  durch 
die  sechs  Invarianten  önt  ist  damit  bewiesen. 

Wir   müssen  jetzt   einige   weiterhin  zur  Verwendung  kommende 
Verbindungen  der  öik  kennen  lernen. 

1)  Setzen  wir  für  beliebige  Lage  von  P  explicite  a*  =  ai  +  ia4',  so 
wird  die  Gleichung  des  Kreises  Ki  in  der  g-Ebene: 


(7) 


riiV  +  1?*)  -  2a/6  -  2a,",  -  ft  =  0, 


und  von  hieraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Ebene  Ei  (cf.  pg.  46): 


(8) 


2a/zi  +  2a/'£r2  -  (ft  +  y,)^,  +  (/J,  -  y.>4  =  0. 


Wir  können  diese  Gleichung  benutzen,  um  die  Bedingung  anzugeben, 
unter  welcher  P  ein  Hauptkreisvieredc  ist;  für  diesen  Fall  muss  die 
Determinante: 
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«i;   «i,   ßij   Yi 


(9) 


«2»    «2;    Ai    ^2 

«8,  «37  ßsf  y^ 

J    «4;    «4»    /^i,    n 

verschwinden.  Das  Quadrat  dieser  Determinante  drückt  sich  in  den 
sechs  Invarianten  öa  rational  ans;  wir  bezeichnen  dieses  Quadrat  nach 
Fortheben  des  Factors  16  kurz  durch  —  a  und  haben  alsdann  nach 
dem  Multiplicationsgesetz  der  Determinanten: 


(10) 


<r  =  — 


1, 


'18» 


^12>    ^13  i     ^U 


1, 


^23  9     ^24 


^13  7    ^23» 


1,       <y. 


94 


^Ui    ^24  >    ^34  > 


1 


Da  die  Determinante  (9)  rein  imaginären  Wert  hat,  so  ist  ö  nicht- 
negativ: Die  Invarianten  öa  erfüllen  somit  die  Bedingung  <f  ^0,  und  zwar 
ist  das  Zutreffen  des  Gleichheitszeichens  für  den  Hauptkreisfall  cha- 
rakteristisch. Wir  konnten  in  diesem  Sinne  0  als  die  Haupthreis- 
invariante  bezeichnen. 

2)  Die  Unterdeterminanten  dritten  Grades  der  Determinante  (10) 
nach  den  Elementen  der  Diagonalreihe  mögen  — 6^  bez.  — ö^j  — dj,  — 6^ 
heissen.     Man  hat  also  explicite  z.  B.: 


(11)  ff,=  - 


1,      <^i2>    ^13 

1 

^12  >       1  >      ^83 

=  ^u  +  <'iz 

^13  J    ^23;      1 

+  ^23*""  2<yia<yi3<ysi3—  1- 


Die  Invariante  6i  gehört  der  Gruppe  Fi  zu,  und  zwar  gilt  der  Satz: 
Die  Gruppe  Fi  ist  eine  hyperbolische^  parabolische  oder  elliptische  Rata- 
tionsgruppe,  je  nachdem  öi  >  0,  =  0  oder  <  0  ist  Um  dies  etwa  für 
1^4  zu  zeigen,  berechne  man  die  Coordinaten  0i  des  Punktes  Q^  durch 
Auflösung  der  drei  Gleichungen  (8)  für  i=l,  2,  3.  Bei  richtiger 
Wahl  des  Proportionalitätsfactors  hat  man  alsdann  für  die  linke  Seite 
der  Gleichung  der  absoluten  Kugel  direct: 

womit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist.  — 


*)  Die  Zwischcnrechnung  kann  man  erheblich  kflrzen,  indem  man  ifj  etwa 
als  imaginäre  ^-Axe  wählt  und  zur  reellen  i;-Axe  einen  zu  K^  und  K^  ortho- 
gonalen Kreis  bestimmt. 
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Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  ist  es  nun  leicht,  die  sidien  Typen 
der  Vierecke  P  durch  ihre  Invarianten  gu  charcHUerisieren.  Behalten  wir 
die  Festsetzungen  des  vorigen  Paragraphen  bei,  so  treten  zu  den 
schon  genannten  Bedingungen  (4)  noch  die  beiden  a,  >  0,  «3  >  0  fUr 
alle  sieben  Typen  hinzu;  im  übrigen  aber  gilt  folgende  Tabelle: 


I. 

IL 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 


(t»>0 
ff,>0 
tfj>0 
<fi>0 

ff,  =  0 


ffs<0 


,     ffi  >  0, 

,         ff4>0, 

,        »4=0, 

,     *i<0, 

,     ff,  =  0, 

,         ^4  <  0, 

,        <»4<0, 

tf,3  <   —    1  . 


»13  >-    1, 

<'l»>-  1, 

«IS  >  -  1  •    — 


Um  die  Beziehung  der  vorstehenden  Entwicklungen  zur  luvarianten- 
theorie  der  Hauptkreisgruppen  der  Gattung  (0,  4)  darzulegen,  be- 
dienen wir  uns  der  schon  in  (3)  eingeführten  Substitutionen  Vi  und 
definieren  die  Invarianten  ^',,  j^j,  ...  derselben  genau  nach  Vorschrift 
von  pg.  337.  Die  sechs  Invarianten  jt  und  ji,i+t  fallen  reell  aus; 
denn  man  hat: 


(12) 


ii  =  2(T,2,    i2=2tfgs,    J3=2(y^,    i4=2<y4i, 


Weiter  sind  j^  und  j^^  die  Invarianten  von  V^V^^V^V^  und  V^V^V^V^^ 
und  da  diese  Substitutionen  in  einander  transformierbar  sind,  so  ist 
^13=^24  5  diese  pg.  396  fflr  die  Symmetrie  der  Hauptkreisgruppen 
gefundene  Bedingung  bleibt  somit  auch  bei  den  Nichtrotationsgruppen 
bestehen.     Übrigens  findet  man: 


(13) 


iis  =  hl  ^  2 (<y,2<y84  +  (yi4<y23  —  c^^a^^  —  iy^) ; 


diese  Invarianten  haben  demnach,  sofern  der  Hauptkreisfall  (f  «=0  nicht 
vorliegt,  stets  complexen  Zahlwert.  Für  <y  =  0  liefert  die  Relation  (13) 
vermöge  (12): 

womit  wir  eine  früher  auf  anderem  Wege  gewonnene  Formel  wieder- 
erhalten (cf.  (3)  pg.  394). 

Die  Invarianten  ^i,  a^,  ...   führen   uns   gleichfalls  auf  bekannte 
Formeln  zurück;  es  wird  z.  B.: 


(15) 


4  «4  =  ji"  +  j/  +  ji/  —  JiJJii  -  4. 
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Nach  pg.  352  liefert  also  Y~^  ^f  d^n  v.  Staudfschen  Eckensinus  für  die 
im  Polyeder  der  F  am  Punkte  Qi  auftretende  dreiseitige  Ecke*). 

Wir  schreiben  endlich  auch  noch  die  Bedingung  <y  ^  0  auf  die 
Jif  h}  •  •  •  ^°^  ^^d  erhalten: 


(16) 


Ja      ^ )     Jif     Jiz 
Ju  9    Ji       ^)     Js 

Jl7        JiSf    Jz7      - 


>0. 


Im  Hauptkreisfalle,  d.  h.  bei  Gültigkeit  des  Gleichheitszeichens, 
entspringt  hiermit  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  die  Invarianten. 
Es  ist  dies  dieselbe  Gleichung,  welche  v^ir  bereits  oben,  pg.  394 
unter  (2),  kennen  lernten;  man  wolle  bei  der  Umrechnung  ^^^  ji^=^jti} 
sowie  die  Relation  (14)  berOcksichtigen. 

§  3.    Vorbereitungen  zur  Untersnohnng  der  Grenzonrve  beim 
Viereck  des  ersten  Typus  mit  -vier  Winkeln  null. 

Wie  wir  bereits  pg.  403  feststellten,  hat  eine  Gruppe  F  des  ersten 
Typus  als  Discontinuitatsbereich  (für  die  ganze  g- Kugel)  zwei  Vier- 
ecke P  und  P';  wir  stellten  dieselben  in  Figur  136  pg.  403  dar  und 
können  sie  einander  conjugiert  nennen.  Die  Ausübung  der  erzeugenden 
Spiegelungen  reiht  nun  an  jedes  der  beiden  Vierecke  weitere  Vierecke 
an,  und  nach  der  allgemeinen  Theorie  (cf.  pg.  126  ff.)  erscheint  die 
Eugelfläche  schliesslich  von  zwei  einfach  zusammenhängenden  Viereck- 
netzen N  und  N'  bis  auf  die  Grenzpunkte  der  Gruppe  vollständig 
bedeckt 

Die  beiden  so  gewonnenen  Netze  sind  durch  eine  Grenecurve  G 
von  einander  getrennt;  denn  es  ergab  sich  (cf.  pg.  127),  dass  nirgends 
ein  Bereich  von  epdlicJier  Flächenausdehnung  zwischen  N  und  N'  vor- 
kommen konnte,  der  überall  dicht  von  Grenzpunkten  bedeckt  wäre. 
Im  Hauptkreisfalle  (d  =  0)  stellt  die  Grenzcurve  G  einfach  den  Hauptkreis 
selbst  dar.  Dieser  Fall  gilt  hier  als  elementar,  d.  h.  wir  setzen  weiterhin, 
sobald  nichts  anderes  bemerkt  ist,  <T  >  0  voraus.  Nach  den  Angaben 
von  pg.  133  u.f.  ist  alsdann  G  eine  sehr  complicierte,  und  zwar  nicht- 
analytische Curve.  Es  ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Betrachtungen, 
wenigstens  eiuigermaassen  die  Eigenart  der  Grenzcurve  G  näher  darzu- 

*}  Aus&er  den  schon  pg.  352  q.  f.  genannten  Arbeiten  vergl.  man  hierzu 
etwa  Study,  Über  Distanzrelationen,  Schlömilch's  Zeitschrift  Bd.  27  (1882),  wo 
auch  noch  weitere  Litteratumacbweise  zu  finden  sind. 
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legen.  Dabei  sei  es  erlaubt,  der  Anschaulichkeit  wegen  die  Betrachtung 
sogleich  auf  einen  Specialfall  einzuschränken:  wir  wählen  das  Kreis- 
bogenviereck  von  erstem  Typus  mit  vier  Winkdn  nüU.  Fttr  die  sechs 
Invarianten  desselben  gelten  die  Angaben: 


(1) 


^12  =  ^^28  =  ^84  =  <^41  =  1  ?        ^'iS  < 1  7        ^U  <  !• 


Einige  vorbereitende  Untersuchungen  sind  hier  zunächst  voraus 
zu  schicken. 

Erstlich  berechnen  wir  mit  Rücksicht  auf  (1)  aus  (10)  pg.  409 
die  Hauptkreisinvariante  6\  es  ergiebt  sich: 

(2)  <y  =  (1  -  (yj(l  -  dj(3  -  d,3  -  6^^  -  dijdj. 
Die  Invarianten  6^^,  <f^^  müssen  somit  der  Bedingung: 

(3)  (l  +  tf«)(l  +  «s«)^4 

genügen. 

Demnächst  verabreden   wir   zwei   besonders   einfache  Lagen   des 

Viereckpaars  P  und  P'  in  der 
g- Ebene,  die  wir  als  erste  und 
gweite  Normallage  weiterhin  unter- 
scheiden wollen. 

Bei  der  ersten  Normallage  soll 
der  Ereis  K^  auf  der  imaginären 
g-Axe    liegen,     während    K^    der 


Ereis  mit  dem  Radius  —  um  g 


1 

2 


Fig.  143. 


ist;  K^  möge  als  gerade  Linie  ge- 
wählt werden,  die  dann  zu  K^ 
parallel  läuft,  so  dass  eine  Ecke 
des  Vierecks  nach  g  =  oo  rückt. 
Die  Anordnung  wird  des  näheren 
durch  Figur  143  dargelegt;  den 
Mittelpunkt  von  K^  nehmen  wir  als 
in  der  positiven  Halbebene  gelegen 
an.     Die   vier   erzeugenden  Spiege- 


lungen nehmen  daraufhin  die  Gestalt  an: 


(4) 


Fi(0  =  -g,     F,(g)=-= 


2f  —  1 


na)  =  - 


G"-i4r^;:)?"+(^-''-3) 


yV^{l) l  +  l-  <fn, 
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wobei  yä  positiv  zu   Dehmen  let;    letzteres  entepricht  unserer  Feat- 
setzuDg  über  die  Lage  des  Mittelpunktes  von  K^. 

Der  Berfibrungapunkt  der  Kreise  S^  und  K^  liegt  bei: 


(ö) 


'  +  i-. 


Die  Verbindungslinie  k  dieses  Punktes  und  des  Nullpunktes  £  ^  0 
schneidet  offenbar  alle  vier  Kreise  Ki  unter  gleichem  Winkel.  Eben 
dieserhalb  muss  die  Gerade  Ic  durch  den  Berührungspunkt  von  K^ 
und  E^  hindurchziehen,  während  sie  als  Gerade  auch  durch  g  ^  cc, 
■  d.  h.  durch  den  Berührungspunkt  von  ^,  und  K^  lauft.  Unter  den 
beiden  Winkeln  zwischen  k  und  dem  einzelnen  Kreise  Ki  möge  &■  der- 
jenige sein,  welcher   "   nicht  übersteigt;  dann  ergiebt  sich  aus  (5): 


tg#- 


(1  -  tfi.)(l  —  <h<) 


Überträgt  man  diese  Ergebnisse  sogleich  auf  eine  beliebige  Lage  des 
Kreishogenvierecks  P,   so  folgt:  Die  vier  parabolist^ien  Ecfqawnkte  des 
Kreisbogenvierecks  der  Winkel  nuIZ  liegen  stets  auf  einem  Kreise  k,  welcher 
gegen  die  vier  Seiten  des  Vierecks  unter  dem  gleichen  Winkel: 
.  (1  -  fl„)(i  -  g.,) 


(6) 


i-  =  arctg  J- 


Vi 


geneigt  ist.     Der  Hauptkreisfall  a^=0  liefert  natürlich  #==--,     Das 
Doppelverhältnis  der  vier  Ecken  von  P  ist  somit  reell,  und  man  findet 
als  einen  der  sechs  Werte  dieses 
Doppelverhältnisses  •7-_'^'  ■ 

Zur  Definition  der  eweiten 
Normallage  des  Yiereckpaars 
P,  P  legen  wir  die  Fixpunkte 
der  hyperbolischen  Substitution 
Fl  Fj  nach  ^  =  0  und  £  —  oo. 
Kl  und  Kg  werden  dann  con- 
centrische  Kreise  um  £~>0,  und 
zwar  möge  der  Badius  von  K^ 
gleich  1,  der  von  £,  grösser 
als  1  sein.  Der  Mittelpunkt  von 
Kf  liege  auf  der  positiven  reellen 
Ase,  wie  hierneben  in  Figur  144  näher  ausgeführt  ist;  den  Mittelpunkt 
von  K^  aber  nehmen  wir,  wie  ebenda  ersichtlich,  wieder  in  der  posi* 
tiven  Halbebene  an. 
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Die  Gestalten  der  Spiegelungen  V^  und  V^  werden  nun  sehr  einfach: 


(7)  ^(0  =  4,     n(0=    ''■•-^''"'-' 


- } 


während  Fg  complicierter  ausfällt;  wir  begnügen  uns  damit,  die  Werte 
der  Coefficienten  a^^  ß^f  y^  anzugeben: 


(8) 


y  —  1  —  (fxs  y—  I  —  <^i3 

die  hier  auftretenden  Quadratwurzeln  sind  sämtlich  reell  und  sollen 
positiv  genommen  werden.  Der  Kreis  E^  ist  bei  der  zweiten  Normal- 
lage mit  K2  congruent  und  geht  aus  letzterem  vermöge  einer  Drehung 
um  f  =  0  durch  einen  Winkel  (o  hervor;  wir  setzen  abkürzend  e^^  =  £, 
Die  Substitution  F4  lässt  sich  demgemäss  zunächst  in  der  Gestalt 
ansetzen: 

(9)  VM  =  ^+-^i  • 

Um  daraufhin  s  und  damit  (o  durch  die  Invarianten  darzustellen; 
knüpfe  man  an: 

^u  =  «2'  -  ^  +  Ars 

und  trage  für  a^;  ß^^  y^  die  in  (8)  gegebenen  Werte  ein.  Es  ergiebt 
sich  auf  die  Weise: 

(10)  coso,  =  ^"^-  +  ^»;  "^ 

Soll  der  Hauptkreisfall  vorliegen,  so  ist  cd  =  sr  und  also 

^'is^gt  +  ^'is  +  ^^24  —  3  =  0, 
was  auf  Grund  von  (2)  unmittelbar  auf  6  =  0  zurückführt.     Bei  der 
ziveiten   Normallage  geht  Kj^  aus  K^  vermöge  einer  Drehung  um  den 
Punkt  5  =  0  durch  den  Winkel: 

(11)  o  =  arccos  (^"  ^'^  t^**  *"-) 

hervor.  Hätte  man  zur  Einführung  der  zweiten  Normallage  K^  und 
7^4  concentrisch  gewählt,  so  wäre  an  Stelle  von  (o  der  Winkel: 

(12)  o'  =  arccos  (^-'' ''^^^ "  -) 

getreten.  Man  merke  noch  an,  dass  für  <y  >  0  keiner  der  Winkel  o,  cd' 
gleich  tc  ist. 
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§  4.    Verschiedene  approximative  Constructionen  der  Grenzourve 

beim  Viereck  der  Winkel  nnlL 

Das  Viereckpaar  P,JP'  lässt  in  der  g- Ebene  (oder  auf  der  g-Kugel) 
das  Innere  der  vier  Kreise  Kif  . .,  K^  ungedeckt  Da  P  zum  ersten 
Typus  gehört,  so  ist  der  einzelne  dieser  vier  Kreise  stets  nur  mit  den 
beiden  benachbarten  in  Berührung;  man  kann  sagen,  dass  die  vier 
Kreisscheiben  eine  einfach  gesclUossene  Kette  bilden.  Entwerfen  wir 
nun  vermöge  des  Princips  der  Spiegelung  an  jedem  der  vier  Kreise  Kf 
ein  weiteres  Viereckpaar,  so  bleiben  demnächst  zwölf  Kreise  offen, 
welche  wiederum  eine  einfach  geschlossene  Kette  bilden.  Wir  kommen 
hier  auf  den  vom  ersten  Abschnitt  her  sehr  bekannten  Process  der 
Herstellung  der  Vierecknetze  nach  dem  Symmetrieprincip.  Wenn  wir 
dabei  jedesmal  an  allen  offenen  Kreisen  zugleich  je  ein  weiteres  Vier- 
eckpaar entwerfen,  so  haben  wir  nach  dem  n**"  Schritte  eine  einfach 
geschlossene  Kette  von  4  •  3"  noch  offenen  Kreisscheiben. 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  w  =  oo  über,  so  werden  die  Radien 
der  eben  gemeinten  beim  einzelnen  Schritte  noch  offen  bleibenden 
Kreise  ausnahmslos  gegen  null  convergieren,  wie  aus  der  Eigenschaft 
dieser  Kreise  als  Symmetriekreise  der  Vierecknetze  folgt.  Die  Summe 
der  Quadrate  der  Radien  der  4  •  3"  Kreise  und  also  der  Gesamtinhalt 
der  Kreise  con vergiert  für  n  =  <x>  gleichfalls  gegen  null*),  und  die 
Kreisscheibenkette  geht  für  lim  n  =  oo  in  die  Grenzcurve  G  über. 
Nehmen  wir  n  so  gross,  dass  keiner  der  4  •  3*  Durchmesser  die  be- 
liebig klein  zu  wählende  Zahl  <$  >  0  übertrifft,  so  haben  wir  in  der 
Kette  der  4  •  3"  Kreise  ein  erstes  angenähertes  Bild  der  Grenzcurve  G,  — 

Es  ist  nun  interessant,  im  Anschluss  an  die  Vorbereitungen  des 
vorigen  Paragraphen  noch  andere  Arten  der  Approximierung  an  die 
Grenzcurve  G  zu  verfolgen,  welche  nähere  Angaben  über  den  Verlauf 
von  G  zu  machen  gestatten. 

Wir  knüpfen  zunächst  an  die  erste  Normallage  der  Viereckpaars 
(Figur  143  pg.  412)  an  und  fassen  die  Gerade  h  durch  die  vier  Eckpunkte 
Cj,  ^2,  ^3,  e^  als  erste  Annäherung  an  die  Grenzcurve  G  auf;  das  innerhalb 
des  Kreises  Ki  gelegene  Stück  von  Tc  heisse  A:«-,  so  dass  z.  B.  Tc^  die 
Verbindungsgerade  der  seinerzeit  mit  e^  und  e^  bezeichneten  Ecken  ist. 
Man  führe  nun  den  Spiegelungsprocess  in  der  Art  aus,  dass  man  zu- 
nächst innerhalb  K^  (d.  i.  rechts  von  der  Geraden  K^  alle  unendlich 
vielen  Viereckpaare  anschliesst,  welche  aus  dem  ersten  Paare  durch  die  zur 
parabolischen  Ecke  e^  (in  der  Figur  zu  t=oo)  gehörende  cyclische  Gruppe 

*)  Hierbei  machen  wir  stillschweigend  die  Annahme,  dass  £  «»  cx)  nicht  zu 
den  Grenzpunkten  der  Gruppe  gehört. 
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zweiter  Art  entspringen.  Wir  haben  so  nach  rechts  hin  eine  unend- 
liche Reihe  abwechselnd  symmetrischer  und  congruenter  Parallel- 
streifen aneinandergefügt;  welche  eine  Kette  unendlich  vieler  ungedeckter 
Kreise  JE3',  E^,  K^\  K^\  . . .  darbietet  Die  in  ihnen  enthaltenen  ge- 
raden Segmente  A3',  Ä,',  Äg",  Aig",  . . .  bilden  eine  Zickzacklinie,  deren 
einzelne  Glieder  abwechselnd  rechts  und  links  den  Winkel: 

(1)  2-^  =  2  arctg  (^  ^  ^^»)/,^  -  ^«^) 

mit  einander  bilden,  welcher  für  tf  >  0  sicher  <  n  ist.  Zur  weiteren 
Annäherung  au  G  ersetzen  wir  li^  durch  die  hiermit  gewonnene  ge- 
brochene Linie. 

Gehen  wir  nun  sogleich  zu  einer  beliebigen  Lage  eines  offenen 
Kreises  Kl  und  benutzen  die  Conformität  der  Kreisverwandtschaften! 
An  Kl  lagert  ein  Viereckpaar  mit  den  Ecken  e^',  e^^  e^ ,  e^.  Letztere 
liegen  auf  einem  Kreise  Tc',  dessen  in  Kl  entfallendes  Segment  hl 
heisse.  Ersetzen  wir  die  Kreisscheibe  Kl  durch  das  Kreissegment  klj 
so  tritt  an  Stelle  der  obigen  Approximation  durch  eine  Kette  von 
Kreisscheiben  eine  solche  durch  eine  einfach  geschlossene  Kette  von 
Kreissegmenten  Ici.  Nun  verbindet  Icl  die  Ecken  c,'_i  und  el  des  an 
Kl  lagernden  Yiereckpaars.  Man  übe  auf  letzteres  unter  einseitiger 
Bevorzugung  von  el  die  zu  diesem  Punkte  gehörende  parabolische 
Gruppe  zweiter  Art  aus.  Dabei  erscheint  Kl  von  00*  weiteren  Viereck- 
paaren erfüllt;  doch  bleibt  eine  Kette  von  Kreisen  JEi— i,  KlL^y  K11L%,  . . . 
offen.  Vor  allem  erscheint  das  bisherige  Kreissegment  Tel  durch  eine  Kette 
unendlich  vieler  Segmente  mit  dem  Grennpunkt  d  ersetist,  wobei  die  ein- 
zelnen Glieder  der  Kette  abwechselnd  auf  der  einen  und  anderen  Seite 
den  Winkel  2^  mit  einander  einschliessen. 

Für  <y  es  0  erhalten  wir  in  den  Kreissegmenten  h  immer  nur 
wieder  Stücke  des  Hauptkreises;  der  Winkel  2^  ist  nun  gleich  ;r. 
Dahingegen  werden  für  (f>0  und  also  2d'<,x  die  Verhältnisse  bei 
Fortsetzung  des  Spiegelungsprocesses  in  der  angedeuteten  Weise  weit 
complicierter.  Jedes  einzelne  Kreissegment  k  ist  stets  aufs  neue  durch 
eine  unendliche  Kette  weiterer  Segmente  mit  je  einem  parabolischen 
Grenzpunkt  zu  ersetzen,  wobei  zwischen  den  einzelnen  Gliedern  stets 
wieder  die  Winkel  2%'  auftreten.  Indem  wir  diesen  Ersatz  der  Seg- 
mente k  überall  bis  ins  unendliche  fortführen,  kommen  wir  mit  der 
Segmentenkette  der  Grenzcurve  G  näher  und  näher.  Wir  können 
dieses  Ergebnis  vielleicht  dahin  aussprechen,  dass  die  Grenzcurve  G 
(tf  >  0  vorausgesetzt)  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervall  unendlich  viele 
Bichtungsänderungen  um  endlidie  Beträge  erführt  — 
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Bei  der  eben  besprocheDen  Approximierung  waren  die  parabolischen 
Punkte  bevorzugt;  sie  waren  die  Scheitelpunkte  der  Winkel  2d',  Ent- 
sprechend führt  die  zweite  Normallage  von  P,  P'  (cf.  Figur  144  pg.  413) 
zu  einer  Annäherung  an  die  Grenzcurve  G,  bei  welcher  gewisse  hyper- 
bolische Punkte  eine  ausgezeichnete  Rolle  spielen. 

Wir  knüpfen  zunächst  an  irgend  eine  endliche  Kette  offener  Kreise  i^^^^ 
und  ziehen  in  jedem  dieser  Kreise  dasjenige  Kreissegment  9Ci^^\  welches 
die  beiden  auf  Ki^^^  gelegenen  parabolischen  Punkte  verbindet  und 
gegen  J?/**)  orthogonal  verläuft.  Als  Annäherung  an  G  erscheint  so 
eine  aus  lauter  Kreissegmenten  bestehende  gekrümmte  Curve^  welche 
zunächst  an  keiner  Stelle  eingeknickt  ist. 

Nunmehr  üben  wir  auf  das  an  Ki^^^  gelegene  Viereckpaar  die 
zum  Kreispaar  Ki^*\  -^+2  gehörende  hyperbolische  Gruppe  zweiter  Art 
aus.  Ki  erscheint  von  cx>^  Viereckpaaren  erfüllt,  welche  noch  zwei 
Ketten  von  unendlich  vielen  offenen  Kreisen  darbieten;  beide  Ketten 
hängen  in  einem  gemeinsamen  hyperbolischen  Grenzpunktfe  e^*)  zu- 
sammen. Das  Segment  x^^  erscheint  durch  unendlich  viele  Segmente 
ersetzt,  die  sich  zu  zwei  stetig  gekrümmten  Stücken  zusammenfügen; 
diese  beiden  Stücke  stossen  in  ihrem  gemeinsamen  hyperbolischen  Grene- 
punkte  e<*^  unter  dem  (für  <y  >  0)  von  %  verschiedenen  Winkel  o  bez.  a 
{cf,  (11)  U7id  (12)  pg.  414)  zusammen,  je  nadidem  i  ungerade  oder  ge- 
rade ist  Man  wird  dies  mit  Hilfe  der  Figur  144  pg.  413  leicht  ver- 
folgen; beispielsweise  wähle  man  für  Ki  den  Kreis  K^,  wo  alsdann 
der  Punkt  e^*^  nach  f  «=  0  zu  liegen  kommi 

Jetzt  ersetze  man  jedes  der  unendlich  vielen  an  Stelle  von  Xi 
getretenen  Kreissegmente  wiederum  nach  derselben  Vorschrift  durch 
je  unendlich  viele  Segmente.  Nun  erscjieinen  an  Stelle  von  Xi  zwei 
Ketten  von  je  unendlich  vielen  Kreisbogen,  tveldie  in  hyperbolischen  Punkten 
immer  unter  den  Winkeln  (o  bez.  (o  zusammenstossen;  die  convexen  Seiten 
der  Winkel  liegen  nun  alle  auf  der  gleichen  Seite  der  BogenkettCj  und 
zwar  ist  sie  entgegengesetzt  zur  convexen  Seite  des  bei  e^*^  gelegenen  Winkels 
o  bez.  (o.  Man  wolle  sich  diese  Angaben  an  Figur  144  pg.  413  im 
einzelnen  deutlich  machen.  Jetzt  sind  es  hyperbolische  Punkte,  in 
welchen  die  angenäherte  Grenzcurve  Einknickungen  erfährt,  während 
in  den  parabolischen  Punkten  keine  unstetige  Richtungsänderung  eintritt. 
Bei  Fortführung  des  Processes  gewinnt  man  wieder  die  Anschauung, 
dass  die  Grenzcurve  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  unendlich  oft 
die  Richtung  unstetig  ändert.  — 

Um  endlich  noch  eine  directe,  aber  natürlich  sehr  unvollkommene 
Anschauung  der  Grenzcurve  G  zu  gebeU;  ist  umstehend  in  Figur  145 

Frioke-Klein,  Automorphe  Functionen.  J.  27 
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ein   besooderea  Viereckoetz   unserer  Art  gezeichnet  und  innerhalb  der 
noch    offen   geUsaenen  Ereise  der  ungefähre   Verlauf  der  Grenzcnrve 


angedeutet.  Daas  das  Ausgange viereck  hier  eine  Synimetriegerade 
besitzt,  ist,  wie  man  leicht  bemerken  wird,  keine  Besonderheit.  An 
Figur  145  werden  wir  übrigens  im  folgenden  Paragraphen  noch  wieder- 
holt anknüpfen. 

§  5.    Die  vier  Funktarten  auf  der  Grensourve  G.    Yerlanf  der 
Oreozoorre  gegen  parabolisobe  Punkte. 
Einige  weitergehende  Angaben  über  die  Gestalt  der  Grenzcurve  Cr 
köuuen   wir  auf  Grund   einer  mehr  begrilTIichen  Überlegung  machen. 
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Zu  einer  derartigen  Überlegung  müssen  wir  hier  unsere  Zuflucht 
nehmen;  denn  in  der  That  gelingt  es  der  directen  geometrischen  ,,An- 
schauung^'  nicht  mehr,  die  bei  der  Grenzcurve  vorliegenden  Verhält- 
nisse zu  erfassen. 

Wir  beginnen  zunächst  damit,  eine  symbolische  Darstellungsweise 
aller  Punkte  der  Grenzcurve  einzufahren. 

Ein  nicht-parabolischer  Grenzpunkt  liegt,  wie  weit  wir  auch  den 
Spiegelungsprocess  fortführen  mögen,  stets  innerhalb  eines  bestimmten 
unter  den  frei  bleibenden  Kreisen.  Um  vom  Ausgangsviereck  aus 
immer  näher  an  den  fraglichen  Grenzpunkt  heranzukommen,  wird  man 
somit  eine  eindeutig  bestimmte,  unendliche  Reihe  von  Vierecken: 

durchlaufen,  wobei  die  t^,  i^,  ...  stets  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  4 
sind,  und  wobei  keine  zwei  auf  einander  folgende  Zahlen  i,,  iy+i  ein- 
ander gleich  sind.  Wir  werden  den  fraglichen  Crrenepufikt  symbolisch 
durch: 

(1)  [h>  h>  hy  hf  •••] 

darstellen  können^  und  jede  EeUie  dieser  Art  liefert  auch  einen  bestimmten 
Grenzpunkt. 

Auf  die  parabolischen  Grenzpunkte  überträgt  sich  dieser  Ansatz  mit 
Leichtigkeit.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dass  unr  bei  einem  para- 
bolischen Grenzpunkte  immer  zwei  Arten  der  Annäherung  haben.  So 
lässt  sich  z.  B.  die  Ecke  e^  des  Ausgangsdreiecks  sowohl  durch 
[1,  2,  1,  2,  . . .]  als  durch  [2,  1,  2,  1,  . . .]  darstellen. 

Übrigens  heben  wir  noch  hervor,  dass  zwei  verschiedet^  Grenz- 
punkte  auch  verschiedene  darstellende  Zahlenketten  (1)  haben.  Ist  nämlich 
£  der  Abstand  beider  Grenzpunkte  von  einander,  so  können  wir  im 
Spiegelungsprocess  soweit  gehen,  dass  die  Durchmesser  sämtlicher 
noch  offenen  Kreise  <  £  sind.  Sicher  werden  von  da  an  beide  Punkte 
in  verschiedenen  Kreisen  liegen  und  demnach  verschiedene  Ketten  (1) 
liefern.  Was  die  parabolischen  Punkte  angeht,  so  wird  man  diese 
Überlegung  leicht  ergänzen. 

Wir  knüpfen  an  die  Darstellung  (1)  folgende  Einteilung  aller 
Grenzpunkte:  Ist  die  Reihe  (1)  entweder  gleich  anfangs  oder  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Anfangsgliedern  dauernd  periodisch,  so  heisse  der 
zugehörige  Grenzpunkt  selbst  ein  periodischer;  im  entgegengesetzten  Falle 
nennen  wir  ihn  aperiodisch.  Die  periodischen  Grenzpunkte  sind  iden- 
tisch mit  den  Fixpunkten  der  Substitutionen  von  F;  dementsprechend 
teilen  wir  die  periodischen  Grenzpunkte  in  die  drei  weiteren  Arten  der 

27* 
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parabolischen,  hyperbolischen  und  hxodromischen  Grenzpunkte  ein.  Ins- 
besondere giebt  es  secJis  Classen  von  periodischen  Grenzpunkten  mit 
zweigliedrigen  Perioden.  Hierher  gehören  einmal  die  vier  Classen  der 
parabolischen  Punkte  mit  den  Perioden: 

[...,  I,  i+1,  i,  i+1,  ...]     oder     [...,  i+1«  h  *+l>  *;  •••]; 

sodann  die  beiden  einfachsten  Classen  hyperbolischer  Punkte;  letzteren 
gehören  die  folgenden  Perioden  zu: 

Um  eine  erste  interessante  Anwendung  dieser  Festsetzungen  zu 
entwickeln,  stellen  wir  neben  unser  zu  F  gehörendes  Viereck  P  mit 
(j  >  0  ein  Hauptkreisviereck  P'  der  Winkel  null,  welches  wir  etwa 
in  der  ersten  Normallage  (Figur  143,  pg.  412)  fixieren.  Dabei  mögen 
des  näheren  die  vier  Ecken  bei  J;  ==  0,  1,  2,  cx>  liegen,  so  dass 
die  Kreise  JE^',  K^'  von  P'  beide  den  Durchmesser  1  haben.  Die  zu 
P'  gehörenden  vier  Spiegelungen  V/  erzeugen  alsdann  eine  bekannte 
Untergruppe  der  gewöhnlichen  Modulgruppe,  und  der  Grenzkreis  G' 
unserer  neuen  Gruppe  JT'  ist  die  reelle  g-Axe. 

Nunmehr  ordnen  wir  die  F/,  .  .,  F/  den  vier  erzeugenden 
Spiegelungen  F^,  .  .,  F^  von  F  zu  und  begründen  damit  eine  iso- 
morphe Beziehung  der  Nichtrotationsgruppe  F  auf  die  Hauptkreis- 
gruppe F\  Aus  der  Herstellung  der  Grenzcurven  vermöge  der  Ketten 
von  Kreisscheiben  ist  dann  sofort  evident,  dass  hiermit  eine  wechsel- 
weise eindeutige  und  stetige  Beziehung  der  nicht-analytischen  Grenzcurve  G 
auf  die  Gerade  G'  gegeben  ist  Auf  einander  bezogene  Punkte  von  G 
und  G'  haben  gleiche  darstellende  Ketten  (1),  und  es  werden  z.  B. 
die  parabolischen  Punkte  auf  G  den  rationalen  Punkten  auf  G'  ent- 
sprechen u.  s.  w.  Gebrauchen  wir  die  reelle  Variabele  t  zur  Coordinaten- 
bestimmung  auf  G\  so  stellen  sich  von  hieraus  die  Coordinaten  £,  ri 
der  Punkte  von  G  als  überall  eindeutige  und  stetige"^)  Functionen 
|  =  9)(^),  ri  =  ilf{t)  der  unbeschränkten  reellen  Variabelen  t  dar;  doch 
sind  diese  Functionen  nirgends  analytisch,  — 

Es  ist  nun  weiter  möglich,  über  den  Verlauf  der  Grenzcurve  G 
in  der  Nähe  periodischer  Grenzpunkte  eine  Reihe  von  Angaben  zu  machen ; 
es  gründet  sich  diese  Entwicklung  auf  den  Umstand,  dass  die  Grenz- 
curve durch  alle  Substitutionen  der  zum  fraglichen  periodischen  Punkte 
gehörenden  cycHschen  Untergruppe  in   sich  selbst  transformiert  wird. 

*)  Der  einfachen  Ausdrucksweise  halber  nehmen  wir  hier  wieder  an,  dass 
{;  s»  oo  nicht  auf  der  Grenzcurve  O  gelegen  ist. 
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Übrigens  senden  wir  hier  sogleich  die  Bemerkung  voraus,  dass 
wir  weiterhin  mehrfach  Gelegenheit  haben  werden,  auf  die  Begriffs- 
bestimmungen der  Cantor* sehen  Mannigfaltigkeitslehre  Bezug  zu  nehmen*). 
Um  in  dieser  Hinsicht  an  einige  Fundamentalbegriffe  zu  erinnern,  so 
versteht  Cantor  unter  der  Ableitung  einer  vorgelegten  unendlichen 
Punktmenge  die  Gesamtheit  der  Haufungsstellen  der  gegebenen  Punkte. 
Es  steht  nichts  im  Wege,  den  Process  der  Ableitung  wiederholt  zu 
vollziehen  und  so  zu  Ableitungen  höJierer  Ordnung  vorzugehen.  Gelangt 
man  zu  einer  Ableitung  endlicher  Ordnung,  die  nur  aus  endlich  vielen 
Punkten  besteht,  so  heisst  die  ursprüngliche  Punktmenge  von  der 
ersten  Gattung;  andrenfalls  teilen  wir  die  Punktmenge  der  zweiten 
Gattung  zu.  Eine  Punktmenge  heisst  perfect  oder  imperfecta  je  nach- 
dem sie  ihre  erste  Ableitung  enthält  oder  nicht.  Von  einer  Punkt- 
menge sagt  man,  sie  bedecke  eine  Linie  überall  dicht,  falls  kein 
endliches  Segment  der  Linie  frei  von  Punkten  der  Mannigfaltigkeit 
ist  u.  s.  w. 

Um  diese  Begriffe  sogleich  an  den  Grenzgebilden  unserer  Polygon- 
netze auf  der  ^- Kugel  etwas  naher  zu  erläutern,  so  stellt  jedes  solche 
Grenzgebilde  eine  perfecte  Punlctmenge  zweiter  Gattung  dar.  Einmal 
nämlich  werden  die  Häufungsstellen  der  Grenzpunkte  niemals  in  das 
Innere  der  Polygonnetze  hineingezogen  werden  können  und  also  selber 
dem  Grenzgebilde  angehören.  Andrerseits  kommen  isoliert  liegende 
Grenzpunkte  nicht  vor;  vielmehr  ist  jeder  Grenzpunkt  selber  Häufungs- 
stelle unendlich  vieler  weiterer  Greuzpunkte,  so  dass  die  vorliegende 
Punktmenge  mit  allen  ihren  Ableitungen  sich  als  identisch  erweist. 

Gehen  wir  im  speciellen  zu  unserem  soeben  ausführlich  betrachteten 
Vierecknetze  des  ersten  Typus  zurück,  so  wird  hier  die  Grenzcurve  überall 
dicht  von  Grenzpunkteu  besetzt  sein.  Aber  wir  können  noch  weitergehen: 
so  werden  z,  B,  bereits  die  parabolischen  Grenzpunkte  allein  die  Grenz- 
curve G  überall  dicht  bedecken.  Gleichwohl  stellen  begrifflich  die  ge- 
samten parabolischen  Grenzpunkte  noch  keineswegs  die  ganze  Grenz- 
curve G  dar;  vielmehr  ist  dem  System  der  parabolischen  Punkte  erst 
die  zugehörige  erste  Ableitung  zuzufügen,  um  das  gesamte  Grenzgebilde 
zu  gewinnen.  Die  gleichen  Bemerkungen  gelten  übrigens  für  jede 
Classe  äquivalenter  Grenzpunkte.  — 

Nach  diesem  Excurs  gehen  wir  auf  die  Specialbetrachtung  der 
parabolischen  Grenzpuukte  ein.    Wir  knüpfen  an  die  erste  Normallage 


*)  Unter  den  zahlreichen  Veröffentlichungen  Cantor 's  über  den  fraglichen 
Gegenstand  vergl.  man  namentlich  die  Abhandlang  „Über  unendliche  lineare 
Funktmannigfdltigkeitcn" ,  Mathem.  Annaleu  Bd.  15  pg.  1  (1S79). 
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des  Viereckpaars  P,  iP  an  und  ziehen  den  bei  g  =  cx>  gelegenen  para- 
bolischen Punkt  heran;  den  wir  als  solchen  e^^  nennen.  Die  vier 
pg.  400  eingeführten  Gruppen  Fi  sind  Hauptkreisgruppen  (0,  3)  der 
ersten  Kategorie;  die  vier  zugehörigen  Hauptkreise  sind  hiemeben  in 

Figur  146  als  Kreise  Hi  ge- 
zeichnet. Die  Kreise  H^  und 
H^  laufen  als  horizontale  Ge- 
rade durch  ^^  hindurch. 

Wir  behaupten  nun  zu- 
nächst: Die  Grenzcurw  G  ist 
auf  das  durch  H^  und  U^  ein- 
geschlossene Flächenband  ein- 
gegrenzt, d.  h.  sie  greift  weder 
über  H^  noch  unter  H^  hinaus. 
Man  kann  nämlich  die  ge- 
samten parabolischen  Grenz- 
punkte offenbar  dadurch  ge- 
winnen, dass  man  die  vier  Ecken 
von  P  an  den  vier  Kreisen 
K^j  ,.,  K^  spiegelt  und  mit  den 
so  zu  gewinnenden  Punkten 
immer  wieder  aufs  neue  Spie- 
gelungen an  denselben  vier 
Kreisen  vornimmt.  Dabei  handelt  es  sich  stets  um  Spiegelungen  in 
das  Innere  des  einzelnen  Kreises  jBl,-.  Ein  Punkt  auf  dem  Rande  oder 
im  Innern  des  Ebenenbandes  zwischen  H^  und  H^  wird  bei  einer 
solchen  Spiegelung  stets  wieder  in  einen  Punkt  eben  dieses  Bereiches 
transformiert  Da  nun  die  vier  Ecken  von  P  dem  Bande  angehören, 
so  sind  die  gesamten  parabolischen  Punkte  und  demnach  überhaupt 
alle  Grenzpunkte  auf  dem  fraglichen  Ebenenbande  gelegen. 

Wenden  wir  die  gleiche  Betrachtung  auf  die  beiden  Hauptkreise 
Hl  und  jS4  an,  so  zeigt  sich  weiter:  In  ihrem  Verlauf  zwischen  den 
Kreisen  K^  und  K^  ist  die  Grenzcurve  G  durchaus  auf  die  beiden  durch 
die  Hauptkreise  H  eingeschlossenen  dreieckigen  Bereiche  B^  und  B^  der 
Figur  146  beschränkt*).  Dabei  gelten  die  Randpunkte  von  B^  und  B^ 
diesen  Bereichen  als  zugehörig. 

Mit  dem  einzelnen  Hauptkreise  Hi  hat  G  unendlich  viele  Punkte 
gemein.    In  dieser  Hinsicht  gilt  der  Satz:  Die  auf  Hi  gelegenen  Grenz- 


Flg.  146. 


*)  In  Figur  146  sind  die  dreieckigen  Bereiche  B^  und  B^  durch  stärkeres 
Ausziehen  der  Seiten  hervorgehoben. 
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punkte  von  F  sind  auck  bereits  Grenepunkte  von  Fi  und  stellen  geradezu 
die  gesamten  Grenepunkte  von  Fi  dar.  Es  ist  nämlich  z.  B.  F^  auf  H^ 
eigentlich  discontinuierlich  und  besitzt  das  in  P  entfallende  Segment  6 
(cf.  Figur  146)  zum  Discontinuifötsbereich.  Läge  nun  auf  H^  wenig- 
stens ein  Grenzpunkt  von  Fy  der  nicht  schon  der  Gruppe  F^  angehört, 
so  liesse  sich  ein  mit  ihm  äquivalenter  Punkt  auf  6  nachweisen^  was 
unmöglich  ist.  Als  Zusatz  folgt:  Die  auf  Hi  gelegenen  periodischen 
Grenzpwnkte  sind  durchweg  nicht-loxodromisch. 

Über  den  Charakter  der  Grenzmannigfaltigkeit  der  einzelnen  Haupt- 
kreisgruppe Fi  auf  Hi  lassen  sich  noch  einige  weitere  Angaben  machen. 
Knüpft  man  hier  wieder  an  das  System  der  parabolischen  Punkte  an, 
so  liefert  der  Zusatz  der  ersten  Ableitung  dieses  Punktsystems  die 
gesamten  Grenzpunkte  auf  J7|.  Ist  e^^)  irgend  ein  parabolischer  Punkt 
auf  Hi,  so  kann  man  durch  wiederholte  Ausübung  der  zugehörigen 
parabolischen  Substitution  das  Segment  -6  in  jede  gewünschte  Nähe 
von  e^P^  transformieren.  Aus  diesen  Erwägungen  ergiebt  sich^  dass 
sich  in  jedem  endlichen  Intervall  auf  Hi  endlich  ausgedehnte  Strecken 
nachweisen  lassen,  welche  frei  von  Grempunkten  sind.  Da  aber  irgend 
zwei  verschiedene  Grenzpunkte  eine  endliche  Entfernung  haben,  so 
sind  sie  auch  durch  Strecken  getrennt,  die  von  Grenzpunkten  gänzlich 
frei  sind:  Das  System  der  Grenepunkte  auf  Hi  ist,  ohschon  es  eine  per- 
fecte  Punktmenge  zweiter  Gattung  vorstellt,  als  ein  durcliaus  discretes 
JPunJctsystem  anzusehen,  insofern  dasselbe  keine  endliche  Sir  ecke  von  Hi 
Überall  dicht  bedeckt  Eine  rein  anschauliche  Vorstellung  dieses  Punkt- 
systems erscheint  nicht  mehr  möglich. 

Indem  wir  zur  Grenzcurve  G  selbst  wieder  zurückkehren,  be- 
merken wir  zunächst,  dass  dieselbe  an  den  einzelnen  Kreis  Hi  in  den 
unendlich  vielen  Punkten  des  eben  beschriebenen  discreten  Punktsystems 
heranstreift.  Übrigens  gelten  die  vorstehenden,  für  die  vier  Haupt- 
kreise Hi  gemachten  Angaben  ohne  weiteres  für  alle  bezüglich  F  mit 
ihnen  äquivalenten  Kreise. 

Um  auf  Grund  der  bisherigen  Resultate  über  den  Verlauf  der 
Grenzcurve  G  gegen  einen  parabolischen  Punkt  c^^)  noch  einige  ab- 
schliessende Angaben  zu  machen,  nehmen  wir  der  einfachen  Ausdrucks- 
weise halber  an,  dass  ef^^^  nicht  bei  g  =  oo  liege.  Wir  bezeichnen 
mit  H  und  H'  die  beiden  durch  den  Punkt  e^^^  hindurchlaufenden 
Hauptkreise,  welche  sich  in  e^^^  berühren.  Die  Grenzcurve  G  zwängt 
sich  dann,  wie  wir  sahen,  zwischen  den  beiden  Kreisen  hindurch. 
Wir   drücken  dies  mit  Poincar^*)  dahin  aus,  dass  die  Grenzcurve  G 


*)  In  den  Acta  mathematica  Bd.  3  pg.  79  (1888). 
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in  eitlem  ihrer  parabolischen  PunJcte  zwar  eine  Tangente,  aber  keinen 
Krümmungskreis  besitsfe*). 

Der  Sinn  dieser  Angabe  ist  leicht  darzulegen.  Eine  Verbindungs- 
gerade  von  e^^^  und  einem  auf  G  unendlich  nahe  neben  e^^^  gelegenen 
Punkte  ist  offenbar  gemeinsame  Tangente  von  H  und  H'  in  e^^^  und 
als  solche  bestimmt.  Ein  Ereis  durch  e^^  und  zwei  unendlich  nahe 
bei  c^^J  gelegene  Punkte  von  G  ist  aber  jeder  zwischen  H  und  H' 
verlaufende  Kreis,  welcher  H  und  H'  in  e<^)  berührt  Man  greife 
nämlich  irgend  einen  unter  diesen  Kreisen  auf,  fixiere  irgend  zwei 
von  e^P^  endlich  entfernte  Schnittstellen  mit  G  und  übe  auf  die 
letzteren  immer  wieder  die  zu  e^^^  gehörende  parabolische  Substitution 
aus.  Beide  Schnittpunkte  werden  auf  diese  Weise  schliesslich  in  un- 
mittelbare Nähe  von  e^^  transformiert,  während  der  Kreis  als  zugehörige 
Bahncurve  in  sich  übergeht;  derselbe  hat  somit  den  Charakter  eines 
Krümmungskreises. 

Übrigens  veranschauliche  man  sich  die  vorstehenden  Angaben 
über  den  Verlauf  der  Grenzcurve  gegen  parabolische  Punkte  am  Bei- 
spiel der  Figur  145  pg.  418. 


§  6.    Fortsetzung:  Verlauf  der  Grenzcurve  gegen  hyperbolische 

und  loxodromische  Stellen. 

Die  hyperbolischen  Punkte  der  Grenzcurve  gehören  zu  Paaren 
zusammen,  und  wir  verstehen  unter  e^^^  und  e^^  ein  einzelnes  solches 
Paar.  Man  hat  alsdann  zu  unterscheiden,  ob  es  Bahncurven  der  zu- 
gehörigen hyperbolischen  Substitution  V  giebt,  welche  längs  ihres 
ganzen  Verlaufs  nur  in  einem  der  beiden  Vierecknetze  N,  N'  liegen 
oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  giebt  es  von  e^^^  (und  cj*))  aus  nach 
allen  Richtungen  hin  in  jeder  Nälie  von  ef^  (bez.  e^^^)  weitere  Funkte 
der  Grenzcurve**^  Solche  Punkte  können  wir  niiralich  aus  entfernt 
gelegenen  Punkten  der  Grenzcurve  durch  wiederholte  Ausübung  der 
fraglichen  hyperbolischen  Substitution  erzeugen. 

Kommen  hingegen  hyperbolische  Bahncurven  vor,  welche,  ab- 
gesehen von  ihren  Anfangs-  und  Endpunkten,  gänzlich  im  Innern  des 
einen   der   beiden  Netze  N,  W   liegen,   so  wolle   man  in  jedem   der 


*)  Man  könnte  diese  Aussage  auch  in  die  analytische  Gestalt  kleiden,  dass 
die  durch  die  Grenzcurve  resp.  durch  die  zugehörigen  Gleichungen  g  =  <py),  jj  r=i^(Q 
definierte  Function  ri  von  §  im  parabolischen  Punkte  zwar  eine  erste,  aber  keine 
zweite  Ableitung  besitzt. 

**)  Die  Ableitung  der  eben  bereits  erwähnten  durch  die  Grenzcurve  definierten 
Function  17 «»  /*(!)  wird  für  diesen  Fall  im  hyperbolischen  Punkte  total  unbestimmt. 
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beiden  Netze  diejeDigen  beiden  BabncurveD  markieren,  welche  die 
Grenzcurve  gerade  streifen,  ohne  in  das  andere  Netz  hinDber  zu  treten. 
Wir  gewinnen  so  Tier  Kreiabogenzweiecke  mit  den  Ecken  ej*',  ^*',  von 
denen  zwei  von  Grenzpunkten  gänzlich  frei  sind.  In  der  That  ist  die 
Grenzcurre  auf  die  beiden  anderen  Zweiecke  eingeBcbränkt,  und  wir 
wollen  die  Winkel  dieser  Zweieeke  als  die  charakt&^tischen  Winkel 
der  hyperbolischen  Funkte  e<**  und  cj,''  benennen.  Die  Bedeutung  dieser 
Winkel  spricht  sieh  im  folgenden  Satze  aus:  Vom  hyperbolischat  Punkte 
ej*'  oder  ^^l  aus  treffen  wir  innerhaib  des  einzelnen  der  beiden  ckarakte- 
rislischen  Winkel  nach  allen  Ricktungen  hin  in  jeder  Nähe  des  hyper- 
holisdien  Punktes  wettere  Punkte  der  Gretiecurve*).  Die  Grenzcurve  er- 
scheint somit  vom  hyperbolischen  Punkt«  aus  gesehen  beiderseits  unter 
ändlichen  Winkeln. 

Wir  verfolgen  diese  Verhältnisse  für  eine  derjenigen  beiden  ClesBen 
hyperbolischer  Punkte  näher,  welche  den  zweigliedrigen  Perioden 
[i,,  ij,  ■  ■  0  zugeh&ren.    Zu  diesem  Zwecke  knüpfen  wir  an  die  zweite 


Normallage  der  Äusgangsvierecke  P,  P  an  (cf  pg  413)  und  verstehen 
unter  ^*),  ej*>  die  bei  ^  ^^  0  bez  oo  gelegenen  hyperbolischen  Punkte. 
In   Figur  147    sind    wieder  die  vier  Eauptkreise  ffi  gezogen,   welche 

*)  Man  vergl  bier  Dameutlicb  die  allgemeinen  AnB^tse,  welche  Dini  in 
Bflinem  Werke  ,  Grundlagen  für  du  Theorie  der  Funettonen  einer  reellen  Ver- 
änderlidten     (denUcb    bearbeitet  von  Lfiroth   und  Sobepp)  pg.  !eo  S.   aber   die 
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innerhalb  K2  und  K^  die  beiden  durch  Bi  und  B^  bezeichneten  und 
durch  stärkeres  Ausziehen  der  Seiten  hervorgehobenen  dreieckigen 
Bereiche  eingrenzen;  unter  ihnen  ist  B^  direct  mit  dem  pg.  422  so 
benannten  Bereich  identisch. 

Innerhalb  K^  und  K^  ist  nun  die  Grenzcurve  auf  die  Bereiche  B^ 
und  B2  eingeschränkt.  Dabei  wollen  wir  sogleich  hervorheben^  dass 
die  drei  Ecken  jedes  dieser  Bereiche  Punkte  der  Grenzcurve  G  sind; 
denn  zwei  unter  diesen  Ecken  sind  parabolisch,  in  der  dritten  aber 
erkennt  man  aus  Figur  147  den  Fixpunkt  der  hyperbolischen  Sub- 
stitution V^V^. 

Übt  man  nun  auf  die  Dreiecke  B^  und  B^  die  Spiegelungen  V^ 
und  F3  immer  wieder  aus,  so  entspringen  zwei  Ketten  solcher  drei- 
eckiger Bereiche  mit  gemeinsamen  Grenzpunkten  bei  c^*>  und  ^*>,  d.  h. 
bei  g  =  0  und  g  =  cx>.  Die  Grundlinien  dieser  Dreiecke,  d.  h.  die 
Verbindungsgeraden  der  parabolischen  Ecken,  liegen  ersichtlich  alle  auf 
den  Geraden  H^  und  H^,  Die  gegenüberliegenden  hyperbolischen 
Spitzen  liegen  bei  der  einen  Kette  sämtlich  auf  der  geraden  Linie  L^ 
der  Figur  147,  bei  der  anderen  Kette  auf  L^.  Es  ist  demnach  er- 
sichtlich, dass  der  eine  charakteristische  Winkel  von  c^*^  durch  H^  und 
ig,  der  andere  durch  H^  und  L^  eingegrenzt  wird.  Aus  den  besonderen 
Symmetrieverhältnissen  der  vorliegenden  Figur  geht  hervor,  dass  beide 
charakteristische  Winkel  von  ß^^^  einander  gleich  sind;  dies  ist  aber 
als  particulär  anzusehen,  wie  man  durch  Heranziehung  complioierterer 
Beispiele  von  Polygonnetzen  leicht  ersehen  wird.  Aus  den  Formeln 
von  pg.  414  lässt  sich  übrigens  der  Fixpunkt  von  V^V^  und  damit 
die  Grösse  der  charakteristischen  Winkel  für  c^*)  ohne  Mühe  bestimmen; 
man  findet  diese  Winkel  ausgedrückt  durch: 

/jN  ^^^^ ^^_^ VI  -  <j.4 y-r^-  ^isyi  

wo  die  sämtlichen  hier  auftretenden  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen 
sind.     Für  <y  =  0  erhalten  wir,  wie  es  sein  muss,  den  Betrag  null. 

Man  veranschauliche  sich  die  vorstehenden  Angaben  über  den 
Verlauf  der  Grenzcurve  G  gegen  hyperbolische  Punkte  auch  noch  an 
Figur  145  pg.  418.  — 

derivierten  Functionen  entwickelt.  Dini  unterscheidet  daselbst  für  die  einzelne 
Stelle  J,i?  immer  vier  Derivierte  von  fig),  eine  „rechte  obere  Derivierte",  eine 
„linke  obere  Derivierte"  etc.;  im  Falle  des  Textes  werden  dieselben  durch  die 
Schenkel  der  beiden  charakteristischen  Winkel  geliefert.  Die  charakteristischen 
Winkel  geben  ein  Maass  für  die  Grösse  der  „rechts-  bez.  linksseitigen  derivatori- 
sehen  Schwankung**  von  /*(!)  an  der  betrachteten  Stelle. 
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Noch  complicierter  ist  die  Gestalt  der  Grenzcurve  in  der  nächsten 
Nahe  eines  loxodromisclien  Grenzpunktes.  Sei  V  die  Erzeugende  einer 
loxodromischen  Untergruppe,  deren  beide  Fixpunkte  e^^  und  e^'^  sind. 
Da  diese  beiden  Punkte  in  endlicher  Entfernung  von  einander  liegen, 
so  können  wir  einen  Symmetriekreis  K  unseres  Vierecksnetzes  an- 
geben, welcher  ef^^^  von  e^  trennt.  Möge  die  Ausübung  von  V  auf  K 
den  Kreis  K'  liefern:  dann  werden  K  und  K'  einen  überall  endlich 
breiten  Kreisring  B  eingrenzen,  der  einen  Discontinuitätsbereich  von  V 
liefert.  In  der  That  wird  ja  auch  K*  die  beiden  Punkte  efp,  ef^^  von  ein- 
ander trennen;  und  wir  haben  somit  nur  noch  zu  zeigen,  dass  K  und 
K'  einander  weder  schneiden  noch  berühren.  Ersteres  ist  ausgeschlossen^ 
weil  r  keine  elliptische  Substitutionen  enthält.  Ein  Berührungspunkt 
von  K  und  K'  würde  parabolisch  sein.  Nun  trägt  K,  sowie  auch 
K\  zwei  parabolische  Punkte  verschiedener  Classen;  diejenigen  von  K 
seien  ef^^^^  6^^^,  worauf  wir  die  parabolischen  Punkte  von  K'  durch 
V{€[P^)  und  F(e^^>)  zu  bezeichnen  haben.  Berühren  sich  nun  K  und  K', 
so  ist  doch  die  Identität  von  eff^  mit  F(c</>)  oder  von  c<^)  mit  F(e<''>) 
unmöglich,  da  jedesmal  die  beiden  Punkte  inäquivalent  sind.  Somit 
müsste  entweder  eff^  mit  F(e(^>)  oder  eff^  mit  F(c^^)  coincidieren.  Doch 
auch  dies  ist  unmöglich^  da  sich  in  beiden  Fällen  F  als  parabolisch 
erweisen  würde.  Unsere  obige  Behauptung  über  den  Kreisring  B  ist 
damit  bewiesen. 

Durch  die  beiden  loxodromischen  Punkte  c/*^  und  e^W  wird  nun 
die  Grenzcurve  in  zwei  Stücke  geteilt,  deren  einzelnes  jeden  der  Kreise 
K  und  K'  nur  einmal  schneidet,  nämlich  in  den  eben  wiederholt  ge- 
nannten parabolischen  Punkten.  Wir  gewinnen  somit  zwei  bestimmte 
Abschnitte  s^  und  ^2  der  Grenzcurve  G,  welche  innerhalb  des  Bereiches  B 
liegen.  Der  Anfangspunkt  jedes  Abschnittes  $i  ist  mit  dem  Endpunkt 
des  gleichen  Abschnittes  bezüglich  F  äquivalent  und  liegt  also  mit  ihm 
auf  einer  und  derselben  doppelspiraligen  Bahncurve  von  F. 

Zur  gesamten  Grenzcurve  G  gelangen  wir  zurück,  indem  wir  auf 
die  beiden  Abschnitte  Si  und  $2  alle  Substitutionen  der  vorliegenden 
cyclischen  Gruppe  ausüben.  Vergegenwärtigt  man  sich  nun  den  Verlauf 
der  Bahncurven  von  F,  so  kommt  man  zu  folgender  Auffassung:  Die 
Grenzcurve  G  windet  sich  um  jeden  einzelnen  ihrer  loxodromischen  Punkte 
unendlich  oft  herum  und  Icehrt  alsdann  nach  Passieren  des  fraglichen 
Punktes  zioisdien  den  bisherigen  Windungen^  ohne  sich  selbst  zu  über- 
kreuzen,  zurück.  — 

In  der  nächsten  Umgebung  aperiodischer  Punkte  gelingt  es  durch 
die  bisherigen  Methoden  nicht  mehr,  irgend  welche  nähere  Vorstellungen 
über  den  Verlauf  der  Grenzcurve  zu  gewinnen.   Auch  erscheint  es  aus- 
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geschlossen;  die  bisher  entwickelten  Ergebnisse  zu  einer  exacten  geo- 
metrischen Vorstellung  über  den  Verlauf  der  fertigen  Grenzcurve  zu 
vereinen.  In  der  That  wolle  man  ermessen,  dass  die  periodischen 
Urenzpunkte  jeder  einzelnen  Glasse  die  Curve  G  überall  dicht  bedecken. 
Die  sod)en  geschilderten  Vorkommnisse  in  der  nächsten  Umgebung  para- 
bolischet'y  hyperbolischer  oder  loxodromischer  Punkte  werden  sich  demnach 
in  jedem  endlichen  Intervall  der  Grenzcurve  unendlich  oft  wiederholen. 

Man  wird  es  mit  Recht  als  besonders  interessant  ansehen,  dass 
wir  durch  den  elementaren  Spiegelungsprocess  bei  unendlicher  Fort- 
setzung desselben  von  der  einfachen  Gestalt  eines  EreisbogenYierecks 
aus  zu  einer  Curve  geführt  wurden,  deren  unmittelbare  geometrische 
Auffassung  die  Kraft  unserer  Raumanschauung  übersteigt,  und  die 
sich  der  Theorie  der  in  der  überkommenen  Geometrie  durch  an(k- 
lytische  Gleichungen  i  =  q>(t)f  rj  «^  tl;{t)  oder  /*(|,  i?)  =  0  oder  endlich 
V  =  fÜ)  darstellbaren  Curven  durchaus,  d.  h.  in  ihrem  ganzen  Ver- 
laufe entzieht.  — 

§  7.   Beschreibung  der  ViereoknetEe  des  zweiten  bis  sechsten  Typus. 

Nach  der  ausfuhrlichen  Untersuchung  der  Grenzcurve  bei  den  Kreis- 
bogenvierecken  des  ersten  Typus  wollen  wir  uns  bei  den  übrigen  Typen 
kürzer  fassen  und  uns  mehr  nur  auf  eine  beschreibende  Behandlung 
der  entspringenden  Netze  beschränken.  Wir  erreichen  dadurch  jeden- 
falls dieses,  dass  uns  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  und  zugleich  die 
eigenartige  Compliciertheit  der  bei  den  Polygonnetzen  auftretenden 
Verhältnisse,  welche  über  unsere  gewohnlichen  geometrischen  Con- 
structionen  weit  hinausliegen,  fühlbar  wird. 

Wir  beginnen  mit  der  Besprechung  eines  Vierecks  vom  zweiten 
Typus,  das  man  aber  auch,  wenn  man  will,  als  Grenzfall  eines  Vier- 
ecks des  ersten  Typus  ansehen  kann.  Man  lasse  nämlich  etwa  in 
Figur  145  pag.  418  das  mit  P  conjugierte  Viereck  P'  dadurch  in  zwei 
Dreiecke  degenerieren,  dass  man  zwei  Gegenseiten  von  P'  bis  zur  Be- 
rührung einander  annähert.  Dieser  Übergang  ist  in  Figur  148  that- 
sächlich  vollzogen.  Das  bisher  mit  P  conjugierte  Viereck  ist  nun  in 
die  beiden  der  Figur  durch  P'  und  P"  bezeichneten  Dreiecke  der 
Winkel  null  zerfallen,  welche  im  Verein  mit  P  den  Discontinuitäts- 
bereich  von    F  liefern. 

Bei  diesem  Übergange  ist  die  eine  der  beiden  Classen  hyperboli- 
scher Punkte  mit  zweigliedrigen  Perioden  zu  einer  Classe  parabolischer 
Punkte  geworden,  so  dass  wir  jetzt  insgesamt  fünf  Classen  derartiger 
Punkte  haben.  Die  in  Figur  145  als  Spitzen  der  Grenzcurve  deutlich 
hervortretenden  hyperbolischen  Punkte,  welche  zu  der  in  Rede  stehen- 
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den  Classe  gehören,  kommen  za  Paaren  zu  Coincidenz  in  den  neuen 
parabolischen  Punkten;  und  vor  (Ulem  serfällt  bei  diesem  Ühergang  das 
eine  der  beiden  bisherigen  Vieret^etze  in  unendlich  viele  je  von  einem 
Grenzhreise  umrandete  Breiecknetze,  tcelcke  innerhalb  der  Gesamtgruppe 
zwei  Glossen  bilden.  Die  GrenzkreiBe  sind  in  der  Figur  148  stärker 
markiert,  und  man  bemerke,  dass  sich  jeweils  im  Innern  einen  Grenz- 
kreises  ein  schon  von  der  Modulgrnppe  her  bekanntes  Dreiecknetz  findet 


Der  einzelne  dieser  Grenzkreise  trägt  drei  Classen  parabolischer 
Punkte,  wobei  die  Punkte  der  einzelnen  Classe  den  Kreis  bereits  überall 
dicht  bedecken.  Eine  unter  diesen  Classen  ist  dadurch  ausgezeichael,  dass 
in  ihren  sämtlicken  Punkten  der  fragliche  Kreis  von  lautier  Grenzkreisen 
der  anderen  Classe  berührt  wird.  Überschreiten  wir  jedoch  den  Grenz- 
kreis in  einem  parabolischen  Punkte  der  beiden  anderen  Classeu,  so 
gelangen  wir  in  das  zu  P  gehörende  Viereckuetz  hinein.  Man  wird 
dies  alles  in  Figur  148  bestätigt  finden. 

Das  Yierecknetz,  welches  sich  bei  der  in  Figur  148  gewählten 
Anordnung  durch  das  Unendliche  hindurchzieht,  drängt  sich  an  jeden 
parabolischen  Berührungspunkt  zweier  Greuzkreiee  mit  Spitzen  heran. 
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Denken  vfir  für  einen  Äugenblick  diese  parabolischen  Punkte  dem  Netze 
zugehörig^  so  würde  dasselbe  unendlich  hohen  Zusammetihang  gewinnen. 
Übrigens  bemerken  wir  noch,  dass  die  Punkte  der  sämtlichen  Grenz- 
kreise noch  kein  perfectes  Punktsystem  bilden:  erst  der  Zmatz  der 
Häufungsstellen  aller  Grenekreise  liefert  das  vollständige  Grenzgd>tlde  des 
Vierecknetzes,  So  liegen  z.  B.  die  sämtlichen  loxodromischen  Punkte, 
sowie  die  hyperbolischen  Punkte  zahlreicher  Glassen  nicht  auf  Grenz- 
kreisen; hierher  gehören  ^  wie  man  leicht  erkennt^  z.  B.  schon  die 
noch  übrig  gebliebenen  hyperbolischen  Punkte  mit  zweigliedrigen 
Perioden*).  — 


Fig.  149. 


Fig.  150. 


Ehe  wir  zu  weiteren  Vierecken  vom  zweiten  Typus  übergehen, 
sei  es  gestattet,  hier  aufs  neue  auf  einen  interessanten  Grenzfall  der 
Figur  148  hinzuweisen.  In  der  That  lassen  wir  nun  auch  noch  das 
bisher  intact  gebliebene  Viereck  P  in  zwei  Dreiecke  der  Winkel  null 
zerfallen,  so  dass  nunmehr  die  in  Figur  149  angedeuteten  vier  mit 
ihren  Spitzen  zusammenhängenden  Dreiecke  P,  JP,  .  .  den  Discon- 
tinuitätsbereich  bilden.     Im   projectiven  Räume  hat  diese  Gruppe  als 


*)  Es  ist  sehr  interessant,  die  Grenzpunkte  des  in  Figur  148  yorliegenden 
Netzes  nach  der  pg.  420  besprochenen  Methode  auf  die  Punkte  einer  Geraden  zn 
beziehen.  Es  liegt  dabei  eine  stetige  Beziehung  vor,  und  zwar  entspricht  einem 
Punkte  der  Geraden  stets  ein  Grenzpunkt,  und  auch  umgekehrt  ist  die  Beziehung 
eine  eindeutige  bis  auf  die  parabolischen  Punkte  der  fünften  Classe;  denn  jedem 
solchen  Punkte  entsprechen  ersichtlich  zwei  Punkte  der  Geraden.  Die  Gerade 
erscheint  stetig  abgebildet  auf  einer  Curvc,  welche  überall  dicht  von  Spitzen 
besetzt  ist.  Der  einzelne  Grenzkreis  der  Figur  148  liefert  auf  der  Geraden  ein 
System  discreter  Punkte  ohne  Inhalt.  Auf  die  Bedeutung  dieser  letzteren  Aus- 
drncksweise  kommen  wir  unten  zurück. 
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Discontinuitätsbereich  ein  Tetraeder^  dessen  sechs  Kanten  Tangenten  der 
absoluten  Kugel  sind*).  Durch  Ziehen  je  der  drei  Höhen  in  P^  P'y  . . 
gestalten  wir  diese  vier  Dreiecke  in  der  durch  Figur  150  angegebenen 
Art  aus.  Vollziehen  wir  nun  von  hier  aus  den  Spiegelungsprocess^  so 
entspringt  bei  geeigneter  Lagerung  in  der  ^- Ebene  die  merkwürdige 
regulär -symmetrische  Einteilung  der  Figur  151  (folg.  Seite),  in  der  die 
gewöhnliche  Modulteilung  unendlich  oft  in  immer  anderer  Lage  wieder- 
kehrt. Nun  ist  auch  das  in  Figur  148  noch  bestehen  gebliebene  Viereck- 
netz in  unendlich  viele  Dreiecknetze  zerfallen,  und  wir  haben  ins- 
gesamt vier  Glassen  solcher  Netze.  Es  liegt  hier  eine  unter  IV,  c,  2,  a 
der  Tabelle  pg.  165  zu  rubricierende  Gruppe  mit  unendlich  vielen  Grenz- 
kreisen vor.  Natürlich  werden  auch  hier  die  Punkte  der  gesamten  Grenz- 
kreise noch  keine  perfecte  Mannigfaltigkeit  bilden. 

Die  in  Figur  148  hervorgetretenen  Verhältnisse  finden  wir  nun 
bei  den  Vierecken  des  zweiten  Typus  beständig  wieder:  stets  haben  wir 
neben  einem  Vierecknetze  zwei  Glossen  von  je  unendlich  vielen  Dreieck- 
netzen.  Ein  wesentlicher  Unterschied  gegen  Figur  148  liegt  nur 
dann  vor,  wenn  keine  Berührung  der  Dreiecknetze  (in  parabolischen 
Punkten)  stattfindet.  Je  zwei  Grenzkreise  verlaufen  nun  durchaus 
isoliert  von  einander,  obschon  natürlich  jeder  Grenzkreis  ausserhalb 
allenthalben  dicht  von  anderen  Grenzkreisen  umlagert  ist**).  Das 
Vierecknetz  hat  nun  thatsächlich  unendlich  hohen  Zusammenhang,  und 
zwar  in  der  Weise,  dass  eine  secundäre  Relation  für  die  Erzeugenden 
eintritt.  Halten  wir  an  den  Bestimmungen  von  §  1,  pg.  401  fest,  so 
lautet  diese  Relation  {V^  Fj)'"  =  1;  denn  wir  haben  damals  den  Winkel 
zwischen  den  Kreisen  £^,  K^,  wenn  anders  sie  sich  schneiden,  durch 

•Sie 

j-  bezeichnet,  wobei  l^^  eine  ganze  Zahl  >  2  bedeutet.     Die  beiden 

innerhalb  zweier  Dreiecknetze  gelegenen  elliptischen  Fixpunkte  von 
Fl  F3  würden  im  Sinne  von  pg.  176  (oben)  als  „ideale"  Ecken  der 
Vierecksteilung  zu  bezeichnen  sein.  — 

Auch  die  beim  dritten  und  fünften  Typus  eintretenden  Verhältnisse 
sind  von  den  eben  gewonnenen  Ergebnissen  aus  leicht  verständlich. 
Die  Sachlage  ist,  dass  die  Dreiecknetze  der  einen  bez.  beider  Glossen  sich 
auf  Punkte  zusammengezogen  haben,  welche  letztere  alsdann  Gentren  para- 
bolischer Rotationsuntergruppen  sind  und  in  diesem  Sinne  als  elliptisch- 


*)  An  diesen  Ansatz  knüpft  Dyck  seine  Bemerkungen  über  die  Gruppe  des 
Teites;  siehe  dessen  Note  „Über  die  durch  Gruppen  linearer  Transformationen 
gegebenen  regulären  Gebietseinteilungen  des  Baumes'*,  Berichte  der  Kgl.  Sachs. 
Gesellsch.  der  Wiss.  von  1883  pg.  61  ff. 

**)  Siehe  die  bezüglichen  allgemeinen  Erörterungen  pg.  136. 


433  n.   Atufahrliche  Theorie  der  Poljgongnippeii. 

parabolisdie  Grenepunkte  beeeichnet  werden  Jconnen.    ÜbrigeDS  brauchen 
wir  kaum  zu  betonen,   dass   es  sich  beim  Übergang  zu  den  neuen 


Typen  keineewegs  um  einen  Continuitätsproceas  bandelt;  die  In- 
varianten tfa  Bind  ja  (bis  auf  0,^)  als  Cosinus  gewisser  aliquoter 
Teile  von  a  nicht  continuierlich  variabel. 
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Zar  DähereB  Erläntarung  diene  ein  dem  fünften  Tjpus  angehören- 
des Viereck  der  Winkel  y,  ~^,  -,  ä  >  welches  zu  der  in  Figur  152 
dargestellten  regulären  Einteilung  führt.  Man  kann  diese  Gruppe  nach 
den  allgemeiDen  Betrachtungen  von  pg.  190  ff.  als  durch  Composition 
zweier  paraboliscbei)  RotatioDsgruppen  des  Schemas  (2,  3,  6)  entstanden 
denken.  Hier,  wie  st«ts  beim  fünften  Typus,  ist  das  Viereck  P  allem 
Discontinuitätsbereich  der  Gruppe,  und  dem  entsprechend  erschemt  die 
ganze  ^-Ebene  bis  auf  die  Grenepunkte  von  einem  einzigen  Vierecknetze 
bedeckt. 


Die  Entstehung  des  Netzes  der  Figur  152  hat  man  sich  auf  Grund 
des  eben  angedeuteten  Compositionsrerfahrens  in  folgender  Art  vorzu- 
stellen. Greift  man  ein  Viereck  der  Figur  153  als  F  auf,  so  ist  der 
eine  Schnittpunkt  von  f,  und  K^  bei  g  =  <xi  gelegen  und  liefert  einen 
ersten  elliptisch-parabolischen  Grenzpunkt.  Man  übe  die  zugehSrige 
parabolische  Rotationsgruppe  auf  P  aus  und  gewinnt  das  in  Figur  152 
wirklich  ausgeführte  Netz,  das  man  natürlich  über  den  äusseren  Kand 
der  Figur  fortgesetzt  zu  denken  hat.  Eier  erkennt  man  die  in  Figur  70 
pg.  232  dargestellte  Einteilung  in  Dreiecke  der  Winkel  y,  -^,  ;-  wieder, 
nur  daas  unendlich  viele  sich   gegen  g  =  oo  häufende  reguläre  Ereis- 

FTtok«-K.l«lD,  AnlomoiTh« 
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bogensecbsecke  mit  lauter  Winkeln  — -  offen  gelassen  sind.    Der  zweite 

Schnittpunkt  von  K^^  und  K^  ist  der  Mittelpunkt  eines  unter  diesen 
offenen  Sechsecken  und  stellt  gleichfalls  einen  elliptisch-parabolischen 
Grenzpunkt  vor.  Üben  wir  die  ihm  zugehörige  parabolische  Rotations- 
untergruppe auf  P  au8|  so  erscheint  nunmehr  das  Innere  des  eben 
gemeinten  Sechsecks  von  einem  Vierecknetz  bedeckt ,  welches  aber 
wiederum  unendlich  viele  gegen  das  Rotationscentrum  sich  häufende 
Sechsecke  offen  lässt.  In  dem  hiermit  eingeleiteten  Reproductions- 
process  der  Vierecke  wird  man  sofort  ein  Beispiel  der  pg.  192  u.  f.  all- 
gemein gegebenen  Betrachtung  erkennen.  Bei  jedem  neuen  Schritte  wächst 
die  Anzahl  der  offenen  Sechsecke  um  unendlich;  die  Inhalte  der  Sechs- 
ecke sinken  dabei  schliesslich  unter  jede  angebbare  Zahl  herab.  Irgend 
zwei  vorgelegte  Grenzpunkte^  die  als  verschieden  endliche  Entfernung 
von  einander  haben,  entfallen  demnach  bei  hinreichend  fortgesetztem 
Process  in  verschiedene  offene  Sechsecke  und  lassen  sich  also  von 
einander  trennen  durch  einen  Ereisring  endlicher  Breite,  dem  überall 
kein  Grenzpunkt  angehört.  Wir  können  dies  Ergebnis  dahin  aus- 
drücken, dass  heim  fünften  Typus  die  Grenzpunkte  ein  System  durchat^ 
discret  liegender  Punkte  darstellen.  Dies  steht  nicht  im  Widerspruch  mit 
der  Thatsache,  dass  jeder  Grenzpunkt  eine  Häufungsstelle  unendlich 
vieler  weiteren  Grenzpunkte  darstellt*).  Übrigens  kehrt  die  gleiche 
Structur  des  Grenzgebildes  stets  wieder,  falls  die  ganze  ^- Kugel  nur 
ein  einziges  Polygonnetz  trägt.  — 

Wiederum  anders  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  falls  eine  der 
beiden  componierenden  Dreiecksgruppen  eine  elliptische  Rotationsgruppe 
ist,  wie  dies  beim  vierten,  sechsten  und  subenten  Typus  der  Fall  ist 
Wir  senden  voraus  (was  man  sofort  Überblicken  wird),  dass  beim 
vierten  Typus  neben  dem  Vierecknetze  eine  Classe  unendlich  vieler 
Dreiecknetze  auftritt,  während  beim  sechsten  und  siebenten  Typus  die 
S-Ebene  nur  das  Vierecknetz  allein  trägt;  übrigens  haben  wir  beim 
sechsten  Typus  eine  Classe  elliptisch-parabolischer  Grenzpunkte,  während 
beim  siebenten  Typus  allein  die  hyperbolischen  und  loxodromischen 
Grenzpunkte  übrig  geblieben  sind. 

Der  interessanteste  Fall  ist  hier  der  eines  die  ganze  ^- Kugel 
bedeckenden  Vierecksnetzes  ohne  elliptisch -parabolische  Grenzpunkte, 
d.  h.  der  Fall  des  siebenten  Typus.    Zur  Erläuterung  diene  ein  Viereck 

dieses  Typus,  welches  wieder  die  Winkel  y,  yi  "^  »  y  aufweist;  aus 


*)  Siehe  die  pg.  64  gegebene  Erörterang  über  die  Begriffe  „continnierlich** 


nnd  „discontinoierlich*'. 
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ihm  entspringt  die  in  Figur  153  da^ebotene  regulär-sjmmetrische 
Ebenenteilung.  Man  kann  diese  Gruppe  durch  Composition  zweier 
Tetraedergruppen  hei^estellt  denken  und  dementsprechend  die  Ent- 
stehung der  Figur  153  auffassenj  wir  gelangen  hier  za  ähnlichen,  aber 
weit  einfacheren  Yoratellungen,  wie  oben  im  Anschluss  an  Figur  153. 
Das  SachTerhältnis  ist  einfach  das  folgende: 


Üben  wir  auf  das  Ausgangsviereck  P  zunächst  nur  die  Substitu- 
tionen der  einen  Tetraedergruppe  aus,  so  entspringt  ein  Netz  von 
24  Vierecken  mit  vier  offen  bleibendeu  Lücken,  welche  Kreisbogen- 
dreiecke mit  lauter  Winkeln  —  Torstellen.  Bei  Ausübung  der  anderen 
Tetraedergruppe  auf  P  wird  das  eine  der  offenen  Dreiecke  ?on  weiteren 
18  Vierecken  durchsetzt,  welche  nunmehr  noch  drei  Lücken  lassen. 
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Füllen  wir  die  sämtlichen  zunächst  aufgetretenen  vier  offenen  Dreiecke 
nach  dieser  Vorschrift  mit  je  18  Vierecken  ans,  so  hleiben  nun  ins- 
gesamt 12  Dreiecke  offen.  Die  weitere  Fortsetzung  des  Processes  ist 
ohne  weiteres  ersichtlich;  auch  erscheint  es  kaum  noch  nötige  auf 
die  charakteristischen  Unterschiede  dieses  Vierecknetzes  gegen  das  in 
Figur  152  besonders  hinzuweisen.  — 

§  8.   Weitere  Beispiele  von  Niohtrotationflgrappen  erster  und 

zweiter  Art. 

Von  einer  systematischen  Verallgemeinerung  der  vorstehenden  die 
Ereisbogenvierecke  betreffenden  Untersuchung  wird  hier  von  vomberein 
abgesehen.  Es  genüge,  wenn  wir  aus  dem  äusserst  mannigfaltigen 
sich  hier  darbietenden  Stoffe  einige  wenige  leicht  zugängliche  Beispiele 
aufgreifen^  und  zwar  zumal  solche,  welche  entweder  historisch  inter- 
essant sind  oder  bei  späteren  Untersuchungen  besondere  Bedeutung 
gewinnen. 

Erstlich  legen  wir  einen  Discontinuitätsbereich  zweiter  Art  P  vor, 
welcher  von  n  getrennt  verlaufenden  Vollkreisen  begrenzt  ist  und  sonach 
einen  n-fach  zusammenhängenden  Bereich  vorstellt.  Die  n  Kreise 
mögen  K^^  K2,  .  .  .,  Kn  heissen;  die  zu  ihnen  als  Symmetriekreisen 
gehörenden  n  Spiegelungen  V^,  V^j  .  .  .,  Vn  seien  die  Erzeugenden 
der  zagehörigen  Gruppe  F. 

Die  Herstellung  des  zugehörigen  Bereichnetzes  nach  dem  Princip 
der  Symmetrie  ist  hier  eine  besonders  durchsichtige.  Wir  entwerfen, 
wie  in  Figur  154  für  n  =  4  ausgeführt  ist,  an  den  n  offenen  Kreisen 
je  ein  Spiegelbild  von  P.  Wir  haben  dann  (n  -{-  1)  zusammenhängende 
Discontinuitätsbereiche,  und  es  bleiben  noch  n{n  —  1)  Kreise  offen.  An 
letzteren  spiegeln  wir  aufs  neue  und  setzen  den  Process  fernerhin  un- 
begrenzt in  gleicher  Weise  fort. 

Wie  man  sieht,  gehört  zur  Gruppe  ein  einziges  die  ganze  i- Kugel 
{bis  auf  die  Grenzpunkte)  bedeckendes  Bereichnetz]  des  näheren  gehört 
unsere  Gruppe  in  die  Abteilung  IV^  a,  2  der  Tabelle  pg.  165.  Das  zu- 
gehörige Grenzgebilde  besteht  aus  einem  System  discreter  Punkte  von 
einer  Structur,  wie  wir  sie  bereits  eben  bei  den  Vierecken  des  fünften 
und  siebenten  Typus  kennen  lernten.  Übrigens  hindert  nichts^  z.  B. 
die  zu  154  gehörende  Gruppe  mit  n  <=  4  wieder  isomorph  auf  die 
bereits  pg.  420  zu  analogem  Zwecke  verwendete  Untergruppe  der 
Modulgruppe  zu  beziehen,  welche  ein  Kreisbogenviereck  mit  lauter 
Winkeln  null  und  den  Ecken  ^  ===  0,  1 ,  2^  00  zum  Discontinuitätsbereich 
hat.  Verfolgen  wir  die  Zuordnung  der  beiden  in  Rede  stehenden  Gruppen 
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gerade  wie  pg.  420  wieder  fOr  die  Grenzponkte,  so  entspringt  offenbar 
eine  eindeutige  Beziehung  am  zu  Figur  154  gekörenden  Systems  der 
tirenzpnnkte  auf  eine  Gerade.  Auch  die  Umkehrung  der  Beziehung 
ist  eindeatig,  abgesehen  von  den  parabolischen  and  also  rationalen 
Punkten  der  Geraden;  jedem  solchen  Punkte  entsprechen  immer  zwei 
hyperbolische  Polikte  in  der  Ebene  der  Figur  154*). 


Es  ist  besonders  leicht,  die  Gesamtmannigfaltigkeit  der  fraglichen 
Gruppen  bei  gegebenem  n  festzustellen,  wobei  nattlrlich  in  einander 


*)  HabeD  im  Bpeciellen  die  Ereiie  K^  einen  gemeinsamen  Orthogonolkreii, 
»o  liegen  aämtliche  Orenspankte  kof  leUterem  nud  bilden  auf  demielben  ein  Pankt* 
sjatem  „obne  Inhalt".  In  der  Tbat  liegen  ja  die  OreQzpnnkte  aaf  dem  Haupt- 
kreiie  in  den  beim  SpiegelangspToceBs  immer  noch  offen  bleibenden  Ltlcken,  und 
die  Summe  dieser  offenen  Strecken  hat,  wie  wir  hier  ohne  Beweis  angebeD,  bei 
nnbegrenzter  Fortaettnng  de«  SpiegelaugsproceBieB  die  Grenze  nnll.  Es  entspringt 
hiermit  das  merkwürdige  ErgebniB,  daBB  die  gesainten  Ponkte  einer  Oeraden 
wechBelweiBc  eindeutig,  re«p.  die  rationalen  Punkte  1— 8-deotig,  besogen  er- 
Rcheinen  auf  die  Funkte  eine«  SyBtemB  ohne  Inhalt,  welche«  aaf  dem  Hanptkreiae 
liegt.  Dabei  ist  Oberdiea  noch  die  Reihenfolge  der  Punkte  auf  dem  Kreise  die- 
selbe, wie  die  der  entsprechenden  Punkte  aaf  der  Geraden. 
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transformierbare  Gruppen  als  nicht  verschieden  gelten.  Wir  lagern  P 
in  der  ^- Ebene  etwa  so,  dass  K^  und  K^  concentrisch  mit  dem  Mittel- 
punkt S  =  0  werden^  und  dass  K^  den  Radius  1  bekommt.  Der  Radius 
Ton  JT«  ist  dann  eine  erste  wesentliche  Gonstante.  Wir  drehen  nun, 
falls  n  >  2  ist;  um  ^ «»  0  so^  dass  der  Mittelpunkt  von  K^  etwa  auf 
die  positive  reelle  ^-Axe  falle.  K^  ist  dann  durch  zwei  weitere  Gon- 
staute  bestimmt;  alle  übrigen  Kreise  durch  je  drei;  diese  Gonstanten 
sind  durchweg  reell.  Es  ergiebt  sich  so:  Für  n  =  2  haben  wir  ein 
einfach,  für  n  >  2  ein  (3n  —  6) -fach  unendliches  Continuum  von  Gruppen 
der  fraglichen  Art, 

Das  soeben  besprochene  Bereichnetz  ist  nun  in  der  geschichtlichen 
Entwicklung  der  automorphen  Functionen  besonders  wichtig  gewesen. 
In  dieser  Hinsicht  sind  vor  allem  die  Notizen  aus  Riemann's  Nach- 
lass  zu  nennen,  welche  in  den  gesammelten  Werken  (pg.  413  der  ersten 
1876  erschienenen  Aufl.)  unter  dem  Titel  ^^Gleichgewicht  der  Elektricität 
auf  Cylindem  mit  kreisförmigem  Querschnitt  und  parallelen  Axen*)  auf- 
genommen sind.  Hier  wird  nicht  nur  in  klar  entwickelter  Weise  das 
Princip  der  Symmetrie  zur  Herstellung  des  ganzen  Netzes  vom  Aus- 
gangsbereich aus  in  Anwendung  gebracht^  sondern  vor  allen  Dingen  sind 
auch  die  daran  anknüpfenden  functionentheoretischen  Entwicklungen 
von  grundlegender  Bedeutung;  wir  kommen  darauf  später  zurück. 
Demselben  Gegenstande  ist  die  ebenfalls  1876  erschienene  Breslauer 
Dissertation  Schottky's  gewidmet,  welche  in  späterer  Umarbeitung 
unter  dem  Titel  „Über  conforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender 
ebener  Flächen"  in  Grelle's  Journal  Bd.  83  (1877)  abgedruckt  wurde**). 
Auf  weitere  bezügliche  Arbeiten  von  Schottky  und  Weber  brauchen 
wir  hier  noch  nicht  einzugehen.  Wir  kommen  auf  dieselben  bei  unseren 
functionentheoretischen  Untersuchungen  zurück;  auch  findet  sich  daselbst 
der  geeignete  Ort  für  eine  tiefer  gehende  Untersuchung  der  Figur  154.  — 

Als  Grenzfälle  der  eben  betrachteten  Gruppen  können  wir  die- 
jenigen ansehen,  bei  denen  die  Kreise  JT,,  . . .,  iT^  in  irgend  welcher 
Anordnung  einander  bis  zur  Berührung  nahe  gekommen  sind.  Der 
elementarste  Fall  ist  hier  der,  dass  die  Kreise  K^,  . . .,  Kn  eine  einfach 
geschlossene  Kette  bilden^  in  welcher  der  einzelne  Kreis  stets  nur  mit 
dem  nächst  voraufgehenden  und  dem  nächst  folgenden  in  Contact  ist. 
Nun  zerfällt  der  bisherige   n-fach  zusammenhängende  Bereich  P  in 

*)  Diese  bereits  pg.  104  erwähnte  Abhandlung  ist  übrigens  nach  Formeln 
und  Andeutungen,  die  sich  in  Biemann'B  Nachlass  vorfanden,  vom  Heransgeber 
seiner  Werke  (H.  Weber)  ausgearbeitet  worden. 

**)  Vergl.  hierzu  die  Angaben  Schottky's  in  den  Matheni.  Ann.  Bd.  20  pg.  298 
(1882);  siehe  übrigens  die  Fussnote  pg.  104. 
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etoei  einfach  zusammenhängende  Kreisbogen-n-ecke  P,  P\  welche  den 
Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  liefern.  Für  n  =  4  gewinnen  wir 
die  Vierecke  vom  ersten  Typus  und  den  Winkeln  null  wieder.  Auch 
im  allgemeinen  Falle  n  haben  wir  ewei  Polygonnetze  N,  N'  und  eine 
Grenzcurve  G,  welche  entweder  ein  Kreis  oder  eine  nicht -analytische 
Curve  ist.  Die  Gestalten  der  Grenzcurven  G  im  letzteren  Falle  sind 
höchst  mannigfaltig.  Wir  können  sogar  eine  beliebige  geschlossene 
Curve  ohne  mehrfache  Punkte  hinzeichnen  und  dieselbe  dann  mit 
einer  Kette  von  Kreisscheiben  in  der  Weise  überdecken^  dass  ein  Poly- 
gonpaar P,  P'  unserer  Art  entspringt.    Die  ihm  zugehörige  Grenzcurve 


Fig.  156. 

G  wird  dann  näherungsweise  dem  Verlauf  der  vorgezeichneten  Curve 
folgen.     Man  wird  sich  dies  an  Figur  155  leicht  deutlich  machen. 

Auch  wenn  die  n  Kreise  mehrfach  geschlossene  Ketten  bilden,  lassen 
sich  die  entspringenden  Polygonnetze  noch  leicht  übersehen.  Die 
Schwierigkeit  ist  nur^  dass  bei  wachsendem  n  alsbald  die  Anzahl  der 
verschiedenartigen  Möglichkeiten  eine  sehr  grosse  wird.  An  Stelle 
allgemeiner  Betrachtungen  bringen  wir  noch  ein  Beispiel:  In  Figur  156 
ist  n  =  5  gewählt,  und  die  fünf  Kreise  K  berühren  einander  in  der 
Art,  dass  der  Gruppendiscontinuitätsbereich  aus  einem  Fünfeck  P,  einem 
Viereck  P'  und  einem  Dreieck  P"  besteht  Die  reguläre  Einteilung  der 
^- Kugel  weist  hier  neben  dem  einen  Fünfecknetz  eine  Classe  unendlich 
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vieler  Vier&Jcneke  mit  nicht-analytiscken  Grenscurven  unä  eine  Glosse  von 
Dreiecknetzen  mit  Grenekreisen  auf.  Die  Gruppe  gehört  in  die  Ab- 
teilung IV,  c,  1,  a  pag.  165,  — 

Man  kann  die  zuletzt  betrachteten  Poly gonnetze  ancb  Tom  Frincip 
der  Cotnposition  der  Gruppen  aus  leicht  versföndlich  machen;  und  zwar 
liegt  dabei  immer  der  einfache  Fall  vor,  dass  sich  die  Ränder  der 


lieiden  componierenden  Polygone  nicht  treffen  oder  doch  nicht  schneiden. 
So  bandelt  es  sich  in  Figur  154  um  Composition  toh  n  Spiegelungen, 
deren  Symmetriekreise  getrennt  von  einander  verlaufen. 

Wie  schon  pg.  190  ff.  ausgeführt  wurde,  liefert  das  Princip  der 
Composition  überhaupt  ein  sehr  frochtbaree  Mittel,  compliciertere 
Gruppen  aus  einfacheren  herzustellen.    So  ist  in  Figur  157  ein  Kreis- 
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bogendreieck  mit  einem  eiDzelnen  Symmetriekreise  componiert;  hier 
handelt  es  sich  also  um  Gomposition  einer  Dreiecksgruppe  mit  einer 
Spiegelung  oder  also  mit  einer  endlichen  Gruppe  der  Ordnung  zwei. 
Entsprechend  führt  Figur  158  auf  die  Gomposition  einer  Vierecks- 
gruppe mit  einer  Dreiecksgruppe.  Beide  Male  liegt  der  einfache  Fall 
vor,  dass  der  Band  jedes  der  beiden  componierenden  Polygone  gänzlich 
innerhalb  des  anderen  Polygons  gelegen  ist  Für  diesen  Fall  ist  die 
Entstehung  des  Polygonnetzes  der  componierten  Gruppe  bereits  oben 
(pg.  192)  mit  Ausföhrlichkeit  betrachtet.  So  werden  wir  im  Falle 
der  Figur  157  das  Dreiecknetz  erstlich  fertig  bilden  und  sodann  aus 
jedem  Dreieck  einen  Ereis  herausnehmen.  An  jedem  Kreise  spiegeln 
wir  sodann  das  ganze  Dreiecknetz;  dabei  tritt  im  Innern  jedes  Kreises 
ein  neues  Dreiecknetz  auf,  nur  dass  wieder  aus  jedem  Dreieck  ein  Kreis 
herausgenommen  ist  u.  s.  w.  — 


Fig.  167. 


Fig.  158. 


Wir  verfolgen  endlich  auch  noch  den  Process  der  Gomposition 
bei  Gruppen  erster  Art,  um  zwei  wichtige  Gruppen  kennen  zu  lernen. 

Erstlich  nämlich  wollen  wir  die  Gomposition  von  n  cyclischen  loxo- 
dromisclien  Gruppen*)  vollziehen,  wobei  wieder  betreflfs  der  Lage  der 
n  componierenden  Bereiche  die  bisherigen  einfachen  Voraussetzungen 
gelten  sollen.  Die  Atisgangsbereiche  P  der  hier  gemeinten  Gnippen  sind 
jeweils  von  2n  isoliert  verlaufenden  Vollkreisen  begrenzt,  die  paartveise  auf 
einander  durch  die  n  loxodromischen  Erzeugenden  F,,  Fg,  .  .  .,  F»  be- 
zogen sind.  In  Figur  159  haben  wir  einen  zum  Falle  n  =  3  gehörenden 
Ausgangsbereich.  Die  Erzeugung  des  zur  Gruppe  gehörenden  Bereich- 
netzes vollzieht  sich  hier  sehr  übersichtlich;  bei  Ausübung  der  einzelnen 
Substitution    F  lagert  sich  innerhalb  des  einen  zugehörigen  Kreises 


*)  Etwaige  hyperboliscbe  Gruppen  denken  wir  hierbei  als  Specialfölle  den 
loxodromischen  Gruppen  subsumiert. 
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jedesmal  ein  neuer,  mit  dem  gegebenen  Bereiche  äquivalenter  Bereich 
an  u.  s.  w. 

Die  besondere  Einfachheit  der  vorliegenden  Gruppen  besteht  darin, 
dass  wir  die  Gesamtmannigfaltigkeit  derselben  wieder  leicht  überblicken 
können.  Dass  wir  hier  mit  einem  Continuum  zu  thun  haben,  ist  ohne 
weiteres  ersichtlich.  Um  die  Mannigfaltigkeit  des  letzteren  zu  bestimmen, 
bemerken  wir,  dass  die  einzelne  loxodromische  Erzeugende  drei  wesent- 
liche complexe  Constante  enthält.  Alle  n  Erzeugenden  liefern  somit 
3n  complexe  Constante.  Doch  müssen  wir  noch  drei  Einheiten  in 
Abzug  bringen,  da  wir  ja  in  einander  transformierbare  Gruppen  nicht 
als  verschieden  ansehen  werden  und  eine  beliebige  Transformation,  die 


Fig.  159. 

doch  selbst  durch  eine  lineare  Substitution  gegeben  ist,  drei  Constante 
enthält.  Eine  Ergänzung  erfordert  diese  Überlegung  nur  für  ttss  1, 
insofern  hier  die  Gruppe  eine  continuierliche  Schar  von  Transforma- 
tionen in  sich  zulässt.  Bei  dem  elementaren  Charakter  der  vorliegen- 
den Verhältnisse  wird  es  erlaubt  sein,  sogleich  das  folgende  Resultat 
anzugeben:  Die  in  Bede  stehenden  Crruppen  bilden  für  w  =  1  ein  einfach^ 
für  n  >  1  ein  (3w  —  S)'fach  unendliches  Continuum;  doch  gilt  bei  dieser 
Angabe  im  Gegensatz  zu  den  sonst  von  uns  gemachten  AbßcMungen  als 
einfach  unendlich  der  Wertbereich  einer  yfiomplexen"  Varidbelen.  Die 
(3n  —  3)  Constanten  wird  man  zweckmässig  als  Invarianten  der  Erzeu- 
genden fixieren.    Diese  Invarianten  sind  dann,  wenn  es  gilt^  das  ganze 
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CoDtinuum  der  Gruppen  zu  beschreiben,  als  camplexe  Grössen  beliebig 
variabel]  doch  gelten  gewisse  Ungleichungen ,  auf  welche  wir  hier 
indessen  nicht  eingehen. 

Die  im  Anschluss  an  Figur  154  pg.  437  betrachteten  Gruppen 
zweiter  Art  enthalten  Untergruppen  erster  Art,  welche  hierher  gehören. 
Das  Besondere  ist,  dass  wir  bei  diesen  Untergruppen  mit  symmetrischen 
Bereichen  P  und  lauter  hyperbolischen  Erzeugenden  zu  thun  haben. 

Auch  die  Gruppen  der  eben  besprochenen  Gattung  haben  in  der 
geschichtlichen  Entwicklung  der  Theorie  der  automorphen  Functionen 
eine  wichtige  Rolle  gespielt.  Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  vor 
allem  die  Note  Kleines  „t/6er  eindeutige  Functionen  mit  linearen  Trans- 
formationen  in  sicÄ"*),  sowie  Schottky's  Abhandlung  y^über  eine  Func- 
tion, welche  bei  einer  bestimmten  linearen  Transformation  ihres  Argumentes 
unverändert  bleibV^**).  Auf  die  functionentheoretische  Bedeutung  unserer 
Gruppen  können  wir  hier  natürlich  nicht  eingehen.  — 

Letzten  Endes  wollen  wir  den  Ansatz  der  Gruppencomposition  auf 
eine  beliebige  ÄnzaJd  irgendwie  gewählter  Hauptkreisgruppen  anwenden. 
Die  Anzahl  der  componierenden  Gruppen  heisse  Vy  die  Charaktere 
derselben  seien  (pj,  n,),  (|>2,  w,),  . . .,  (jj^,  n^).  Nur  aus  Rücksichten 
der  Einfachheit  nehmen  wir  an,  dass  die  n  ersten  Erzeugenden  F|, 
Fj,  . . .,  Vn  der  einzelnen  Gruppe  ausnahmslos  nicht-hyperbolisch  seien. 
Die  einzelne  Gruppe  gehört  dann  einem  (2n  +  6|>  —  6)-fach  unend- 
lichen Continuum  an,  welches  eine  Gruppenfamilie  darstellt;  die  Winkel 
in  den  n  Polygonecken  e,,  e,,  .  .  .,  Cn  sind  dabei  als  gegeben  zu  be- 
trachten (cf.  pg.  389).  Die  v  kanonischen  Discontinuitätsbereiche  der 
componierenden  Gruppen  stellen  auf  der  ^-Eugel  einfach  zusammen- 
hängende Kreisbogenpolygone  dar. 

Zum  Zwecke  der  Composition  werden  wir  wieder  von  der  ein- 
fachen Annahme  ausgehen,  dass  der  Rand  jedes  einzelnen  der  v  Poly- 
gone innerhalb  jedes  der  {y  —  1)  übrigen  Polygone  gelegen  ist;  und 
zwar  sollen  sich  dabei  an  keiner  Stelle  irgend  zwei  unter  den  v  Rän- 
dern unendlich  nahe  kommen.  Das  Polygon  der  componierten  Gruppe 
stellt  dann  als  gemeinsamer  Bestandteil  der  v  Polygone  der  einzelnen 
Gruppen  zunächst  einen  i/-fach  zusammenhängenden  Bereich  dar.  Die 
Herstellung  des  zur  componierten  Gruppe  gehörenden  Netzes  geschieht 


*)  Mathemat.  Annalen  Bd.  19  pg.  666  (1882);  siehe  auch  die  pg.  104  u.  f. 
gegebenen  Nachweise.  Speciell  in  dem  pg.  106  genannten  Briefe  Kleines  an 
Poincar^  hat  ersterer  auf  die  zn  Fig.  166  gehörenden  Gruppen  aafmerksam  ge- 
macht, während  im  Anschluss  daran  letzterer  die  Gruppen  der  Figur  169  zur 
Sprache  brachte. 

**)  Crelle's  Journal  Bd.  101  pg.  227  (1887) 


444  n.   Ansfahrliche  Theorie  der  Poljgongmppen. 

dnrchaas  nach  den  allgemeinen  Regeln  von  pg.  192;  wir  merken  an, 
dass  wir  bu  Netzen  von  unendlich  hohem  Zusammenhang  gefuhrt  werden, 
und  dass  das  einzelne  NetB  unendlich  viele  Chrenzkreise  darbietet.  Gruppen 
solcher  Art  gehören  in  die  Abteilung  IV,  c,  2,  ß  pg.  165. 

Die  Zahlen  n  und  p  für  das  Polygon  P  der  componierten  Gruppe 
sind  gegeben  durch: 

»  r 

(1)  w  =2^  ^' '      ^  =^Pi' 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  ist  unmittelbar  evident;  denn  die 
gesamten  elliptischen  oder  parabolischen  Ecken  von  P  werden  von 
den  Ecken  der  componierenden  Polygone  P^,  P^,  .  .  .,  P,  geliefert. 
Andererseits  wolle  man  auf  der  zu  P  gehörenden  geschlossenen  Fläche 
die  V  zunächst  yorliegenden  kanonischen  Querschnittsysteme  dadurch 
stetig  in  ein  einziges  umwandeln,  dass  man  die  Ausgangspunkte  der 
Schnitte  c  und  d  unter  stetiger  Deformation  der  letzteren  in  eine  Stelle 
vereint.  Die  correspondierende  Verwandlung  des  Bereiches  P  führt 
diesen  in  einen  einfach  zusammenhängenden  über.  Damit  ist  auch  die 
zweite  Formel  (1)  bewiesen. 

Der  Vorzug  der  eben  besprochenen  Gruppenbildung  besteht  nun 
wieder  darin^  dass  wir  im  Einzelfalle,  d.  h.  bei  gegebenen  v  Signaturen: 

(2)  (Pi,nr,  ^i^^i^...,  o» 

die  Gesamtmannigfaltigkeit  aller  durch  den  bezeichneten  Compositions- 
process  zu  gewinnenden  Grappen  leicht  Überblicken  können:  Die  ein- 
zelne der  componierenden  Gruppen  hat  (2n<  -(~  ^Pi  —  6)  reelle  Moduln, 
welche  innerhalb  gewisser  Grenzen  willkürlich  sind.  Eines  unter  den 
V  Polygonen,  etwa  Pj,  lagern  vnr  particulär.  Jedes  der  (v  —  1)  übrigen 
Polygone  ist  alsdann  noch  so  lange  beliebig  verschiebbar,  als  keine 
Collision  der  Ränder  eintritt.  Eine  beliebige  ^-Substitution  aber  hat 
sechs  reelle  Parameter.  Indem  wir  als  unmittelbar  evident  ansehen, 
dass  die  gesamten  bei  gegebenen  Signaturen  (2)  durch  Compositum  ent- 
springenden Gruppen  ein  Continuum  bilden^  gewinnen  wir  als  Dimen- 
sionenaneahl  dieses  Continuum: 

V 

(3)  ^(2w,-  +  &Pi  —  6)  +  6(1/  —  1)  =  2n  +  6j>  —  6. 
1=1 

Diese  Anzahl  drückt  sich  im  Charakter  (p,  n)  somit  wieder  in  der- 
selben Art  aus,  Yri^  bei  einer  einzelnen  Hauptkreisgruppe,  deren  n  erste 
Erzeugende  Fj,  Fj, . . .,  F„  durchgängig  nicht-hyperbolisch  sind.  Übrigens 
machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  bei  der  zuletzt  vollzogenen 
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Abzahlung  als  eindimensional  wieder  der  Wertbereich  einer  reellen  Ya- 
riabelen  bezeichnet  ist.  — 

Die  eben  behandelte  allgemeine  Composition  der  hyperbolischen 
Rotationsgmppen  ist  zuerst  von  Klein  im  Verlauf  der  Abhandlung 
„Neue  Beiträge  zur  Biemann' sehen  Functionenthearief'*)  dargelegt  Der 
Standpunkt  ist  daselbst  noch  etwas  allgemeiner,  insofern  zur  Com- 
position auch  noch  beliebige  cyclische  nicht -loxodromische  Gruppen, 
sowie  elliptische  und  parabolische  Rotationsgruppen  herangezogen 
werden;  doch  gehen  wir  hierauf  nicht  ein. 


'  Indem  wir  hiermit  die  Theorie  der  Nichtrotationsgruppen  zum 
Abschluss  bringen,  müssen  wir  diese  Theorie  ersichtlich  in  einer 
noch  sehr  unentwickelten  Gestalt  zurücklassen.]  Wollte  man  hier  die- 
selbe Durchbildung  anstreben,  wie  sie  in  den  beiden  voraufgehenden 
Kapiteln  die  Theorie  der  Rotationsgruppen  gefunden  hat,  so  würden 
noch  ganz  andere  Hilfsmittel  heranzuholen  sein.  Wir  müssten  dann 
eine  systematische  Theorie  der  Normalpolyeder  im  projectiven  Räume 
durchführen,  eine  Lehre  von  den  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen 
ausbilden,  welche  bei  Zusammenbiegung  der  auf  einander  bezogenen 
Polyederflächen  entspringen  und  dergl.  mehr.  Bei  dieser  Sachlage 
kommen  die  vorstehenden  Entwicklungen  über  Nichtrotationsgruppen 
mehr  nur  darauf  hinaus,  dass  wir  einzelne,  besonders  zugängliche  Bei- 
spiele zur  Illustrierung  der  allgemeinen  Ansätze  des  ersten  Abschnitts 
beibrachten.  Auch  die  Betrachtung  dieser  Beispiele  hätten  wir  vielfach 
noch  sehr  viel  weiter  ausführen  können;  doch  behalten  wir  uns  der- 
artige Untersuchungen,  welche  zumeist  functionentheoretischen  Zwecken 
dienen,  bis  später  vor. 


*)  Mathemat  ^nnalen  Bd.  21  pg.  200  ff.  (1882). 


Dritter  Abschnitt. 

Über  arithmetische  Deflnitionsweisen  eigentlich 
discontinnierlicher   Gruppen  ans  ^-Snbstitntionen. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Rotationsantergrappen  innerlialb  der  Picard'sehen  Gruppe 
and  die  zageliSrigen  binären  qnadratisclien  Formen. 

Zur  vollständigen  Erkenntnis  irgend  einer  unserer  Gruppen  F 
gehört  eS;  dass  man  die  einzelneu  Substitutionen  derselben  durch  An- 
gabe ihrer  CoefiQcienten  direct  zu  charakterisieren  vermag.  Für  die 
gewöhnliche  Modulgruppe  ist  dies  durch  die  Angabe  geleistet,  dass  es 
sich  bei  derselben  um  alle  ganzzahligen  Substitutionen  der  Deter- 
minante 1  handelt.  Aus  dem  Bildungsgesetz  der  Substitutionscoeffi- 
cienten  mQsste  man  zugleich  den  Grund  ersehen  können ,  warum  je 
zwei  Substitutionen  der  Gruppe  F  bei  Combination  wieder  eine  Sub- 
stitution aus  F  ergeben.  Die  Gesetze,  nach  denen  die  Substittäionen 
von  F  gebildet  sind,  müssen  eben  solche  sein,  dciss  sie,  für  zwei  Substitu- 
tionen V  und  F'  vorausgesetzt,  von  selbst  stets  auch  für  die  Substitwtion 
F"  =  V '  V  gültig  sind.  Bei  der  Modulgruppe  ist  dies  aus  dem 
MultiplicatioDSgesetz  der  Determinanten  unmittelbar  klar. 

Mit  der  Erforschung  unserer  Gruppen  F  in  dem  hiermit  gekenn- 
zeichneten Sinne  ist  man  zur  Zeit  noch  stark  im  Rückstande.  Man 
kann  ja  freilich,  falls  eine  einzelne  Gruppe  F  durch  ihre  erzeugenden 
Substitutionen  gegeben  ist,  durch  Combination  der  letzteren  beliebig 
viele  weitere  Substitutionen  der  Gruppe  berechnen.  Aber  man  kennt 
kein  allgemeines  Princip,  um  von  hier  aus  auf  inductivem  Wege  in 
den  Besitz  des  allgemeinen  Bildungsgesetzes  der  Substitutionen  von  F 
zu  gelangen. 

Überdies  würde  es  nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Abschnitts 
wenigstens   im  Gebiete    der  Hauptkreisgruppen  angezeigt  sein,   nicht 


Iir,  1.  RotationBgnippen  iDnerhalb  der  Picard'schen  Gruppe.  447 
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die  einzelne  Grnppe^  sondern  immer  zugleich  die  sämmtlichen  Gruppen 
der  einzelnen  Familie  auf  ihr  analytisches  Bildungsgesetz  zu  untersuchen. 
Es  würde  damit  eine  Gruppe  F  vorliegen,  deren  Substitutionscoef- 
ficienten  a,  ß,  y,  d  rationale  Functionen  der  zugehörigen  Moduln  sind. 
Es  läge  aber  die  Aufgabe  yot,  die  Gesetze  näher  zu  erforschen,  nach 
welchen  diese  unendlich  vielen  Quadrupel  rationaler  Functionen  im 
Einzelfalle  gebildet  sind.  Indessen  sind  in  dieser  Richtung  noch 
keinerlei  nähere  Untersuchungen  angestellt. 

Die  Entwicklungen,  welche  wir  in  der  Folge  zu  bringen  haben, 
beziehen  sich  denn  auch  überall  nicht  auf  Gruppencontinua,  sondern 
stets  nur  auf  einzelne  Gruppen.  Dem  entspricht  es,  dass  wir  an 
Stelle  analytischer  -  vielmehr  rein  „arithmetische^*  Bildungsgesetze  für 
die  Substitutiouscoefficienten  aufstellen  werden.  In  der  Thal  ist  es 
denn  auch  die  „Arithmetik^^  und  zwar  die  Theorie  gewisser  ganzzahliger 
quadratischer  Formen  gewesen  y  welche  den  Impuls  zur  Entdeckung  des 
arithmetiscJien  Bildungsgesetzes  wenigstens  einiger  Gruppen  abgab. 

Freilich  gehören  diese  Gruppen,  wie  sich  zeigen  wird,  entweder 
zu  den  Hauftkreisgruppen,  die  auf  dem  Hauptkreise  uneigentlich  disconti- 
nuierlich  sindj  oder  aber  zu  den  eigentlichen  Polyedergruppen.  Haupt- 
kreisgruppen, die  auch  auf  dem  Hauptkreise  eigentlich  discontinuierlich 
sind,  sowie  Polygongruppen  ohne  Hauptkreis  erwiesen  sich  einstweilen 
als  unzugänglich.  Aber  auch  innerhalb  des  so  beschränkten  Gebietes 
darf  man,  wie  wir  schon  andeuteten,  immer  nur  einzelne  Beispiele 
arithmetisch  erklärter  Gruppen  erwarten« 

Welches  die  für  unsere  Zwecke  verwertbaren  quadratischen  Formen 
sind,  wird  bei  den  Entwicklungen  der  beiden  folgenden  Kapitel  im 
einzelnen  dargelegt  werden.  Wir  beginnen  mit  denjenigen  Formen, 
deren  Theorie  sich  auf  die  oben  (pg.  76fiF.)  betrachtete  Picard'sche 
Gruppe  gründen  lässt;  es  sind  dies  die  auch  bereits  oben  (pg.  91  ff.) 
genannten  2)incA2e^'schen  und  £iermife'schen  Formen.  Dieselben  haben 
freilich  für  unsere  eigentlichen  gruppentheoretisch-arithmetischen  Ent- 
wicklungen nicht  eine  gleich  grosse  Bedeutung,  wie  die  im  nächsten 
Kapitel  zur  Sprache  kommenden  temären  Formen.  Indessen  nimmt 
die  Behandlung  der  Dirichlet'schen  und  Hermite'scheü  Formen  auf 
Grundlage  der  Picard'schen  Gruppe  auch  schon  für  sich  selbst  einiges 
Interesse  in  Anspruch.  Wir  gelangen  hier  zu  Entwicklungen,  welche 
Schritt  für  Schritt  der  in  „M."  I  pg.  243  ff.  entwickelten  Theorie  der 
ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  parallel  laufen.  Diesen 
letzteren  Gegenstand  betreffend  müssen  wir  hier  zunächst  einiges  re- 
capitulieren  und  ergänzen. 
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§  1.    Die  GaiiBB*80lien  Formen  und  die  Modnlgmppe. 

Die  ganzzahligen  binären  quadratischen  Formen  schreiben  wir 
(unter  Festhaltung  an  der  in  „M."  I  benutzten  Bezeichnungsweise): 

(1)  ac(?  +  2bxy  +  cy^ 

und  gebrauchen  als  Äbkürzmig  für  die  einzelne  solche  Form  das 
Symbol  (a,  h,  c).  Die  Coefficienten  a,  b,  c  sind  rationale  ganze  Zahlen, 
und  D  =  V  —  ac  ist  die  Determinante  der  Form  (a,  &,  c).  Es  sei 
erlaubt;  die  Formen  (1)  kurz  als  ,ßauss'sche  Formenf^  zu  bezeichnen; 
denn  wenn  auch  namentlich  durch  Lagrange  über  dieselben  sehr 
wertvolle  Grundsätze  aufgedeckt  wurden,  so  ist  doch  erst  in  der  Sectio 
quinta  von  Gauss'  ,,Disquisitiones  arithmeticae^'  eine  vollständige  Theorie 
der  fraglichen  Formen  enthalten. 

Die  Grundlagen  dieser  Theorie  gestatten  nun  eine  besonders  kurze 
und  durchsichtige  Darstellung,  wenn  man  sich  der  geometrischen  Hilfs- 
mittel bedient,  welche  die  Modulgruppe  und  die  ihr  zugehörige  Ein- 
teilung der  g-Halbebene  in  Kreisbogendreiecke  an  die  Hand  giebt. 
Diese  geometrische  Behandlung  der  Gauss'schen  Formen  ist  in  „M/'  I 
pg.  243 ff.  gegeben;  und  es  finden  sich  einige,  nicht  unwichtige  Er- 
gänzungen, die  ambigen  Formen  sowie  die  sich  selbst  inversen  in- 
definiten Formen  betreffend,  in  „M."  II  pg.  161  ff. 

Um  an  die  Hauptgesichtspunkte  dieses  Gegenstandes  kurz  zu  er- 
innern, so  bekam  vor  allem  die  einzelne  Form  (1)  eine  geometrische 
Deutung, 

Bei  den  definiten  Formen,  d.  i.  bei  denjenigen  mit  D  <  0,  darf 
man  sich  auf  die  sogen,  „positiven^'  Formen  beschränken,  bei  denen 
a  und  c  positive  Zahlen  sind.  Eine  positive  Form  wird  aber  durch 
denjenigen  der  positiven  g- Halbebene  angehörenden  Punkt  ^  geometrisch 
gedeutet,  welchen  man  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung: 

(2)  at^  +  26g  +  c  =  0 

gewinnt.  Man  zeigt  sofort,  dass  durch  Angabe  des  repräsentierenden 
Punktes  und  des  Zahlwertes  D  die  positive  Form  (a,  h,  c)  eindeutig 
bestimmt  ist. 

Bei  einer  indefiniten  Form,  d.  i.  bei  einer  solchen  mit  D  >  0, 
lässt  man  noch  die  Beschränkung  eintreten,  dass  D  von  einem  Qua- 
drate verschieden  ist.  Zur  geometrischen  Deutung  der  indefiniten  Form 
markiert  man  auf  der  reellen  g-Axe  die  beiden  Punkte,  welche  den 
nun  reell  und  verschieden  ausfallenden  Wurzeln  der  Gleichung  (2) 
entsprechen.     Man  repräsentiert  die  Form  alsdann  durch    denjenigen 
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zur  reellen  ^-Axe  orthogonalen  Halbkreis  der  positiven  Halbebene, 
welcher  die  beiden  eben  markierten  Stellen  zu  Fusspunkten  hat.  Der 
Kreis  war  dabei  noch  mit  einer  gewissen  Pfeilrichtung  zu  versehen, 
damit  die  beiden  einander  inversen  Formen  (a,  h,  c)  und  ( —  a,  —  6,  —  c) 
von  einander  getrennt  werden  konnten.  Der  so  ausgestaltete  Kreis 
liefert  im  Verein  mit  dem  Zahlwerte  D  die  Form  eindeutig. 

Es  war  nun  die  Theorie  der  Äquivaienst  und  der  Beductian  der 
Gauss'schen  Formen,  welche  auf  Grund  der  Dreiecksteilung  der  ^-Halb- 
ebene  vermöge  der  geometrischen  Deutung  der  Formen  eine  übersicht- 
liche Gestalt  annahm.  Für  äquivalente  Formen  sind  die  beiden  re- 
präsentierenden Punkte  bez.  Halbkreise  bezüglich  der  Modulgruppe 
y^erster^'  Art  äquivalent;  eine  Form  heisst  reduciert,  falls  ihr  reprä- 
sentierender Punkt  dem  Ausgangsraum  (d.  i.  dem  in  „M..^^  I  beständig 
bevorzugten  Discontinuitätsbereich)  der  genannten  Gruppe  angehört, 
resp.  ihr  repräsentierender  Halbkreis  diesen  Bereich  durchschneidet. 
Daraus  ergaben  sich  als  Reductionsbedingungen  für  die  definiten 
positive  Formen: 

(3)  —a<2b^a,        a^c 

mit  dem  Zusatz,  dass  für  a  =  c  des  genaueren: 

(4)  ft^O 

gelten  soll;  für  die  reducierten  indefiniten  Formen  tritt  hiemeben  die 
Bedingung,  dass: 

(5)  a(a±b  +  c)<0 

entweder  für  eines  oder  für  beide  Zeichen  gelten  soll.  Doch  ist  zu 
bemerken,  dass  diese  letztere  Ungleichung  von  der  Gauss'schen  Re- 
ductionsbedingung  für  indefinite  Formen  abweicht;  wir  kommen  hier- 
auf gegen  Ende  des  Kapitels  zurück. 

Aus  den  Reductionsbedingungen  folgte  übrigens  durch  eine  arith- 
metische  Betrachtung  die  Endlichkeit  der  BeduciertenatusaM  und  damit 
die  Endlichkeit  der  Classenamahl  bei  gegebener  Determinante  D. 

Für  die  Ziele  unserer  gegenwärtigen  Darstellung  ist  die  Theorie 
der  indefiniten  Formen  wichtiger  als  die  der  definiten.  Auf  dem 
repräsentierenden  Halbkreise  einer  indefiniten  Form  schneiden  die 
Doppeldreiecke  der  Modulteilung  eine  unendlich-vielgliedrige  Kette  von 
Segmenten  ab.  Wir  erhalten  dann  jedesmal  eine  mit  der  vorgelegten 
Form  äquivalente  reducierte  Form,  wenn  wir  irgend  eines  dieser  Seg- 
mente in  den  Ausgangsraum  verlegen  und  die  entsprechende  Trans- 
formation auf  die  Form  ausüben.  Wegen  der  Endlichkeit  der  Redu- 
ciertenanzahl    erhielten  wir  aber  auf  diesem  Wege  nur  endlich  viele 
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Segmente  im  Äusgangsraum  (cf.  ;,M/'  I  pg.  257  ff.);  und  hieraus  ergab 
sich  die  Thatsache,  dass  eine  indefinite  Gauss'sehe  Form  stets  durch 
unendlich  viele  Substitutionen  in  sich  transformiert  werden  kann.  Es 
bilden  diese  Substitutionen  eine  cydisehe  hyperbolische  Gruppe  ^  welche 
den  repräsentierenden  Halbkreis  der  Form  zur  Bahncurve  hat. 

Diese  Gruppe  konnte  in  zwei  particulären  Fällen  innerhalb  der 
Modulgruppe  erweitert  werden,  nämlich  einmal  auf  eine  hyperbolische 
Diedergruppe  erster  Art  (cf,  pg.  346),  falls  (a,  b,  c)  mit  ihrer  inversen 
Form  ( —  a,  —  6,  —  c)  äquivalent  ist,  zweitens  auf  eine  cyclische 
Gruppe  zweiter  Art,  falls  (a,  6,  c)  ambig  ist  (cf.  „M."  II  pg.  161). 

Die  Kette  der  Segmente  des  Ausgangsraumes,  in  welche  wir  den 
repräsentierenden  Halbkreis  einer  indefiniten  Form  auseinanderlegten, 
lieferte  die  zugehörige  „Periode  der  reducierten  Formen^^.  Diese  letzteren 
Formen  erscheinen  dabei  in  eine  geschlossene  Kette  angeordnet;  und 
in  dieser  Kette  vollzog  sich  der  Übergang  von  einer  Form  zu  einer 
benachbarten,  der  sogenannte  ,^Process  der  continuierlicfien  Beduction'^, 

jeweils  durch  Ausübung  einer  der  beiden  Substitutionen  l'    ^  j   oder 

l         '      j,  d.  i.  eine  jener  beiden  Substitutionen,  welche  bei  unserem 

Discontinuitätsbereich  die  Erzeugenden  der  Modulgruppe  liefern. 

Hiermit  sind  die  Hauptgesichtspunkte  angegeben,  nach  welcher 
die  geometrische  Behandlung  der  Gauss'schen  Formen  in  „M."  I  durch- 
geführt wurde.  Auf  die  „projective  Gestalt"  dieser  Theorie,  welche 
man  erhält,  wenn  man  die  g- Halbebene  durch  das  Ellipseninnere  der 
hyperbolischen  Ebene  ersetzt,  kommen  wir  unten  nochmals  zurück. 
Die  hierbei  sich  ergebende  Auffassung  schliesst  sich  der  überlieferten 
Theorie  der  Gauss'schen  Formen  in  mancher  Hinsicht  noch  unmittel- 
barer an. 

§  2.    Einführung  der  Diriohlet'soheii  und  Hermite*solien 

quadratisohen  Formen. 

Eine  nach  Dirichlet  benannte  binäre  quadratische  Form  bat 
dieselbe  Gestalt  wie  eine  Gauss'sche  Form: 

(1)  ax^  +  2bxy  -{-  cy^] 

aber  es  sollen  hier  die  Coefficienten  a,  6,  c  gavuse  complexe  Zahlen  von 
der  Gestalt  (m  -|-  tit)  mit  rationalen  ganzen  Zahlen  m,  n  sein,  und 
entsprechend  mögen  x  und  y  unbestimmte  ganze  complexe  Zahlen 
dieser  Art  sein. 

Es   sind   dies   diejenigen   Formen,   deren   Theorie   Dirichlet   in 
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seiner  grossen  Abhandlung  ^^Recherches  sur  les  formes  quadratiques  ä 
coefficients  et  ä  ind^terminees  complexe^^*)  entworfen  hat.  Dabei  nahm 
er,  wie  schon  oben  (pg.  92)  hervorgehoben  wurde,  die  „Disquisitiones 
arithmeticae'^  zum  Vorbild  und  baute  die  Theorie  der  Formen  (1)  rein 
arithmetisch  auf. 

Die  Coefficienten  a,  h,  c  der  Dirichlet' sehen  Form  gehören  dem 
Gebiete  derjenigen  ganzen  complexen  Zahlen  an,  welche  von  Gauss 
für  die  Zwecke  der  Theorie  der  biquadratischen  Reste  eingeführt  sind'^*). 
Es  bleiben  in  diesem  Gebiete  die  Rechnungsregeln  der  gewöhnlichen 
oder  rationalen  Zahlentheorie  ohne  Einschränkung  erhalten,  worüber 
man  den  ersten  Teil  der  eben  genannten  Abhandlung  Dirichlet's 
oder  auch  das  elfte  Supplement  in  „Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen 
über  ZaJdentheorie^^ ***)  vergleichen  wolle.  Nach  der  Sprechweise  Dede- 
kind's  bilden  alle  ganzen  complexen  Zahlen  (m  -f~  ^i)  ^^  Verein  mit 
allen  Quotienten  solcher  Zahlen  einen  „Zahücörper^'  oder  kurz  „Körper'^ 
fsweiten  Grades;  wir  wollen  diese  Zahlkörper  weiterhin  symbolisch 
durch  Ä(*>   oder  Ä  bezeichnen. 

Als  Abkürzung  für  die  Dirichlet*sche  Form  (1)  benutzen  wir 
die  Bezeichnung  (a,  6,  c);    die  Determinante  der  Form  (a,  &,  c)  ist 

Man  transformiere  nunmehr  die  Dirichlet'sche  Form  vermöge  der 
Substitution: 

(2)  x^ax  +  ßy\        y  =  yx'  +  dy, 

wo  a,  ßj  y,  8  irgend  vier  ganze  Zahlen  aus  Sl  mit  einer  nicht-ver- 
schwindenden  Determinante  sind.  Als  Resultat  entspringt  wieder  eine 
Dirichlet'sche  Form  (a,  6',  c'),  deren  Coefficienten: 

a  =  a^a  +  2ay6  +  y*c> 
i'  =  aßa  +  (atf  +  ßy)^  +  y^^> 
W  =ß^a  +2ßdb+  d^c 

sind,  und  deren  Determinante  iX  sich  berechnet  als: 
(4)  ly  =  («(J  -  ßyYD. 

Die  so  zu  gewinnende  transformierte  Form  (a,  6',  c')  heisst  „unter 
der  Form  (a,  &,  c)  enfhalten^^ 

Soll  von  den  beiden  Formen  (a,  6,  c)   und   (a,  b\  c')  jede  unter 


(3) 


*)  Crelle's  Jonrnal  Bd.  24  pg.  291  (1842)  oder  „Gesammelte  Werke"  Bd.  1, 
pg.  585  ff. 

**)  „TTieoria  reaiduarum  biquadrcUorum ,  cammentaHo  secunda*^  Abhandl.   der 
Göttinger  Gesell,  d.  Wiss.  Bd.  7  (1832)  oder  „Werke**,  Bd.  2  pg.  98. 
*♦♦)  Vierte  Aufl.  (Braunschweig,  1894)  pg.  484 ff.. 
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der  anderen  enthalten  sein,  so  muss  jede  der  beiden  Zahlen  D  und  ZX 
in  der  anderen  aufgehen.  Es  ist  also  {ad  —  ßy)  eine  solche  ganze 
Zahl  aus  Sl,  deren  reciproker  Wert  gleichfalls  eine  ganze  Zahl  dieses 
Zahlkorpers  ist  Demgemäss  muss  {ad  —  ßy)  entweder  gleich  +  1 
oder  +  %  sein*).  Man  nennt  die  beiden  Formen  (a,  6,  c)  und  {a\  b\  c) 
nun  eigentlich  oder  uneigentlich  äquivalent  j  wenn  die  Determinante 
(aö  —  ßy)  gleich  +  1  bez.  —  1  ts^**).  Aus  der  Gleichung  (4)  er- 
giebt  sich  dann,  dass  äquivalente  Formen  stets  gleiche  Determinante 
haben;  dagegen  tritt  bei  Transformation  durch  eine  Substitution  der 
Determinante  +  i  Zeichenwechsel  von  D  ein.  Übrigens  wollen  wir 
verabreden ;  dass  unter  Äquivalenz  schlechthin  weiterhin  stets  die 
^^eigentliche''  Äquivalenz  gemeint  sein  soll. 

Die  Substitutionen,  welche  die  Äquivalenz  der  Dirichlet'schen 
Formen  vermitteln,  führen  nun,  falls  wir  die  nicht-homogene  Schreib- 
weise anwenden,  unmittelbar  zu  der  oben  (pg.  16  S,)  ausführlich  unter- 
suchten Picard^schen  Gruppe  hin.  Zu  eben  dieser  Gruppe  aber  ge- 
langen wir  auch  bei  den  Hermite'schen  Formen,  auf  welche  wir  jetzt 
zunächst  zurückkommen. 

Unter  unwesentlicher  Abweichung  von  der  ursprünglichen  Her- 
mite'schen  Bezeichnung***)  hatten  wir  schon  oben  (p.  92)  die  sogen. 
Hermite^ sehen  Formen  in  der  Gestalt  angesetzt: 

(5)  axx  +  bxy  +  bxy  +  cyy. 

Hier  sollen  bei  der  einzelnen  Form  a  und  c  reelle  ganze  Zahlen,  b 
und  b  aber  conjugiert  complexe  ganze  Zahlen  aus  Sl  sein;  entsprechend 
sollen  X  und  x,  sowie  y  und  y  conjugiert  complexe,  jedoch  nicht  näher 
bestimmte  ganze  Zahlen  aus  Sl  darstellen.  Eine  Hermite'sche  Form 
ist  somit  sich  selbst  conjugiert. 

Die  ganze  Zahl  b  schreiben  wir  explicite  b  =^bi  4'  ^^s  ^^^  be- 
nutzen das  Schema  (a,  b^,  b^^  c)  der  vier  rationalen  ganzen  Zahlen 
a,  bi,  b^j  c  €lIb  Abkürzung  für  die  Form  (5). 

Die  Determinante  der  Form  (5)  ist: 

(6)  D  =  66  —  ac  —  6i«  +  V  -  ^c. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Determinante  einer  Hermite'schen  Form  stets 
reell,  im  Gegensatz  zu  derjenigen  einer  Dirichlet'schen  Form,  welche 
irgend    eine    complexe    ganze    Zahl    des    Zahlkorpers    Sl    ist.      Diese 


*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind  ..Vorlesungen  über  Zahlentheorie*\  pg.  487. 
**)  Siehe  Dirichlet's  Werke  Bd.  1  pg.  667. 

***)  Vergl.  wegen  dieser  Bezeichnung  die  pg.  92  genannte  Originalahhandlong 
Hermite's  in  Grellere  Journal  Bd.  47,  pg.  843  fF. 
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Sachlage  giebt  Anlass,  (analog  wie  bei  den  Gauss'schen  Formen) 
zwischen  definiten  und  indefiniten  Hermiteschen  Formen  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  die  Determinante  D  negativ  oder  positiv  ist.  Die  Be- 
deutung dieser  Fallunterscheidung  erörtern  wir  weiter  unten. 

Man  transformiere  nun  die  Form  (a,  h^^  bg;  ^)  vermöge  der  Si- 
multansubstitution : 

a;  =  ax'  +  ßy\      y  =  yx  +  dy\ 

x  =  ccx  +  ßy,       y  =  yx  +  dy, 

wo  a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  nicht-verschwindender  Determinante  aus 
£1  seien  und  ä  zu  a,  ß  zu  ßy  . . ,  conjugiert  ist.  Das  Ergebnis  ist 
wieder  eine  Hermite'sche  Form  (a\  6/,  b^,  c)  mit  den  Coef ficienten : 

a   =  aaa  +  bay  +  bya  +  cyy , 

V  =*  aaß  -f-  iad  -|-  hyß  -|-  cyö, 

V  =  aßa  -f  hßy  +  hda  +  cdy , 
\c  =  aßß  +  hß'8  +  hiß  +  cdd 

und  der  nachfolgenden  Determinante: 

(9)  D'  =  {aä  —  ßy)  (cid  —  ßy)D. 

Die  so  gewonnene  transformierte  Form  (a,  ft^',  6,',  ^')  teisst  ,,ttn^ 
der  i<brm  (a,  hi,  h^^  c)  enthalten*'.  Hier  haben  D  und  iX  stets  das- 
selbe Vorzeichen,  so  dass  eine  definite  (indefinite)  Form  stets  wieder 
nur  unter  einer  definiten  (indefiniten)  enthalten  sein  kann. 

Soll  von  den  beiden  Formen  (a,  h^,  6,,  c)  und  (a,  6/,  6,'  c) 
jede  unter  der  anderen  enthalten  sein,  so  ist  hierzu  hinreichend  und 
notwendig,  dass  ad  —  ßy  entweder  gleich  +  1  oder  +  i  ist  Dabei 
liegt  insofern  ein  Unterschied  gegenüber  den  Dirichlet' sehen  Formen 
vor,  als  sowohl  för  ad  —  /Jy  -=»  +  ^  ^^®  "*  —  ßy  =  +  i  zufolge  (9) 
die  Determinante  2/  =  D  ist  Doch  spricht  man  auch  hier  von  eigent- 
licher hez,  uneigentlicher  Äquivalenz  nur  dann,  wenn  ad  —  ßy  ^^^  1  hez. 
=  —  1  ist.  Ist  ad  —  /Jy  =  -4-  t,  so  mögen  die  Formen  yflquivalent 
im  erweiterten  Sinnef'  heissen*). 

Wie  man  sieht,  sind  wir  auch  hier  wieder  zur  Picard'schen  Gruppe 
zurückgeführt.  Von  der  letzteren  Gruppe  werden  wir  demnach  bei 
Behandlung  der  Grundprobleme  der  Theorien  der  Dirichlet'schen  und 
Hermite'schen  Formen  einen  entsprechenden  Gebrauch  machen,  wie 
von   der  Modulgruppe   bei  den  Gauss'schen  Formen.     Die  zu  behan- 

*)  Her  mite  nnterscheidet  a.  a.  0.  pg.  350  drei  Ordnungen  der  uneigent- 
lichen Äquivalenz,  den  Fällen  «^  —  Py«  —  1,  +f,  — t  entsprechend. 
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delnden  Probleme  aber  sind  die  folgenden:  Sind  zu?ei  Formen  gleicher 
Determinante  gegeben,  so  soll  entschieden  werden,  ob  sie  äquivalent  sind 
oder  nicht;  und  es  sollen  im  ersteren  Falle  cUle  Substitutionen  angegeben 
werden,  welche  die  eine  Form  in  die  andere  transformieren.  Es  wird 
möglich  sein,  bei  der  Behandlung  dieser  Aufgaben  einen  Entwicklungs- 
.  gang  einzuseh lagen,  welcher  an  der  Untersuchung  der  Gauss'schen 
Formen  auf  Grund  der  Modulgruppe  sein  Modell  findet*). 

§  3.    Geometrisohe  Interpretation  der  Diriohlet*sohen  und 

Hermite*8ohen  Formen. 

Die  Möglichkeit,  die  Picard'sche  Gruppe  und  die  ihr  zugehörige 
Polyederteilung  fär  die  Theorie  der  wiederholt  genannten  Formen  zu 
verwerten,  beruht  auf  einer  geometrischen  Deutung  dieser  Formen, 
welche  sich  der  Deutung  der  Gauss'schen  Formen  in  der  S^&lbebene 
(cf.  p.  448)  direct  anschliesst.  Wir  bilden  den  Quotienten  x :  y  der 
beiden  unbestimmten  Grössen  x,  y,  bezeichnen  denselben  durch  g  und 
ziehen    die   g-Ebene   bez.  den   positiven   £;- Halbraum    (pg.  53)   heran. 

Liegt  nun  erstlich  eine  Hermite'sche  Form  (a,  bi,  b^,  c)  vor,  so 
findet  man  durch  Nullsetzen  derselben  unter  Benutzung  von  ^  die 
Gleichung: 

aft  +  bi  +  bl  +  c  =  0 

oder  (wenn  wir  wie  früher  5  =  6  +  *^  setzen): 

(1)  a(g«  +  ^2)  +  2&, g  -  26,1^  +  c  =  0. 

Ist  insbesondere  (a,  b^,  b^,  c)  eine  definüe  Hermit^sche  Form,  d.  i. 
eine  solche  mit  D  <  0,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  einen  „imaginären 
Kreis"  der  g- Ebene  dar.  Da  die  Form  (a,  b-^,  b^,  c)  aus  der  linken 
Seite  von  (1)  durch  Multiplication  mit  der  niemals  negativen  Zahl  yy 
hervorgeht,  so  folgt,  dass  eine  definite  Form  (a,  b^,  b^,  c)  für  irgend 
welche  Zahlen  x,  y  aus  il  entweder  nur  positive  oder  nur  negative 
reelle  Zahlen  darzustellen  vermag.  Man  scheidet  dieserhalb  die  frag- 
lichen Formen  in  „positive"  und  „negative"  Formen  und  bemerkt 
übrigens  sofort,  dass  für  eine  positive  (negative)  Form  die  Coefficienten 
a  und  c  >  0  (bez.  <  0)  sind.  Natürlich  können  positive  Formen  stets 
nur  wieder  mit  positiven,  negative  aber  mit  negativen  äquivalent  sein, 
was  man  aus  (8)  pg.  453  leicht  bestätigt. 

Wir  können  uns  offenbar  auf  die  Betrachtung  der  positiven  Formen 


*)  Siehe   übrigens    wegen   der   historischen   Entwicklung    der    Theorie    der 
Dirichl einsehen  und  Hermite^schen  Formen  die  pg.  92  u.  f.  gegebenen  Nachweise. 
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beschranken^  für  welche  nun  eine  reelle  geometrische  Deutung  im 
^•Halbraume  zu  gewinnen  ist.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  im 
S- Baume  das  Büschel  aller  ^^Eugeln  durch  den  imaginären  Kreis  (1)'^ 
Ist  &3  ein  reeller  Parameter,  so  stellt  sich  dieses  Büschel  dar  durch: 

(2)       (i  +  ^)'+('-|)'+(»-^)"-''+A'. 

wo  I,  iy,  O"  die  bereits  oben  (pg.  54)  gebrauchten  Coordinaten  des 
S- Baumes  sind.  Das  Büschel  (2)  enthalt  nun  zwei  reelle  Grenzpunkte, 
d.  h.  Kugeln  mit  unendlich  kleinem  Badius;  es  sind  die  Punkte  der 
Coordinaten : 


(3)  1«-^,    1?=-',    d  =  +5^^^. 

Derjenige  von  diesen  "beiden  Punkten,  welcher  dem  positiven  Halbraume 
angehört,  möge  zur  geometrischen  Deutung  der  indefiniten  Form  (a,  6i,  &2?  ^) 
benutzt  werden. 

Um  demnächst  gleich  die  Dir ichlet' sehen  Formen  zu  erledigen,  so 
entspricht  der  Form  (a,  b,  c)  die  Gleichung: 

(4)  ag«  +  26e  +  c  =  0, 
deren  Wurzeln  die  folgenden  sind: 

Die  Quadratwurzel    aus   der  Discriminante   soll   hier  so  erklärt  sein, 

dass  ]/D  entweder  einen  positiven  reellen  Bestandteil  haben  soll  oder 
dass,  falls  jener  verschwindet,  der  imaginäre  Bestandteil  das  positive 
Vorzeichen  trage.  Daraufhin  heisse  g^  die  erste,  t^  die  zweite  Wurzel 
der  Gleichung  (4).  Wir  interpretieren  alsdann  die  Dirichlefsche  Form 
durch  denjenigen,  dem  ^-Halbraume  angehörenden  Halbkreis,  welcher  in 
den  Punkten  ^  und  g,  o,uf  der  i- Ebene  senkrecht  steht  und  mit  einem 
von  ^  nach  ^  weisenden  Pfeile  versehen  ist 

Im  Falle  einer  indefiniten  Hermitc'schen  Form  stellt  die  Gleichung 
(1)  einen  reellen  Kreis  der  £;- Ebene  dar.  Der  Benennung  „indefinit" 
entsprechend  hat  die  Form  für  die  Werte  g  auf  der  einen  Seite  dieses 
Kreises  positive,  auf  der  anderen  Seite  negative  Zahlwerte;  und  wir 
unterscheiden  in  diesem  Sinne  an  der  Peripherie  des  Kreises  ein  „po- 
sitives^ und  ein  „negatives''  Ufer.  Man  durchlaufe  die  Peripherie  in 
solcher  Bichtung,  dass  das  positive  Ufer  zur  Linken  gelegen  ist,  und 
statte  den  Kreis  mit  einem  diesen  Umlaufssinn  anzeigenden  Pfeile  aus« 
Endlich  errichten  wir  im  g- Halbraume  eine  Halbkugel,  welche  im 
fraglichen  Kreise  auf  der  g-Ebene  orthogonal   aufsteht.    Diese  HdUh 
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ktigel,  deren  der  t^-Ehene  angehörender  Rand  (1)  in  der  angedeuteten 
Art  mit  einem  Pfeile  versehen  isty  sei  das  geometrische  Bild  der  indefi- 
niten Form  (a,  6^,  6,,  c).  — 

In  allen  drei  Fällen  gilt  nun  der  Satz,  dass  die  einzelne  Form 
durch  Angabe  der  Determinante  D  und  des  repräsentierenden  geometrischen 
Gebildes  eindeutig  definiert  ist  Das  repräsentierende  Gebilde  liefert 
nämlich  erstlich  die  Quotienten  der  Coefficienten  a^  &,  c.  Der  Zusatz 
von  D  gestattet  die  Bestimmung  der  Coefficienten  bis  auf  einen  ge- 
meinsamen Zeichen  Wechsel;  d.  h.  wir  gewinnen  in  jedem  Falle  zwei 
einander  „inverse"  Formen  (a,  6,  c),  ( —  a,  —  6,  —  c)  resp.  (a,  6x,  &2,  c), 
( —  a,  —  \y  —  62 ,  —  c).  Endlich  ist  bei  einer  definiten  Hermite'schen 
Form  das  Vorzeichen  so  zu  wählen ^  dass  die  Form  positiv  ist;  in 
den  beiden  anderen  Fällen  aber  entscheidet  die  Pfeilrichtung  des 
repräsentierenden  Gebildes  über  das  Vorzeichen. 

Weiter  gilt  das  folgende  wichtige  Theorem:  Geht  man  von  irgend 
einer  vorgelegten  Form  durch  Ausübung  einer  unimodülaren  Substitution 
0u  einer  äquivcdenten  Form  über^  so  unrd  durch  die  correspondierende 
unimodulare  i- Substitution  das  repräsentierende  Gebilde  (Punkt y  Halb- 
kreis, Halbkugel)  der  ersten  Form  in  dasjenige  der  zweiten  transformiert 
Dieser  Satz  ist  ein  unmittelbares  Ergebnis  der  bei  der  geometrischen 
Deutung  der  Formen  befolgten  Methode,  welche  der  einzelnen  Form 
ihr  geometrisches  Gegenbild  in  einer  gegenüber  den  ^ Substitutionen 
invarianten  Weise  zuwies.  Man  wolle  sich  nur  noch  überzeugen,  dass 
bei  einem  Halbkreise  bez.  einer  Halbkugel  die  Transformation  durch 
eine  unimodulare  g- Substitution  die  zutreffende  Pfeilrichtung  des  trans- 
formierten Gebildes  liefert.  Dies  ergiebt  sich  aus  dem  Umstände,  dass 
wir  bei  Fixierung  der  Pfeilrichtungen  nach  einer  Methode  verfuhren, 
welche  gegenüber  den  unimodülaren  g- Substitutionen  erster  Art  (Be- 
wegungen des  S- Halbraumes  resp.  der  {;-Ebene)  invariant  ist  Man 
bestätigt  aber  z.  B.  bei  den  Dirichlet'schen  Formen  unter  Benutzung 
von  (3)  pg.  451  auch  leicht  durch  directe  Rechnung,  dass  die  „erste^ 
Wurzel  ^i  von  (a,  b,  c)  durch  Ausübung  einer  unimodülaren  {;- Sub- 
stitution unserer  Art  in  — — T-— ,  d.  i.  in  die  erste  Wurzel  der  trans- 
formierten  Form  übergeht. 

§  4.    Beliandlnng  des  Äquivalenzproblems  bei  den  definiten 

Herniite*80lien  Formen. 

Die  bei  der  (eigentlichen)  Äquivalenz  der  Hermite'schen  und 
Dirichlet'schen  Formen  eintretende  „unimodulare  Picard'sche  Gruppe^' 
ist  pg.  86  u.  £   als  Gruppe  T^  näher  untersucht.     Es   ergab  sich   als 
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j^usgaDgsraum''  dieser  Gruppe  ein  Doppelpentaeder  des  g- Halbraumes, 
welches  durch  die  Bedingungen  definiert  war: 

(1)  --2-^g<y,    0^1?^*,     g«  +  ^»  +  d»^l, 

mit  dem  Zusatz,  dass  in  den  beiden  letzten  Formeln  die  Gleichheits- 
zeichen nur  dann  gelten  dfirfen,  wenn  |  ^  0  ist. 

Auf  dieses  Doppelpentaeder  gründen  wir  nun  die  Behandlung  des 
Aquivalenzproblems  unserer  Formen. 

Liege  erstlich  eine  positive  Hermite'sche  Form  vor,  so  ist  folgende 
Erklärung  an  die  Spitze  zu  stellen:  Die  positive  Hermite^sche  Form 
(a,  &i,  &2,  c)  soll  „reducierif^  heissen,  wenn  ihr  rqpräsentierender  Punkt 
im  Atisgangsraum  der  unimodtilaren  Picard^schen  Gruppe  liegt  Indem 
man  die  Coordinaten  (3)  pg.  455  des  repräsentierenden  Punktes  in  (1) 
einträgt,  folgt:  Die  positive  Form  {a,  h^,  b2y  c)  ist  stets  und  nur  dann 
eine  reducierte  Form,  wenn  die  Bedingungen: 

(2)  —a^  —  2\<a,    0^2&,  ^a,    a<^c 

mit  dem  Zusatz  gelten ,  dass  in  der  zweiten  und  dritten  Formel  Gleich- 
heitszeichen nur  dann  gelten  dürfen,  faUs  h^'^O  ist. 

Aus  dem  Begriff  des  Discontinuitätsbereiches  ergiebt  sich:  Jede  posi- 
tive Hermite^sche  Form  ist  mit  einer  und  nur  einer  reducierten  Form  äqui- 
valent.  Um  also  über  die  Äquivalenz  zweier  vorgelegten  Formen  zu  ent- 
scheiden, gehe  man  beiderseits  (etwa  unter  Gebrauch  der  Pentaeder- 
teilung) zu  den  reducierten  Formen.  Letztere  müssen  identisch  sein, 
wenn  jene  Formen  äquivalent  sein  sollen. 

Die  Frage  nach  den  gesamten  Substitutionen,  welche  im  Einzel- 
falle die  Äquivalenz  vermitteln,  führt  man  in  bekannter  Weise  auf 
die  Aufgabe  zurück,  alle  Substitutionen  zu  ermitteln,  welche  eine  vor- 
gelegte  Form  in  sich  selbst  transformieren.  Wir  beantworten  diese 
Frage  etwa  für  die  reducierten  Formen  in  folgender  Art:  Eine  re- 
ducierte Form  (a,  6^,  6,,  c)  wird  abgesehen  von  der  identischen  Sub- 
stitution durch  keine  unserer  i- Substitutionen  in  sich  transformiert,  falls 
ihr  repräsentierender  PunJct  nicht  gerade  auf  einer  Kante  des  Elementar- 
pentaeders gelegen  ist.  Hingegen  hat  man  zwei  bez.  drei,  eine  cyclische 
GrnAppe  bildende  Transformationen  der  Form  in  sich,  falls  der  repräsen- 
Punkt  einer  Kante,  jedoch  keiner  Ecke  des  Elementarpentaeders  angehört; 
und  endlich  liegen  vier,  sechs  oder  zwölf,  eine  Vierer-  bez.  Dieder-  oder 
Tetraedergruppe  bildende  Transformationen  in  sich  vor,  falls  der  repräserir 
tierende  Punkt  eine  Ecke  des  Elementarpentaeders  ist.  Alle  diese  An- 
gaben folgen  unmittelbar  aus  der  Beschaffenheit  der  zur  Picard'schen 
Gruppe  gehörenden  Pentaederteilung  des  ^- Halbraumes. 
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Um  hiemach  z.  B.  fQr  die  darch: 


l  =  -4-,    V-i,    »>:^. 


2  '       '  2 


vT 


gegebene  Kante  des  Elementarpentaeders  alle  zugehörigen  reducierten 
Formen  zu  charakterisieren,  haben  wir  zu  setzen: 

6»         1         &,         1       y^^D^    1 


>  — =• 

a  2  '       a  2  '  «  y2 

Die  sämtlichen  diesem  Ansätze  entsprechenden  positiven  Formen  können 
wir  in  der  Gestalt: 

2mxx  +  m{\  +  i)xy  +  i»(l  —  i)xy  +  (2m  +  n)yy 

zusammenfassen,  wo  m  und  n  irgend  zwei  rationale  ganze  positive 
Zahlen  sind.  —  Natürlich  gehören  zu  jeder  Kante  des  Elementarpenta- 
eders wnendlich  viele  Formclassen;  dem  gegenüber  liefert  die  einzelne 
Pentaederecke  stets  nur  eine  Classe,  sofern  wir  uns  auf  „primitive" 
Formen  beschränken^  d.  h.  auf  solche,  bei  denen  a,  \y  h^j  c  keinen 
gemeinsamen  Factor  ausser  1  haben.  Der  untere  Eckpunkt  der  eben 
discutierten  Kante  liefert  z.  B.  die  zur  reducierten  Form: 

2xx  +  (1  +  t)xy  +  (1  —  i)xy  +  2yy 

gehörende  Classe  der  Determinante  D  =  —  2. 

Bei  gegebenem  Werte  der  Determinante  D  ist  die  EndlichkeU  der 
Redudertenanzahl  und  damit  die  Endlichkeit  der  Classenanmlü  positiver 
Hennitff scher  Formen  eine  einfache  Folge  der  vollständigen  Reductions- 
bedingungen  (2).  Man  leitet  nämlich  aus  diesen  Bedingungen  leicht 
die  Ungleichung: 

ab,  so  dass  a  und  damit  auch  h^  und  b^  bei  gegebenem  D  auf  eine 
endliche  Anzahl  von  Werten  beschränkt  sind.  Mit  a,  b,  D  ist  aber  c 
eindeutig  bestimmt.  Der  Aufzählung  aller  reducierten  Formen  im 
Einzelfalle  D  steht  hiernach  keine  Schwierigkeit  entgegen.  So  findet 
man  z.  B.  für  D  =  —  5  drei  Classen  mit  den  reducierten  Formen : 

(1,0,0,5),    (2,0,1,3),    (2,1,0,3). 

Der  repräsentierende  Punkt  der  letzten  Form  geht  aus  dem  der  vor- 
letzten durch  die  Substitution  ^  «=  tS  hervor;  beide  Formen  sind  also 
nach  der  pg.  453  verabredeten  Sprechweise  im  erweiterten  Sinne 
äquivalent. 
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§  5.    BeduotionBtheorie  der  Diriohlet*80hen  Formen. 

Ist  die  Determinante  D  einer  Dirichlet'schen  Form  (a,  i,  c)  inner- 
halb des  Zahlenkörpers  il  ein  reines  Quadrat^  so  sind  die  zu  {a,  h,  c) 
gehörenden  Wurzeln  ^i,  ^  (ef.  pg.  455)  gleichfalls  Zahlen  aus  £1  und 
liefern  demnach  zwei  Punkte  der  g- Ebene,  welche  Spitzen  von  je  oo* 
Pentaedern  der  Halbraumteilung  sind.  Der  repräsentierende  Halbkreis 
der  Form  (a,  bj  c)  durchzieht  unter  diesen  Umstanden  nur  endlich 
viele  Pentaeder.  Die  Behandlung  dieser  Formen  auf  Grund  der  Pi- 
card'schen  Gruppe,  welche  keine  Schwierigkeit  darbietet,  hat  für  uns 
kein  Interesse,  da  sich  hier  Beziehungen  zu  den  Untergruppen  der 
Picard'schen  Gruppe  nicht  einstellen.  Wir  schliessen  demnach  die 
Formen  quadratischer  Determinanten  weiterhin  aus*). 

Die  Aquivalenztheorie  gründet  sich  wieder  auf  den  Begriff  der 
reducierten  Formen:  Die  Dirichlefsche  Form  (a,  b,  c)  soll  „redudert*' 
heissen,  falls  ihr  repräsentierender  Halbkreis  ein  Segment  von  nicht-ver- 
schmndender  Bogenlänge  mit  dem  durdi  (1)  pg,  457  charakterisierten 
Ansgangsraum  der  Picard^schen  Gruppe  gemein  hat. 

Da  D  e=  0  als  Quadrat  ausgeschlossen  ist,  so  dringt  der  reprä- 
sentierende Halbkreis  jeder  Form  (a,  b,  c)  in  den  g- Halbraum  ein. 
Es  folgt  hieraus  sofort,  dass  jede  Dir ichletf sehe  Form  (a,  6,  c)  mit 
einer  reducierten  Form  äquivalent  ist.  Doch  müssen  wir,  um  zur  voll- 
ständigen  Lösung  des  Aquivalenzproblems  zu  gelangen,  die  Theorie 
der  reducierten  Formen  erst  noch  weiter  entwickeln. 

Es  ist  nun  sehr  merkwürdig,  dass  der  Ansatz  der  Reductions- 
bedingungen  in  arithmetischer  Gestalt  auf  ziemlich  unübersichtliche 
Formeln  führt,  die  wir  demnach  hier  nicht  vollständig  aufstellen 
werden. 

Dirichlet  behandelt  die  Reductionstheorie  in  §  16  seiner  wieder- 
holt genannten  Arbeit  und  giebt  folgende  Reductionsbedingungen  an: 

(1)  .&ll^2<|a|^|c   , 

unter  \a\,  .  .  die  absoluten  Beträge  von  a,  . .  verstanden.  Diese 
den  Reductionsbedingungen  der  definiten  Gauss'schen  Formen  (cf.  (3) 
pg.  449)  nachgebildeten  Ungleichungen   bringen  aber  nicht  die  soeben 


**)  Die  Oan88*8chen  Formen  Bubsumieren  sich  offenbar  den  Dirichlet^Bchen. 
Durch  die  Festsetzungen  des  Textes  werden  dann  nicht  nur  (wie  in  §  1)  die  in- 
definiten Gauss^schen  Formen  mit  quadratischem  D  ausgeschlossen,  sondern  auch 
(was  gegenüber  §  1  neu  ist)  diejenigen  definiten  Gauss'schen  Formen,  für  weiche 
—  D  eine  positive  Quadratzahl  ist 
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in  geometrischer  Gestalt  angegebene  Rednctionsbedingung  zum  Aus- 
druck.  Man  überlege  z.  B.,  dass  der  Mittelpunkt  des  repräsentierenden 

Halbkreises  der  Form  (a,  b,  c)  zufolge  (5)  pg.  455  bei  ?;=■ ge- 
legen ist  Dieser  Mittelpunkt  würde  nach  (1)  vom  Nullpunkte  höchstens 
die  Entfernung  -^  haben^  was  von  den  in  unserem  Sinne  reducierten 

Formen  keineswegs  gilt. 

Übrigens  bleibt  die  auf  die  Bedingungen  (1)  gegründete  Theorie 
Dirichlet's  an  dieser  Stelle  erheblich  gegenüber  der  Behandlung  der 
Gauss'schen  Formen  in  den  ,,Disquisitiones  arithmeticae'^  zurück.  Die 
Lehre  von  den  ^yPerioden  reducierter  indefiniter  Formenf^^  welche  Gauss 
1.  c.  Art.  186  entwickelt,  lässt  sich,  wie  aus  der  von  uns  bevorzugten 
Rednctionsbedingung  hervorgehen  wird,  sofort  entsprechend  für  die 
Dirichlet'schen  Formen  ausbilden.  Es  scheint,  dass  Dirichlet  diese 
Möglichkeit  nicht  bemerkt  hat. 

Auch  in  der  pg.  93  genannten  Abhandlung  Bianchi's,  an  welche 
sich  die  vorliegende  Darstellung  im  wesentlichen  anschliesst^  ist  von 
der  Aufstellung  der  „vollständigen'^  Reductionsbedingungen  in  arith- 
metischer Gestalt  abgesehen. 

Um  die  Endlichkeit  der  BedudertenanjsaJU  bei  gegebenem  B  ein- 
zusehen, braucht  man  übrigens  nicht  die  vollständigen  arithmetischen 
Reductionsbedingungen  zu  kennen.  Es  genügen  hierzu  bereits  die 
beiden  für  eine  reducierte  Form  (a,  &,  c)  zwar  notwendigen,  aber  noch 
nicht  hinreichenden  Bedingungen: 

(2)  \a\<V2\D\,      \l\<\^  +  y\D\. 

Die  Richtigkeit  derselben  geht  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  der 
repräsentierende  Halbkreis   von    (a,  6,  c)    den   Mittelpunkt  f  ■= 


und  den  Radius  ^j — p  hat.      Die  der  g- Ebene   nächst  gelegene  Ecke 

des  Doppelpentaeders    (1)  pg.  457  hat  die  Coordinate  ^  =  -^;    die 
erste  Bedingung  (2)  bringt  demnach  zum  Ausdruck,   dass   der  Radius 


'bei  einer  reducierten  Form  grösser  als  dieses  %•  sein  muss.    Der 


a 


Grundriss   des   Doppelpentaeders   (1)   pg.  457   in   der   {;- Ebene   liegt 
innerhalb  eines  Kreises  mit  dem  Radius  -7=  um  ^  «=  0.     Der  Mittel- 

punkt  des  repräsentierenden  Halbkreises  einer  reducierten  Form  darf 
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demnach  die  Entfemang  —^  +  | — r  nicht  erreichen,  da  dieser  Halb- 
kreis sonst  mit  dem  Doppelpentaeder  keinen  Punkt  gemein  haben 
könnte.  Aus  dieser  Forderung  wird  man  sofort  die  zweite  Ungleichung 
(2)  ablesen.  Man  bemerke  übrigens,  dass  wegen  des  Ausschlusses  rein 
quadratischer  D  die  Zahl  a  stets  einen  von  0  verschiedenen  Wert  hat. 

Da  der  Zahlkorper  St  nur  eine  beschränkte  Anzahl  ganzer  Zahlen 
liefert,  deren  absolute  Beträge  eine  feste  endliche  Grenze  nicht  über- 
schreiten, so  ist  zufolge  (2)  bei  gegebenem  D  zunächst  a^  sodann 
weiter  h  und  damit  auch  c  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Werten 
eingeschränkt:  Bei  gegebener  Determinante  D  gieht  es  nur  eine  endliche 
Anssahl  reduderter  Formen  und  damit  nur  eine  endliche  Zahl  von 
Formdassen. 

Die  nächste  Entwicklung  schliesst  sich  nun  genau  der  in  „M.^'  I 
pg.  250  ff.  entworfenen  Stephen  Smith'schen  Theorie  der  indefiniten 
Gauss'schen  Formen  an.  Da  die  Endpunkte  gj,  £^  des  repräsentieren- 
den Halbkreises  einer  Dirichlet'schen  Form  (a,  b,  c)  von  nicht-qua- 
dratischer Determinante  keine  parabolische  Punkte  sind,  so  durchläuft 
dieser  Halbkreis  sowohl  gegen  ii  wie  £^  hin  unendlich  viele  Doppel- 
pentaeder und  erscheint  dergestalt  in  eine  Kette  unendlich  vieler  Seg- 
mente zerschnitten.  Die  Transformation  irgend  eines  dieser  Segmente 
in  den  Äusgangsraum  liefert  eine  Substitution,  welche  (a,  b,  c)  in  eine 
reducierte  Form  überführt. 

Verlegen  wir  nun  alle  Segmente  in  den  Ausgangsraum,  so  können 
wir  an  ihrer  ursprünglichen  Reihenfolge  auch  hier  festhalten.  Ver- 
folgen wir  nämlich  das  einzelne  Segment  als  Halbkreis  einer  reducierten 
Form  vom  Ausgangsraume  aus  in  ein  benachbartes  Doppelpentaeder, 
so  wird  das  im  letzteren  gelegene  Segment  dieses  Kreises  durch  eine 
bestimmte  der  fünf  von  pg.  87  her  bekannten  Substitutionen: 

(,).=(^J),...  =  (J.+J).^.(0;-J),r=(j;,_'^ 

in  den  Ausgangsraum  zurückgeworfen  und  liefert  hier  das  nächst- 
folgende Glied  in  der  Kette  der  den  Ausgangsraum  durchsetzenden 
Segmente.  Für  die  Formen  bedeutet  dies,  dass  die  zur  Verwendung 
kommende  Substitution  (3)  die  zum  ersten  Segment  gehörende  redu- 
cierte Form  in  eine  ^fienachbarte'^  gleichfalls  reducierte  Form  trans- 
formiert. Durch  den  so  gewonnenen  Algorithmus  erhält  man  offenbar 
die  gesamten  mit  der  vorgelegten  Form  äquivalenten  reducierten  Formen 
und  findcj^  für  die  letzteren  zugleich    eine  fest   bestimmte  Beihenfolge. 
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Wir  bezeichnen  diesen  Algorithmus  als  den  ,yProcess  der  conünuierlichen 
Bedfiction''. 

Die  vorstehende  Betrachtung  erfordert  übrigens  eine  Ergänzung, 
falls  der  repräsentierende  Halbkreis  durch  Kanten  oder  Ecken  der 
Doppelpentaeder  unserer  Einteilung  des  g- Halbraumes  hindurchläuft. 
In  diesem  Falle  werden  unter  den  Segmenten  des  Ausgangsraumes 
solche  vorkommen,  welche  in  Kanten  bez.  Ecken  dieses  Bereiches 
endigen  y  und  deren  zugehörige  Halbkreise  demnächst  in  Doppelpenta- 
eder übertreten,  die  mit  dem  Ausgangsraume  nur  in  Kanten  bez.  Eck- 
punkten zusammenhängen.  Um  die  Kette  der  reducierten  Formen  über 
eine  solche  Stelle  fortzusetzen,  hat  man  alsdann  offenbar  keine  der 
Substitutionen  (3)  anzuwenden;  vielmehr  ist  jetzt  eine  unter  gewissen 
zwölf  weiteren  Substitutionen  auszuüben,  welche  man  von  den  acht 
Kanten  und  den  vier  nicht-parabolischen  Ecken  des  Ausgangsraumes 
aus  leicht  definieren  wird. 

Das  erhaltene  Resultat  verbinden  wir  nun  mit  der  schon  fest- 
gestellten Endlichkeit  der  Anzahl  aller  reducierten  Formen  gegebener 
Determinante  D.  Es  ergiebt  sich  genau  wie  bei  den  indefiniten 
Gauss'schen  Formen  in  „M.^^  I  pg.  260,  dass  sich  in  der  Kette  der 
reducierten  Formen  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  die 
gleichen  Formen  in  der  gleichen  Reihenfolge  wiederholen:  Zu  jeder 
Glosse  Hermite' scher  Formen  von  nickt- quadratischer  Determinante  D 
gehört  eine  „endlich^liedrigef*  sogenannte  ,yPeriode  reducierter  Formen**; 
und  man  kann  von  einer  einzelnen  Form  der  Periode  aus  vermöge  des 
Processes  der  conünuierlichen  Redu^ction  die  gesamte  Periode  erzeugen. 

Es  wird  jetzt  kaum  noch  nötig  sein,  zu  sagen,  wie  wir  daraufhin 
über  die  Äquivalenz  zweier  vorgelegten  Formen  (a,  6,  c)  und  (a,  b\  c) 
entscheiden  werden.  Man  muss  die  zu  beiden  Formen  gehörenden 
Perioden  der  reducierten  Formen  herstellen.  Diese  Formenperioden 
müssen  identisch  sein,  falls  Äquivalenz  von  (a,  b,  c)  und  (a,  h\  c') 
vorliegen  soll. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  erstlich  die  Determinante  D  <=>  1  4~  ^ 

welche  eine  Primzahl  des  Zahlkörpers  Ä  darstellt  Hier  ist  |  a  |  <  r  2]/2 , 
80  dass  für  a  nur  die  acht  Werte  +  1,  +  i,  +  (^  +  0?  i  (^  —  0 
zulässig  sind,  wenn  anders  wir  mit  einer  reducierten  Form  zu  thun 
haben  wollen.  Ist  nun  a  =  +  1  oder  +  i,  so  liefert  die  zweite  Re- 
ductionsbedingung  (2)  pg.  460,  dass  6  die  neun  Werte  0,  +  1>  i  ^; 
+  (1  +  i),  +  (1  ■"  0  haben  kann.  Für  «  =  +  (^  i  0  ^^^  ^MC^i 
noch  die  Werte  6  =  -4-  2  und  +  2t  zulässig;  doch  muss  wegen 
6*  —  ac  =  1  +  *  jetzt  6  durch  (1  +  %)  teilbar  sein,  so  dass^ie  Werte 
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&■=  +  !,  +  t  auszuschliessen  sind.  Insgesamt  gewinnt  man  so  ein 
System  von  72  einander  paarweise  inversen  Formen. 

Von  diesen  72  Formen  erweisen  sich  aber  nur  acht  als  reduciert, 
welche  letztere  eine  einzige  sich  selbst  inverse  Formenperiode  aufbauen. 
Die  acht  Formen  der  Periode  sind  in  der  richtigen  Anordnung  die 
folgenden: 

(1,  0,  -  1  -  0,    (1,  1,  -  i),    (-  h  -  1,  1),    (»,  0,  -  1  +  »■), 
(-  i,  0,  1  -  i),    (i,  1,  -  1),    (-  1,  -  1,  i),    (_  1,  0,  1  +  i). 

Die  hier  der  Beibe  nach  auszuübenden  Substitutionen  sind  T~^,  U, 
V,  8,  V,  U,  T. 

Wie  man  sieht,  besteht  die  Formenperiode  hier  aus  zwei  sym- 
metrischen Hälften,  nur  dass  je  zwei  einander  symmetrische  Glieder 
der  Periode  nicht  identische,  sondern  inverse  Formen  liefern.  Man 
erkennt  sofort,  dass  dies  stets  und  nur  dann  eintritt,  wenn  der  re- 
präsentierende Halbkreis  eine  und  damit  unendlich  viele  Kanten  der 
Pentaederteilungy  welche  zu  elliptischen  Substitutionen  der  Periode  2 
gehören,  senkrecht  trifft;  wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Para- 
graphen zurück. 

Durch  Benutzung  dieses  Dmstandes  kann  man  übrigens  bei  niederen 
Werten  D  die  Aufstellung  der  Formenperioden  vielfach  stark  kürzen. 
Wählen  wir  z.  B.  D  =  2  +  ^  so  liefert  die  erste  Bedingung  (2)  pg.  460 

die  Ungleichung  |a|<y2)/5,  so  dass  nur  die  Werte  +1,  +  i, 
+  (1+0;  +(1""0;  +2,  +2f  für  a  zugänglich  sind.    Nun  liegt  der 

Mittelpunkt  des  einzelnen  repräsentierenden  Halbkreises  bei  5  = ; 

und  da  die  soeben  angegebenen  Werte  von  a  sämtlich  Teiler  von  2 
sind,  so  handelt  es  sich  um  lauter  Punkte,  in  denen  geradlinige  Kanten 
der  Pentaederteilung  auf  dei^  ^-Ebene  senkrecht  aufstehen  (cf.  Fig.  19 
pg.  81).  Der  einzelne  Halbkreis  schneidet  demnach  die  zugehörige  Kante 
senkrecht. 

Man  kann  nun  weiter  den  fraglichen  repräsentierenden  Halbkreis 
durch  Ausübung  einer  Substitution  5'  =  +  g  +  w  +  ni  so  verlegen, 
dass  die  von  ihm  senkrecht  geschnittene  geradlinige  Kaute  der  Penta- 
ederteilung eine  der  sechs  dem  Ausgangsraum  angehörenden  Kanten 
dieser  Art  wird.  Da  der  Coefficient  a  hierbei  höchstens  einen  Zeichen- 
wechsel erfahrt,  so  bleibt  die  Form  leicht  ersichtlich  reduciert.  Man 
ist  solcherweise  auf  eine  der  zwölf  folgenden  Formen  gekommen: 

±(1,0,-2-0,    ±(»,0,-1+2»),    +(!  +  »,  1,-1), 
+  (l-i,  -»,  -1  +  2»),  ±(l-i,  1,-0,  +(!  +  »,»,  -2  +  »), 
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wie  man  durch  Discussion  der  fraglichen  sechs  Kanten  des  Ausgangs- 
raumes leicht  feststellt. 

Die  Form  (1  +  i,  1,  —  1)  geht  durch  die  Substitution  (  '         .  j 

in  die  Form  —  (1  +  t,  i,  —  2  +  i)  über,  und  man  erkennt  ent- 
sprechend  die  Äquivalenz  der  vierten  und  f[lnften  Form  des  eben  an 
gegebenen  Systems.  Da  hier  aber  jede  Form  mit  ihrer  inversen  äqui- 
valent ist,  so  braucht  man  nur  noch  auf  die  vier  Formen: 

(1,  0,  -  2  -t),  (i,  0,  -  1  +  20,  (1  +  i,  1,  -  1),  (1  -  t,  1,  -  0 
einzeln  den  „Algorithmus  der  continuierlichen  Reduction''  auszuüben. 
Die  Durchfühnmg  der  Rechnung  liefert  0toei  ;,im  erweiterten  Sinne 
äquivalente"  (cf.  pg.  453)  je  sechsgliedrige  Formenperioden.  Es  wird 
genügen,  eine  unter  diesen  Perioden  namhaft  zu  machen: 

(1,  0,  -  2  -  t),    (1,  1,  -  1  -  i),    (-  1  -  t,  -  1,  1), 
(1  +»,!,-  1),     (-  1,  -  1,  1  +  0.    (-  1,  0,  2  -f  t). 
Die  hier  zur  Verwendung  kommenden  Substitutionen  sind 


T-l      TT    (^'       1  +  M       TT    m. 


an  dritter  Stelle  haben  wir  also  ein  Beispiel  derjenigen  zwölf  dem 
System  (3)  nicht  angehörenden  Substitutionen,  welche  bei  der  conti- 
nuierlichen Reduction  nach  pg.  462  (oben)  vorkommenden  Falls  noch  zu 
verwenden  sind. 

§  6.    Die  Transformationen  der  Diriohlet'sohen  Formen  in  sich. 

Auch  das  zweite  Problem  der  Aquivalenztheorie,  welches  darauf 
hinausläuft,  alle  Substitutionen  anzugeben,  die  eine  vorgelegte  Dirich- 
lef  sehe  Form  (o^  &,  c)  in  sich  transformieren,  ist  auf  Grund  des  Pro- 
cesses  der  „continuierlichen  Reduction"  unmittelbar  lösbar. 

Eine  Substitution  der  unimodularen  Picard'schen  Gruppe,  welche 
(a,  &,  c)  in  sich  überführt,  wird  den  repräsentierenden  Halbkreis  unter 
Beibehaltung  der  Pfeilrichtung  in  sich  transformieren.  Indem  wir  den 
particulären  Fall,  dass  der  Halbkreis  eine  elliptische  Axe  ist,  hinaus- 
schieben, kann  es  sich  nur  um  loxodromische  oder  hyperbolische  Sub- 
stitutionen handeln,  welche  die  Fusspunkte  S^,  ^  des  Halbkreises  zu 
Fixpunkten  haben. 

Nun  aber  besteht  der  Halbkreis  aus  einer  Segmentenkette,  welche 
wir  aus  unendlich  vielen  äquivalenten  endlich-gliedrigen  Perioden  auf- 
bauten. Unter  Vorbehalt  besonderer  Betrachtung  der  elliptischen  Axen 
haben  wir  somit  folgendes  Ergebnis:  Urne  Dirichlefsche  Form  (a,  b,  c) 
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nicht' quadratischer  Determinante  D  lässt  sich  stets  und  nur  durch  die 
Substitutionen  einer  cyclischen  loxodromischen  oder  hyperbolischen  Unter- 
gruppe in  sich  transformieren^  welche  den  Halbkreis  der  Form  zur  Bahn- 
curve  liaL 

Dieser  Satz  ist  aber  auch  sofort  umkehrbar:  Zu  jeder  cyclischen 
loxodromischen  oder  hyperbolischen  Untergruppe  gehört  eine  Dirichlefsche 
Form  nicht-quadratischer  Determinante.  Mit  der  Behandlung  der  Dirich- 
let'schen  Formen  ist  also  die  Theorie  der  fraglichen  cyclischen  Unter- 
gruppen zugleich  miterledigt. 

Der  Process  der  continuierlichen  Reduction  liefert  nunmehr  auch 
das  Mittel,  die  erzeugende  Substitution  der  zur  Form  (a,  b,  c)  ge- 
hörenden cyclischen  Untergruppe  zu  berechnen.  Man  hat  eu  diesem 
Ende  offenbar  nur  diejenigen  Substitutionen  eu  comibinieren,  welche  bei 
der  Aufstellung  der  einzelnen  Glieder  der  Formenperiode  zur  Anwendung 
kommen.  So  wird  z.  6.  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  redu- 
cierte  Form  (1,  0,  —  1  —  i)  der  Determinante  (1  +  i)  durch  die 
Substitution: 

(1)  T-WVSrUTS={^Z^2i,    1-2^' 

als  Erzeugende  der  bezüglichen  cyclischen  Gruppe  in  sich  transfor- 
miert; und  in  demselben  Sinne  gehört  zur  Form  (1,  0,  —  2  —  t)  die 
Substitution: 

(2)         T-'ü.Q^  't^-UTS^Qzl  al*)- 

Man  bemerke  nur,  dass  oben  die  letzte  Substitution  8j  welche  jedes- 
mal den  Übergang  zum  ersten  Gliede  der  folgenden  Periode  bewerk- 
stelligt,  nicht  angegeben  wurde. 

Übrigens  lassen  sich  die  Substitutionen,  welche  eine  Dirichlefsche 
Form  (a,  b,  c)  in  sich  überführen,  auch  auf  arithmetischem  Wege  im 
wesentlichen  gerade  so  herstellen,  wie  dies  für  die  Gauss'schen  Formen 
in  „M/'  I  pg.  252  ff.  geschah.  Die  Substitutionen  sind  dann  in  der 
Gestalt  anzusetzen: 

t  —  bu 


} 


au 
a 


Dabei  bedeutet  C  den  „Teiler"  der  Form  (a,  b,  c),  d.  h.  den  grössten 
gemeinsamen  Teiler  von  a,  26,  c,  welcher  z.  B.  bei  „primitiven"  Formen 
entweder  1  oder  1  +  i  oder  endlich  2  ist.  Für  t  und  u  aber  sind 
alle  Lösungen  der  verallgemeinerten  „Peirschen  Gleichung": 

yricke-Klein,  Automorphe  Fonctioneii.    T.  30 
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(3)  t^  -  Dtt*  =  ö* 

in  ganzen  complexen  Zahlen  des  Körpers  i2  einzutragen.  Aus  der 
vorstehenden  Theorie  folgt  unmittelbar,  dc^ss  die  FdPsche  Gleichung 
(3)  hei  nicht' quadratischem  D  stets  lösbar  ist  durch  oo^  Faare  ganzer 
complexer  Zahlen  t,  Uy  und  dass  sich  alle  diese  Lösungen  aus  der  ,^cleinsten*' 
unter  ihnen  nach  dem  von  den  Gauss'schen  Formen  her  bekannten  Algo- 
rithmus berechnen  lassefi.     So  findet  man  z.  6.  aus  (1)  und  (2) 

für        D=l  +  i        ^  =  l-2i,        u  =  2i 
für        D  =  2  +  i        ^  =  2  —  »    ,        ti  =  1  —  i 

jeweils  also  ^^kleinste^'  Lösungen.  Wir  werden  von  der  so  bewiesenen 
Lösbarkeit  der  Peirschen  Gleichung  (3)  im  nächsten  Kapitel  eine 
wichtige  Anwendung  zu  machen  haben*).  — 

Es  sind  nunmehr  diejenigen  Formen  zu  untersuchen,  bei  denen 
der  repräsentierende  Halbkreis  eine  eüiptische  Kante  der  Pentaeder- 
teilung ist.  Unter  den  acht  dem  Doppelpentaeder  (1)  pg.  457  zuzu- 
rechnenden Kanten  stehen  aber  sechs  in  parabolischen  Punkten  auf 
der  S- Ebene  und  kommen  somit  fdr  uns  nicht  in  Betracht.  Die  beiden 
rückständigen  Kanten  haben  dagegen  die  Fusspunkte: 

Su£,-=^4^       und       ?.,ß.=.±4±-*-. 

Hier  werden  wir  also,  falls  wir  uns  auf  primitive  Formen  beschränken, 
auf  die  beiden  zu  D  =  -—  3  bez.  D  ■=  +  3  gehörenden  Formen 
(2,  1,  2)  und  (2,  —  i,  —  2)  geführt.  Diese  Formen  (und  natürlich  die 
mit  ihnen  äquivalenten)  sind  die  einstigen  Dir ichlef  sehen  Formen  nicht- 
quadratischer  Determinante,  welche  ausser  durch  die  Substitutionen  je  der 
oben  schon  als  zugehörig  gewonnenen  cyclischen  Gruppen  noch  durch 
eüiptische  Substitutionen  in  sich  transformiert  werden.  Dabei  handelt  es 
sich  im  Einzelfalle  um  eine  cyclische  elliptische  G^  der  Ordnung  drei. 
Mit  der  cyclischen  Gruppe  &«,  welche  man  im  vorliegenden  Falle 
leicht  als  hyperbolisch  erkennt,  vereinigt  sich  diese  G^  zu  einer  Nicht- 
rotaiionsgruppe  mit  zwei  Grenzpuhkten,  wenn  wir  die  pg.  234  gebrauchte 
Bezeichnung  beibehalten;  letztere  Gruppe  liefert  dann  sämtliche  Sub* 
stitutionen  der  vorliegenden  Form  in  sich.  — 

Endlich  sind  noch  einige  besondere  Formgattungen  von  Interesse 
zu  nennen. 

Erstlich  betrachten  wir  den  Fall,  dass  der  repräsentierende  Halb- 
ireis  von  (a,  b,  c)  eine  zur  Periode  zwei  gehörende  elliptisclie  Kante  der 


*)  Vergl.  fibrigens  die  EntwicklongeD  bei  Dirichlet,  1.  c.  §  13  und  14. 
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Pentaederteüung  senkrecht  schneidet.  Das  einzelne  Pentaeder  hat  sechs 
derartige  Kanten;  es  sind  dies  diejenigen  Kanten^  welche  in  para- 
bolischen Punkten  endigen.  Durch  Ausübung  der  zugehörigen  ellip- 
tischen Substitution  wird  der  repräsentierende  Halbkreis  unter  Um- 
legung seiner  Pfeilrichtung  in  sich  übergeführt.  Man  erkennt  darauf- 
hin sofort,  dass  es  sich  hier  um  alle  diejenigen  Formclassen  handelt, 
welche  sich  selbst  invers  sind.  Der  repräsentierende  Halbkreis  trägt 
hier  unendlich  viele  äquidistante  elliptische  Fixpunkte,  unter  denen  je 
zwei  auf  einander  folgende  eine  „Periodenhälfte"  einschliessen.  Die 
gesamten  Substitutionen  der  Picard'schen  Gruppe,  welche  vorliegende 
Form  (a,  6,  c)  in  sich  oder  in  ( —  a,  —  6,  —  c)  transformieren,  bilden 
eine  Gruppe,  die  man  als  ,^jfperbölische"  oder  ^yloxodromische  Bieder- 
gruppef'  zu  benennen  hat  (cf.  pg.  346).  Bei  allen  nicht -quadratischen 
Determinanten  D  kommen  Formclassen  dieser  Art  vor;  z.  6.  gehören 
hierher  stets  die  von  (1,0,  —  D)  gelieferten  „Hauptclassen".  Man 
vergl.  übrigens  die  Beispiele  des  vorigen  Paragraphen. 

Zweitens  müssen  wir  noch  des  Falles  gedenken,  dass  der  reprä- 
sentierende Halbkreis  von  (a,  b,  c)  entweder  in  einer  Symmetriehalbkugel 
der  Pentaederteüung  gelegen  ist  oder  aber  eine  und  damit  gleich  unendlich 
viele  solche  Halbkugeln  orthogonal  trifft  Hier  werden  wir  zum  Begriflf 
der  ambigen  Form  geführt  und  gewinnen  somit  zwei  verschiedene  Gat- 
tungen von  ambigen  Formen  (a,  b,  c).  Die  zur  einzelnen  ambigen  Form 
gehörige  cyclische  Gruppe  ist  hyperbolisch  und  ist  innerhalb  der  Picard- 
sehen  Gruppe  zweiter  Art  selber  durdh  Spiegelungen  erweiterungsfähig. 
Für  die  erste  Gattung  ambiger  Dirichlet'scher  Formen  liefern  die  in- 
definiten Gauss'schen  Formen  Beispiele,  für  die  zweite  Gattung  aber 
die  definiten. 

§  7.    Heduotionstheorie  der  indefiniten  Hermite'sohen  Formen. 

Eine  indefinite  Hermite'sche  Form  (a,  &i,  6^,  c)  deuteten  wir  oben 
(pg.  455  u.  f.)  durch  die  mit  einem  geeigneten  Pfeile  versehene  auf  der 
£;- Ebene  orthogonal  aufstehende  Halbkugel: 

(1)  a(|«  +  12«  +  d«)  +  2b,l  -  2M  +  c  =  0. 

Bei  der  Begriflfsbestimmung  der  „reducierten"  Formen  verfahren 
wir  hier  analog  wie  oben:  Die  indefinite  Hermite'sche  Form  (a,  6,,  6^,  c) 
heisst  y,reducieri^\  falls  ihre  repräsentierende  Halbkugel  ein  endlich  aus- 
gedehntes Flächenstück  mit  dem  Ausgangsraum  der  unimodularen  Picard- 
schen  Gruppe  gemein  Juxt.  Die  repräsentierende  Halbkugel  ist  somit 
entweder  eine  derjenigen  Seitenflächen  des  Doppelpentaeders  (1)  pg.457, 

30* 
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welche  letzterem  zuzurechnen  ist,  oder  sie  durchschneidet  dieses  Doppel- 
pentaeder in  einem  Oberflächenstück  von  nicht-verschwindendem  Inhalt. 

Da  es  sich  wegen  D  >  0  in  (1)  um  eine  Kugel  mit  nicht-verschwin- 
dendem  Radius  handelt,  so  folgert  man  unmittelbar:  JeAß  indefinite 
Form  (a,  &i,  6g,  c)  ist  in  eine  mit  ihr  äquivalente  reducierte  Form 
transformierbcMT. 

Bei  der  weiteren  Ausführung  der  Reductionstheorie  ist  es  vielfach 
zweckmässig,  diejenigen  reducierten  Formen  für  sich  zu  behandeln, 
deren  repräsentierende  Halbkugeln  Seitenflächen  des  Ausgangsraums 
sind.  Es  giebt  nur  zwei  inäquivalente  Halbkugeln  (Halbebenen)  dieser 
Art;  und  wir  können  als  solche  die  Halbebene  i;  »=  0  und  die  Halb- 
kugel des  Radius  1  um  S  =  0  wählen.  Die  beiden  zugehörigen  ;,pri- 
mitiven"  Formen  sind  (0,  0,  1,  0)  und  (1,  0,  0,  —  1);  und  selbstver- 
ständlich gehören  hierher  auch  alle  „imprimitiven''  Formen,  welche  aus 
jenen  beiden  durch  Zusatz  von  Factoren  hervorgehen.  Die  Determinante 
der  primitiven  Formen  ist  beide  Male  D  =»  1. 

Abgesehen  von  den  eben  gemeinten  Fällen  liegt  nun  bei  der  re- 
präsentierenden Halbkugel  einer  reducierten  Form  (a,  h^,  ft^,  c)  stets 
eine  eigentliche  Durchdringung  des  Ausgangsraumes  vor.  um  aber 
daraufhin  die  Reductionsbedingungen  arithmetisch  zu  formulieren,  hat 
man  zu  unterscheiden,  ob  der  erste  Coefficient  a  verschwindet  oder  nicht. 

Ist  a  s»  0,  so  stellt  (1)  eine  Ebene  dar.  Damit  diese  den  Aus- 
gangsraum durchdringt,  müssen  sich  unter  den  vier  nicht-parabolischen 
Ecken  dieses  Bereiches  zwei  angeben  lassen,  welche  zu  verschiedenen 
Seiten  der  Ebene  (1)  und  nicht  auf  derselben  gelegen  sind.  Ziehen 
wir  die  Coordinaten  jener  Ecken  heran,  so  folgt:  Eine  indefinite  Form 
(a,  &!,  62,  c)  mit  a  =  0  ts^  stets  und  nur  dann  reduciert,  wenn  unter 
den  vier  ganeen  Zahlen: 

(2)  61  +  c,    —h  +  c,    b^  —  b^  +  c,    —  61  —  6,  +  c 

wenigstens  eine  <  0  und  zugleich  wenigstens  eine  >  0  ist. 

Ist  aber  a  ^  0,  so  hat  man  in  (1)  eine  eigentliche  Halbkugel. 
Soll  dieselbe  den  Ausgangsraum  durchdringen,  so  muss  von  den  vier 
eben  schon  benutzten  Ecken  des  Ausgangsraumes  wenigstens  eine  im 
Innern  der  Halbkugel  liegen.  Mithin  ergiebt  sich:  Eine  indefinite 
Sermite'sche  Form  (a,  \y  b^,  c)  mit  a^O  ist  stets  und  nur  dann  re- 
duciert,  wenn  von  den  vier  ganzen  Zahlen: 

(3)  a*  +  a6|  +  ac,        a*  +  ab^  —  ab^  -j-  ac 

wenigstens  eine  <,0  ist. 

Die  arithmetische  Formulierung  der  Reductionsbedingungen  spielt 
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hier  wieder  dieselbe  Bolle,  wie  bei  den  vorhin  betrachteten  Formen. 
Wir  können  vermöge  dieser  Bedingungen  den  Satz  zeigen  ^  cl(iss  bei 
gegAener  Determinante  D  die  Anzahl  reducierter  indefiniter  Formen  und 
demnach  auch  die  Classenanmhl  eine  beschränkte  ist. 

Ist  nämlich  a  =  0,  so  haben  wir  wegen  D  =  &i*  +  ^a*  t)ci  ge- 
gebenem D  eine  beschrankte  Anzahl  von  Zahlenpaaren  b^y  b^.  Beim 
einzelnen  Paare  b^ ,  b^  ist  alsdann  c  in  endliche  Grenzen  eingeschlossen^ 
da  unter  den  Ausdrücken  (2)  jedenfalls  einer  >0  und  einer  <0 
sein  muss. 

Ist  hingegen  a  ^  0  und  eine  der  beiden  ersten  Zahlen  (3)  negativ, 
so  ersetze  man  ac  durch  (b^^  +  fc^*  —  J^)  ^öd  hat  wenigstens  für  eines 
der  beiden  fraglichen  Zeichen: 

a*  +  ab,  +  by^  +  V  <  ^• 

Diese  Ungleichung  setzt  man  leicht  in  die  Gestalt  um: 

(2a  +  b,Y  +  36,*  +  4  V  <  4D 

und  erkennt  hieraus,  dass  bei  gegebenem  D  die  ganzen  Zahlen  a,  \ ,  b^ 
nur  auf  endlich  viele  Weisen  gewählt  werden  können.  Mit  D^a^b^^b^ 
ist  aber  c  eindeutig  bestimmt  Ist  schliesslich  eine  der  beiden  letzten 
Zahlen  (3)  negativ,  so  gilt  eine  der  Ungleichungen: 

(2a  -  63  +  \Y  +  (6,  ±  b;f  +  26,«  +  26,«  <  4Z). 

Die  Discussion  derselben  führt  wieder  zum  gewünschten  Ergebnis,  so 
dass  der  Satz  von  der  Endlichkeit  der  Reduciertenanzahl  bei  gegebenem 
D  für  jeden  Fall  bewiesen  ist.  — 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Ergebnisse  können  wir  nun  auch 
für  die  indefiniten  Hermite'schen  Formen  einen  „Algorithmus  der  con- 
tinuierlichen  Beduction'^  entwickeln. 

Bleiben  auch  hier  der  bequemeren  Sprechweise  halber  die  zu  den 
Seitenflächen  des  Ausgangsraumes  gehörenden  Formen  zunächst  aus- 
geschlossen, so  wird  die  repräsentierende  Halbkugel  einer  einzelnen 
indefiniten  Form  (a,  6,,  62;  c)  unendlich  viele  Doppelpentaeder  der 
Halbraumteilung  durchsetzen.  Die  Oberfläche  der  Halbkugel  erscheint 
dabei  ihrerseits  von  einem  Netze  unendlich  vieler  Ereisbogenpolygone 
mit  drei,  vier  oder  fünf  Seiten  bedeckt,  wobei  sich  diese  Kreisbogen- 
polygone gegen  jeden  Punkt  des  in  der  S- Ebene  gelegenen  Randes 
der  Halbkugel  in  unendlicher  Zahl  zusammendrängen. 

Jedes  dieser  Ereisbogenpolygone  liefert  vermöge  seiner  Rückver- 
legung in  den  Ausgangsraum  eine  Substitution,  welche  die  vorgelegte 
Form  in  eine  mit  ihr  äquivalente  reducierte  Form  transformiert;  und 
wir  gelangen  auf  diese  Weise  zugleich  zu  allen  reducierten  Formen 
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der  vorliegenden  Classe.  Aber  wir  erkennen  hier  vor  allem  einen 
„netzartigen  Zusammenhang^^  aller  dieser  reducierten  Formen;  denn  ein 
solcher  ist  durch  die  Art  der  Auflagerung  der  Ereisbogenpolygone 
auf  der  repräsentierenden  Halbkugel  der  Form  (a^  &|,  h^^  c)  unmittel- 
bar gegeben. 

Der  Process  der  continuierlichen  BeducHon  wird  nun  darin  be- 
stehen, dass  wir  den  so  erkannten  Zusammenhang  der  reducierten 
Formen  resp.  ihrer  im  Ausgangsraume  gelegenen  Eugelsegmente  wirk- 
lich herstellen.  Man  wird  offenbar  das  einzelne  solche  Eugelober- 
flächenstück  in  die  drei  bez.  vier  oder  fünf  benachbarten  Doppelpenta- 
eder fortsetzen  und  die  hier  anzutreffenden  Kugelsegmente  in  den 
Ausgangsraum  zurückverlegen.  Auf  diese  Weise  gewinnt  man  mit 
jener  ersten  reducierten  Form  als  ^^benachbart'^  gewisse  drei  bez.  vier 
oder  fünf  weitere  reducierte  Formen  und  kann  durch  Fortführung  dieser 
Operation  zu  jeder  reducierten  Form  der  Classe  gelangen. 

Die  bei  diesem  Process  zu  verwendenden  Substitutionen  sind  im 
allgemeinen  wieder  nur  die  fünf  unter  (3)  pg.  461  namhaft  gemachten 
Erzeugenden  S,  T±^,  Z7,  V  der  unimodularen  Picard'schen  Gruppe.  Nur 
falls  die  Halbkugel  einer  einzelnen  reducierten  Form  durch  eine  der 
acht  Kanten  des  Ausgangsraumes  hindurchläuft,  wird  zur  Berechnung 
der  betreffenden  benachbarten  Form  eine  der  nachfolgenden  acht  Sub- 
stitutionen auszuüben  sein: 


(.*) 


Es  sind  dies  acht  unter  den  zwölf  bereits  bei  den  Dirichlet'schen  For- 
men (pg.  462)  an  entsprechender  Stelle  erwähnte  Substitutionen. 

Die  so  gewonnenen  Anschauungen  combinieren  wir  nun  mit  dem 
Satze  von  der  Endlichkeit  der  Reduciertenanzahl  bei  gegebenem  2). 
Es  entspringt  unmittelbar  der  wichtige  Satz:  Der  Process  der  continuier- 
lichen Eeduction  führt  von  einer  ersten  reducierten  Form  stets  nur  eu 
y^endlich  vielen^^  weiteren  reducierten  Formen  der  gleichen  Classe.  Es  er- 
gid>t  sich  so  für  jede  Classe  indefiniter  Hermit^scher  Formen  ein  bestimmtes, 
vollständig  geschlossenes  „Netz  reducierter  Formen^',  welches  offenbar  das 
Anälogon  der  „Periode  reducierter  BirichleP scher  Formen^^  vorstellt 

Man  erkennt  nun  ohne  Mühe,  dass  die  erhaltenen  Ergd>nisse  auch 
bei  denjenigen  Formen  in  Kraft  bleiben  ^  die  eu  den  Seitenflächen  des 
Ausgangsraumes  gehören.  Es  entspringt  auch  hier  ohne  weiteres  eine 
Einteilung  der  einzelnen  Halbkugel  in  Kreisbogendreiecke  bez.  -vier- 
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ecke,  welche  die  gleiche  Bedeutung  f&r  die  continuierliche  Reduction 
der  jetzt  gemeinten  Formen  besitzen^  wie  wir  sie  soeben  allgemein  kennen 
lernten.  Man  hat  dabei  nur  jedesmal  von  den  genauen  Vorschriften 
Gebrauch  zu  machen,  welche  über  die  Zugehörigkeit  der  Seitenflächen 
zum  einzelnen  Doppelpentaeder  entscheiden.  — 

Die  Frage  nach  der  Äquivalenz  zweier  indefiniten  Hermite'schen 
Formen  gleicher  Determinante  erledigt  sich  nun  in  bekannter  Weise. 
Man  muss  von  den  beiden  gegebenen  Formen  etwa  unter  Vermittlung 
der  Halbraumteilung  zu  je  einer  reducierten  Form  übergehen  and  von 
hier  aus  darch  den  Process  der  continuierlichen  Reduction  die  ganzen 
Netze  reducierter  Formen  herstellen.  Die  gegebenen  Formen  sind  stets 
und  nur  dann  äquivalent,  wenn  diese  Netze  identisch  sind. 


§  8.    Die  reproduoierenden  Orappen  der  indefiniten  Hermite'sohen 

Formen. 

Es  gilt  nun  zweitens,  alle  diejenigen  Substitutionen  anzugeben, 
welche  eine  vorgelegte  indefinite  Hermite'sche  Form  (a,  b^,  h^f  c)  in 
sich  transformieren.  Hierbei  handelt  es  sich  um  die  Gruppe  aller 
derjenigen  Substitutionen  der  unimodularen  Picard'schen  Gruppe,  welche 
die  repräsentierende  Halbkugel  der  Form  {a,  b^,  b^^  c)  samt  ihrer 
Pfeilrichtung  in  sich  überführen.  Diese  Untergruppe,  welche  in  der 
Folge  häufig  genannt  werden  wird,  bezeichnen  wir  abkürzend  als  die 
,,r€producierende  Gruppef^  der  Hermite^ sehen  Form  (a,  6,,  ft,,  c).  Wir 
erkennen  in  ihr  eine  eigentlich  discantinuierliche  HauptJcreisffruppe,  welche 
sich  auf  die  repräsentierende  Halbhugel  der  Form  (a,  6^,  6j,  c)  bezieht^ 
und  welche  den  Grundkreis  dieser  HaMugd  zum  Haupikreise  hat  Hier- 
mit haben  wir  einen  ersten  unter  den  in  der  Einleitung  (pg.  447) 
gedachten  Ansätzen  zur  „arithmetischen''  Definition  von  Hauptkreis- 
gruppen gewonnen. 

Die  genauere  Theorie  der  reproducierenden  Gruppen  der  indefi- 
niten Formen  (a,  b^y  &^,  c)  wird  durch  die  Entwicklungen  des  vorigen 
Paragraphen  begründet. 

Auf  der  repräsentierenden  Halbkugel  wurde  durch  die  Pentaeder- 
teilung des  Halbraums  ein  Netz  von  Polygonen  ausgeschnitten,  welche 
uns  oben  die  reducierten  Formen  der  Glasse  lieferten.  Aber  die  An- 
zahl dieser  letzteren  Formen  ist  endlich,  sagen  wir  etwa  gleich  v.  Es 
folgt  sofort:  Der  Discontinuiiätsbereich  P^  der  reproducierenden  Gruppe 
lässt  sich  als  Complex  von  v  Ereisbogenpolygonen  der  eben  gemeinten  Art 
darstellen.  Wir  wollen  die  letzteren  als  die  f^Teilpolygone'^  des  Be- 
reiches Fq   benennen.     Die  Randcurven   der  Teilpolygone   und   damit 
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des  Bereiches  Pq  sind  Kreid>ogen,  welche  gegen  den  Hauptkreis  senk- 
recht gerichtet  sind.  Natürlich  stellt  Fq,  wie  alle  Discontinuitats- 
bereiche  von  Hauptkreisgruppen,  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  dar*). 

Aus  der  Endlichkeit  der  Anzahl  v  der  Teilpolygone  folgt,  dass  Pq 
nur  endlich  viele  Seiten  hat  Da  ferner  die  Teilpolygone  sich  gegen 
jeden  Punkt  des  Hauptkreises  in  unendlicher  Zahl  zusammendrängen, 
so  wird  dasselbe  von  den  Discontinuitätsbereichen  Pq,  P^,  P,,  ... 
gelten.  Es  folgt  somit  der  Satz:  Die  reproducierende  Gruppe  einer  in- 
definiten Hermite'schen  Form  ist  eine  HaupGcreisgruppe  von  y^ndlichemf' 
CJuiräkter  (p,  w),  welche  auf  dem  Hauptkreise  selber  ^^uneigentlichf'  discon- 
tinuierlich  ist. 

Äquivalente  Formen  (a,  6|,  &2>  0  ^^^  (^';  Wf  W  ^')  liefern  re- 
producierende Gruppen  der  gleichen  ,,Classe'',  welche  als  in  einander 
transformierbar  für  den  Standpunkt  der  Invariantentheorie  (pg.  335  ff.) 
als  nicht  verschieden  gelten.  Wir  werden  demnach  z.  B.  nur  reducierte 
Formen  auf  ihre  reproducierenden  Gruppen  zu  untersuchen  brauchen. 
Die  Gruppen  der  übrigen  Formen  sind  von  hier  aus  einfach  durch 
Transformation  zu  gewinnen. 

Letztere  Bemerkung  ist  für  die  Aufstellung  eines  Systems  von  er- 
zeugenden Substitutionen  der  einzelnen  reproducierenden  Gruppe  wichtig. 
Auch  hier  ist  der  Aufbau  des  Polygons  Pq  aus  seinen  v  Teilpolygonen 
fundamental.  Der  Process  der  continuierlichen  Beduction  liefert  die 
Substitutionen,  welche  den  Fortgang  vom  einzelnen  Teilpolygon  zu 
den  benachbarten  vermitteln.  Indem  wir  diese  Substitutionen  nach  Vor- 
schrift der  Beihenfolge  der  Teilpolygone  combiniereny  gelangen  wir  m  den 
Erzeugenden  der  reproducierenden  Gruppe.   — 

Die  Aquivalenztheorie  der  Hermite'schen  Formen  positiver  Deter- 
minante ist  hiermit  in  den  Hauptpunkten  zu  Ende  geführt.  Indes 
möge  hier  noch  eine  Reihe  weiterer  Ausführungen  von  Interesse  an- 
gefügt werden. 

Erstlich  bemerken  wir,  dass  wir  das  Polygonnetz  der  reprodu- 
cierenden Gruppe  statt  auf  der  repräsentierenden  Halbkugel  der  Form 
auch  in  der  i- Ebene ^  und  zwar  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Grrund- 
kreises  jener  Halbkugel  lagern  können.  Es  handelt  sich  dabei  um 
eine  Projection  der  Halbkugel  auf  die  g- Ebene  durch  Halbkreise,  welche 
sowohl  auf  der  Halbkugel  wie  der  g- Ebene  senkrecht  verlaufen.    Der 


*)  Vei-gl.  hierza  die  in  I,  2  und  I,  3  entworfene  allgemeine  Theorie  der 
Discontinuitätsbereiche  hyperbolischer  Rotatioosgmppen ,  sowie  aach  die  Aus- 
führangen  pg.  277  u.  f. 
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einzelne  Punkt  der  Halbkugel  liefert  sonach  ewei  Punkte  der  g-Ebene, 
welche  bezQglich  des  Grundkreises  der  Halbkugel,  d.  i.  Hauptkreises  der 
Gruppe  einander  symmetrisch  sind. 

Es  ist  nicht  gänzlich  gleichgültige  ob  wir  das  Polygonnetz  in  der 
ursprünglichen  oder  der  neuen  Gestalt  benutzen.  Ein  unterschied  tritt 
z.  6.  bei  den  ^fiich  sdbst  inversen^^  Farmdassen  hervor.  Soll  eine  in- 
definite Form  (a,&i,&2i  ^)  ™^*  ihrer  inversen  Form  ( — a,  — ft^,  — 6j,  — c) 
äquivalent  sein,  so  giebt  es  in  der  unimodularen  Picard'schen  Gruppe 
(erster  Art)  eine  nnd  damit  gleich  unendlich  viele  Substitutionen, 
welche  den  Hauptkreis  unter  Umlegung  der  Pfeilrichtuug  in  sich  über- 
führen. Die  einzelne  dieser  Substitutionen  wird  in  der  S- Ebene  das 
Innere  des  Hauptkreises  mit  dem  Ausseren  austauschen;  indessen  trans- 
formiert sie  die  repräsentierende  Halbkugel  in  sich  selbst,  und  zwar 
unter  Umlegung  der  Winkel. 

Das  einfachste  hierher  gehörige  Beispiel  liegt  vor,  falls  die  re- 
präsentierende Halbkugel  durch  eine  zur  Periode  zwei  gehörende  ellip- 
tische Axe  hindurchläuft.  Hier  sind  dann  die  Fusspunkte  der  Axe 
die  Fixpunkte  der  fraglichen  elliptischen  Substitution.  Für  die  Halb« 
kugel  gewinnt  diese  Substitution  ersichtlich  den  Charakter  einer  Opera- 
tion zweiter  Art,  indem  sie  eine  Spiegelung  an  der  eben  genannten 
Axe  vorstellt. 

Es  folgt  aus  dieser  Betrachtung  der  Satz:  Bei  einer  mit  üirer 
inversen  Form  äquivalenten  indefiniten  Hermitefschen  Form  bilden  aUe 
in  der  unimodularen  Picard'schen  Gruppe  erster  Art  enthaltenen  Sub- 
stitutionen, tcelche  die  Form  entweder  in  sich  oder  in  ihre  inverse  trans- 
formieren^  eine  Gruppe^  in  welcher  die  reproducierende  Gruppe  der  Form 
eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  zwei  ist  Die  umfassendere 
Gruppe  ist  nach  der  Sprechweise  von  pg.  132  als  eine  Gruppe  des  y^zweiten 
Typus"  zu  bezeichnen;  doch  liat  sie  auf  der  repräsentierenden  Halbhugd 
den  Charakter  einer  Gruppe  ,,zweiter  ÄrV^.  Dass  diese  beiden  Gruppen- 
arten nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  sind,  wurde  bereits 
pg.  141  bemerkt.  — 

Neben  die  sich  selbst  inversen  Classen  treten  auch  hier  die  am- 
bigen  Formclassen  bez.  Formen.  In  dieser  Hinsicht  ist  folgende  De- 
finition an  die  Spitze  zu  stellen:  Verläuft  die  repräsentierende  Halbkugel 
einer  indefiniten  Form  (a,  b^,  b^,  c)  orthogonal  gegen  eine  {und  damit 
gegen  unendlich  viele)  SymmetriehaTbkugel  der  Pentaederteilung  des  Halb- 
raumes, so  heisst  die  betreffende  Form  „ambig^^.  Der  besondere  Charakter 
der  bezüglichen  reproducierenden  Gruppe  ist  unmittelbar  evident:  Die 
reproducierende  Gruppe  einer  ambigen  indefiniten  Form  (a,  ft^,  6^,  c)  ge- 
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stattet  die  Erweiterung  durch  Spiegelungen  auf  eine  Gruppe  eweiter  Art*). 
Dieser  Charakter  der  Gruppe  liegt  dann  sowohl  auf  der  repräsentierenden 
Halbkugel  wie  in  der  S- Ebene  vor.  — 

Eine  gleichfalls  wichtige  Gruppenerweiterung  gründet  sich  auf  die 
Hinzunahme  von  Substitutionen  der  Determinante  t,  welche  übrigens 
die  Bauart  der  bisher  verwendeten  S- Substitutionen  bewahren.  Die 
damit  entspringende  ,,erweiterte''  Picard'sche  Gruppe  erster  Art,  in 
welcher  die  ^^unimodulare'^  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index 
zwei  ist,  wurde  gleichfalls  oben  (pg.  77  ff.)  aufQhrlich  untersucht  und 
hatte  ein  durch  die  Bedingungen  (6)  pg.  85  festgelegtes  ^^Doppeltetra- 
eder^'  zum  Discontinuitätsbereich. 

Die  hier  hinzukommenden  Substitutionen  liefern  nach  der  Ver- 
abredung von  pg.  453  ;,im  erweiterten  Sinne''  äquivalente  Hermite'sche 
Formen;  die  Determinanten  zweier  solcher  Formen  erwiesen  sich  als 
gleich.  Man  hat  nun  hier  offenbar  folgende  Alternative:  Eine  einzelne 
Formclasse  der  Determinante  D  wird  sich  bei  Ausübung  einer  der 
neuen  Transformationen  entweder  mit  einer  zweiten  Glasse  der  gleichen 
Determinante  permutieren  oder  sie  wird  hierbei  in  sich  selbst  trans- 
formiert. Im  ersten  Falle  sind  die  zu  jenen  beiden  Glossen  gehörenden 
reprodmierenden  Gruppen  innerhalb  der  erweiterten  Picard'schen  Gruppe 
gleichberechtigt,  im  zweiten  FaUe  ist  die  reproducierende  Gruppe  selber 
der  Erweiterung  durch  Zusatz  von  StibstittUionen  der  Determinante  % 
fähig.  Wir  wollen  dann  zwischen  einer  ,,erweiterten'^  und  einer  „uni- 
modularen"  reproducierenden  Gruppe  (erster  Art)  unterscheiden;  natür- 
lich ist  diese  in  jener  als  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  zwei 
enthalten.  — 

Eine  besondere  Bedeutung  hat  die  Frage  nach  dem  Auftreten 
parabolischer  Substitutionen  innerhalb  der  einzelnen  unserer  reprodu- 
cierenden Gruppen.  Man  nennt  zwei  Gruppen  ^fiommensurabd^^  wenn 
sie  entweder  direct  oder  nach  geeigneter  Transformation  der  einen 
Gruppe  eine  Untergruppe  gemein  haben,  welche  innerhalb  beider 
Gruppen  endlichen  Index  hat*'*').  Wir  werden  später  zeigen  können, 
dass  die  reproducierende  Gruppe  einer  indefiniten  Hermite'schen  Form 
stets  und  nur  dann  mit  der  gewöhnlichen  Modulgruppe  commensurabd 
isty  wenn  sie  parabolische  Substitutionen  enthalt 


*)  Die  beiden  bei  D  «»  1  eintretenden  Classen,  deren  repräsentierende  Halb- 
kugeln die  Symmetriehalbkugeln  der  Pentaederteilung  selbst  sind,  wird  man  gleich- 
falls ambig  nennen.    Doch  sind  diese  Classen  als  zu  particnlär  nicht  mit  in  die 
Definition  des  Textes  aufgenommen. 
**)  Siehe  die  Fossnote  pg.  190. 
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Nun  werden  parabolische  Substitutionen  vorkommen  oder  nicht; 
je  nachdem  der  auf  der  repräsentierenden  Halbkugel  gelagerte  Dis- 
continuitätsbereich  der  reproducierenden  Gruppe  mit  einer  oder  mehreren 
Spitzen  bis  zur  S- Ebene  herabreicht  oder  gänzlich  vom  Rande  der 
Halbkugel  fernbleibt.  Aber  der  erste  oder  zweite  dieser  Fälle  tritt 
ein^  je  nachdem  der  Grundkreis  der  Halbkugel  durch  parabolische^ 
d.  i.  rationale  Punkte  der  S- Ebene  hindurchläuft  oder  nicht. 

Man  setze  daraufhin  |  =  — ,  fl  =  t"  ^^^  ^**  alsdann  zufolge  (1) 

z  z 

pg.  454  als  Gleichung  des  Grundkreises: 

(1)  ax^  +  ay^  +  c^e;*  —  2\yz  +  2l^xz  =  0. 

Es  werden  parabolische  Substitutionen  stets  und  nur  dann  vorkommen^ 
wenn  diese  Gleichung  sich  durch  ein  Tripel  rationaler  ganzer  Zahlen 
X,  y,  0  auflösen  lässt.  FQr  a  «»  0  ist  die  Existenz  einer  solchen  Lö- 
sung sogleich  evident.  Ist  a  ^  0,  so  fähre  man  die  letzte  Gleichung 
durch  Multiplication  mit  a  über  in  die  Gestalt: 

{ax  +  \0y  +  (ay  -  b^zY  —  Dz^  =  0. 

Ist  nun  d^  das  grösste  in  D  aufgehende  Quadrat  einer  ganzen  ratio- 
nalen Zahl,  so  schreibe  man  D  =  d^  -  Dq  und  setze  übrigens: 

ax  +  b^z  =  X,    ay  —  b^z  =  F,    dz^^  Z. 

Es  sind  dann  mit  x^  y,  z  auch  X,  Y,  Z  ganze  rationale  Zahlen ,  und 
letztere  genügen  der  Gleichung: 

(2)  X'+T^^  B^Z"  ==  0. 

Umgekehrt  liefert  eine  ganzzahlige  Lösung  dieser  Gleichimg  stets  ein 
Tripel  rationaler,  damit  aber  auch  ein  solches  ganzer  rationaler  Zahlen 
x^  !/;  z^  welche  die  Gleichung  (1)  befriedigen. 

Die  Frage  nach  der  Lösbarkeit  der  Gleichung  (2)  in  ganzen,  nicht 
durchgängig  verschwindenden  Zahlen  wird  nun  durch  einen  bekannten 
Satz  der  Zahlentheorie*)  beantwortet.  Die  leicht  als  notwendig  er- 
kennbare Bedingung,  dass  nämlich  —  1  quadratischer  Best  von  D^ 
ist,  ist  auch  hinreichend  für  die  Existenz  einer  ganzzahligen  Lösung. 
Es  wird  aber  —  1  stets  und  nur  dann  quadratischer  Rest  von  D^  sein, 
wenn  in  D^  keine  Primzahl  der  Gestalt  (4A  -f-  3)  enthalten  ist.  Es 
gilt  also  der  Satz:  Ob  in  einer  einzelnen  reproducierenden  Gruppe  para- 
bolische Substitutionen  vorkommen  oder  nicht,  hängt  allein  vom  Zahlwert 
der  zugehörigen  Determinante  D  ab;   die  Gruppe  wird  stets ^  aber  aucJh 


*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  ..Vorlesungen  über  ZahUnlheorief*  (l^  Aufl.). 
Braunschweig,  1894,  pg.  432. 
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nur  dann  von  paraboliscfien  Substitutionen  frei  sein,  wenn  in  D  u^enigstens 
eine  Primjsahl  von  der  Gestalt  (4A  +  3)  in  ungerader  (höchster)  Potenz 
enthalten  ist. 

Übrigens  bemerken  wir^  dass  die  indefiniten  Hermite'schen  Formen 
für  die  Theorie  der  Haupthreisuntergruppen  innerhalb  der  Picard'schen 
Gruppe  in  demselben  Umfange  erschöpfend  sind,  uHe  die  DiricMe^schen 
Formen  für  die  cyclischen  Untergruppen.  Es  gehört  nicht  nur  zu  jeder 
indefiniten  Form  {a,  h^,  h^,  c)  eine  Hauptkreisuntergruppe;  sondern 
wir  werden  am  Ende  des  Kapitels  zeigen  können,  dass  auch  umge- 
kehrt zu  jeder  solchen  Untergruppe  eine  indefinite  Hermite'sche  Form 
gehört.    — 

Zum  Schlüsse  kommen  wir  noch  einmal  auf  die  geschichtliche 
Entwicklung  der  hier  entwickelten  Theorie  zurück. 

Es  ist  hier  zunächst  neben  den  pg.  92  u.  f.  angegebenen  Literatur- 
nachweisen noch  eine  Abhandlung  Picard's  Ober  indefinite  Hermite'sche 
Formen  zu  nennen*).  Diese  Arbeit  ist  als  eine  directe  Fortsetzung 
von  Hermite's  ursprünglichen  Untersuchungen  (in  Bd.  47  von  Crelle's 
Journal)  anzusehen,  welche  letztere  die  indefiniten  Formen  {a,  b^yb^,  c) 
unerledigt  Hessen.  Die  Reduction  der  indefiniten  Formen  wird  von 
Picard  a.  a.  0.  vermöge  eines  von  Hermite  herrührenden  Princips  auf 
diejenige  der  definiten  Formen  zurückgeführt.  Dieses  Princip,  welches  im 
nächsten  Kapitel  bei  den  ternären  Formen  noch  ausführlich  zur  Greltung 
kommt,  lässt  sich  unter  Gebrauch  unserer  geometrischen  Sprechweise 
folgendermassen  bezeichnen:  Eine  positive  Hermite' sehe  Form  soU  als 
einer  gegebenen  indefiniten  Form  „associiert^^  bezeichnet  werden  ^  wenn  der 
repräsentierende  Punkt  jener  Form  auf  der  Halbkugel  dieser  letzteren  ge- 
legen ist**).  Eine  indefinite  Form  heisst  alsdann  reduciert,  wenn  sich 
eine  ihr  associierte  definite  Form  angeben  lässt,  welche  reduciert  ist.  Wie 
sich  auf  Grundlage  dieses  Ansatzes  der  Process  der  continuierlichen 
Reduction  einführen  lässt,  werden  wir  gleichfalls  im  nächsten  Kapitel 
zu  erläutern  haben.  Dieser  Process  spielt  denn  auch  bei  Hermite  und 
Picard  1.  c.  eine  sehr  wesentliche  Rolle;  doch  sei  daran  erinnert^  dass 
der  Ursprung  des  fraglichen  Processes  in  Gauss  „Disquisitones  arith- 
metica^^  zu  suchen  ist***). 

Es  ist  nun  sofort  evident,  dass  die  hier  befolgte  und  auf  St.  Smith 


*)  ytMemoire  sur  les  formes  quadratiqucs  binaires  indefinics*',  Annales  de 
r^cole  normale,  serie  8,  Bd.  1  pg.  9  ff.  (1884);  siebe  auch  die  voraufgehenden 
Notizen  in  den  Comptes  rendus,  Bd.  96  pg.  1779  nnd  Bd.  97  pg.  745  (1883). 

•*)  Es  treten  wegen  der  Determinante  der  associierten  Form  noch  weitere 
Vorschriften  hinzu,  die  indessen  im  Texte  nicht  weiter  in  Betracht  kommen. 
***)  Siehe  z.  B.  Art.  184  der  „Disquis.  arithm.". 
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zurückgehende  Methode  der  Definition  reducierter  indefiniter  Formen 
sachlich  zu  denselben  Ergebnissen  führt,  wie  der  Hermite'sche  Ansatz 
(gleiche  Reductionsbedingungen  der  definiten  Formen  vorausgesetzt). 
Gleichwohl  muss  das  Smith'sche  Princip,  die  Definition  der  reducierten 
indefiniten  Formen  unabhängig  von  den  definiten  auf  eine  entwickelte 
Theorie  der  Gruppen  und  Discontinuitatsbereiche  zu  gründen,  gegen- 
über  Hermite  als  ein  sehr  wichtiger  Schritt  angesehen  werden,  welche 
einen  weit  durchsichtigeren  Aufbau  der  Aquivalenztheorie  indefiniter 
Formen  lieferte.  Übrigens  gebührt  Bianchi  das  Verdienst,  die  Smith'sche 
Methode  auf  die  Dirichlef  sehen  und  Hermite'schen  Formen  ausgedehnt 
zu  haben*). 

§  9.    Die  reprodncierenden  Gruppen  der  zur  Determinante  D  =  5 

gehörenden  Hermite'sohen  Formen. 

Die  einfachsten  Beispiele  zur  Erläuterung  der  Entwicklungen  der 
beiden  letzten  Paragraphen  würden  uns  diejenigen  Formclassen  liefern, 
deren  repräsentierende  Halbkugeln  die  Symmetriehalbkugeln  der  Penta- 
ederteilung sind.  Aber  es  zeigt  sich,  dass  wir  hier  nur  erst  zu  sehr 
einfachen  Verhältnissen  gelangen:  man  wird  nämlich  nur  zu  zwei  ver- 
schiedenen reproducierenden  Gruppen  geführt,  von  denen  die  eine  die 
gewöhnliche  Modulgmppey  die  andere  die  Gruppe  des  Kreishogendreiecks 

der  Winkel  Y'  T'  ^  ^^'*  ^^'  werden  später  Gelegenheit  finden,  diese 

letztere  Gruppe  direct  zu  untersuchen  und  verweilen  demnach  hier  bei 
den  fraglichen  Beispielen  nicht  länger.  — 

Der  Behandlung  lehrreicherer  Beispiele  senden  wir  erst  noch 
einige  auf  die  hier  durchzuführenden  numerischen  Rechnungen  bezüg- 
liche Bemerkungen  voraus. 

Zuvörderst  kann  man  sich  bei  gegebenem  D  nach  den  Vorschriften 
von  pg.  468  eine  Tabelle  der  reducierten  Formen  aufstellen. 

Für  die  einzelne  hierbei  eintretende  Halbkugel: 

(1)  a(r  +  v'  +  ^')  +  26J  -  2b,n  +  c  =  0 

ist  alsdann  der  Schnitt  mit  dem  Ausgangsraume  der  unimodularen 
Picard'schen  Gruppe  erster  Art  festzustellen.  Die  fünf  Seitenflächen 
des  Ausgangsraums  correspondieren  den  fünf  Erzeugenden  Sy  T,  T~^, 
U,  V  und  sollen  in  dieser  Folge  durch  Nummern  1  bis  5  unterschieden 
werden.     Die  Gleichungen  dieser  Flächen  sind  der  Reihe  nach: 

(2)  ,,  =  0,    5  =  |,     I 1,     |«  +  ,*  +  ^  =  l,    ,  =  }. 


*)  Vergl.  die  zweite  der  pg.  93  citierten  Abhandlungen. 
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Die  Randcurven  des  im  Ausgangsraum  gelegenen  Segmentes  der 
Kugel  (1)  sollen  entsprechend  durch  Nummern  1  bis  5  bezeichnet  werden, 
je  nachdem  sie  von   der  ersten,   u.  s.  w.  Seite   (2)  geliefert  werden. 

Die  Halbkugel  (1)  kann  aber  insbesondere  durch  eine  der  acht 
Kanten  des  Ausgangsraums  hindurchlaufen.  Indem  wir  dann  die 
Nummern  der  beiden  beteiligten  Seitenflächen  in  eine  Klammer  neben 
einander  stellen,  brauchen  wir  die  Symbole  (1,  2),  (1,  3),  ...  zur  Be- 
zeichnung der  Kanten  und  damit  zugleich  der  bezüglichen  Seiten  des 
auf  der  Halbkugel  (I)  gelegenen  Schnittpolygons. 

Bei  den  fraglichen  Kanten  treten  an  Stelle  der  Erzeugenden  5,  T, ... 
die  unter  (4)  pg.  470  angegebenen  Substitutionen.  Übrigens  sind  diese 
acht  Kanten  nicht  gleichberechtigt.  Drei  unter  ihnen,  nämlich  (2,  4), 
(3,  4)  und  (4,  5),  gehören  zu  elliptischen  Substitutionen  der  Periode 
drei;  hier  haben  wir  gewöhnliche  Seiten  der  Teilpolygone.  Die  fünf 
anderen  Kanten  (1,  2),  (1,  3),  (1,  4),  (2,  5),  (3,  5)  gehören  zur  Periode 
zwei  und  liefern  demnach  Symmetriekreise  des  auf  der  Halbkugel  (1) 
zu  construierenden  Polygonnetzes  (cf.  pg.  473).  Über  eine  solche  Seite 
hinaus  braucht  man  das  Netz  der  Teilpolygone  nicht  fortzusetzen; 
denn  jenseits  werden  sich  ja  die  zu  den  bisherigen  inversen  Formen 
in  der  symmetrischen  Anordnung  wieder  finden. 

Eben  diesen  selben  Charakter  als  Symme^riekreise  gewinnen  vor- 
kommenden Falls  diejenigen  drei  Kanten  der  „Elementarpentaeder'', 
welche  die  Seiten  1,  4  und  5  des  Ausgangsraumes  symmetrisch  hälften. 
Solchen  Symmetrielinien  unseres  Polygonnetzes  erteilen  wir  die  Symbole 

(1),  (4),  (5). 

Um   diese  Vorschriften    der  Anschauung   leicht   übersichtlich  zu 

machen,  ist  in  Figur  160  die  senkrechte  Projection  des  Ausgangs- 
raumes auf  die  g- Ebene  gezeichnet,  wobei  als  Grundriss  ein  Rechteck 

mit  den  Eckpunkten  5=  +  Y»  iy  +  y  erscheint.  Die  Seiten- 
flächen 1,  2,  3,  5  projicieren  sich  hierbei  in  Gerade  (welche  die  ent- 
sprechenden Nummern  tragen),  die  Fläche  4  hingegen  liefert  das  Innere 
^^j^  ^^^  ^^j^   des  Rechtecks.    Von  den  Kanten  werden 

'  sich  (1),  (5),  (1,  2),  (1,  3),  (2,  5),  (3,  5) 

in  Punkte  projicieren,  während   die  fünf 
übrigen  Gerade  liefern. 

Will   man   nunmehr   das   Schnittpo- 
f^^^  ^'  ^'^'^    lygon   der  Halbkugel  (1)  mit  dem  Aus- 

^*"  ^^°*  gangsraume  feststellen,  so  discutiere  man 

zunächst  die  Frage,  ob  dieses  Polygon  eine  Seite  4  hai  Die  Pro- 
jection einer  solchen  Seite  auf  die  g- Ebene  hat  die  Gleichung: 
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(3)  2JJ-2M  +  («  +  c)-0, 

wie  man  durch  Combination  der  betreffenden  Gleichungen  (1)  und  (2) 
sofort  sieht  Eine  Seite  4  wird  demnach  stets  und  nur  dann  vor- 
kommen, wenn  die  in  (3)  dargestellte  Gerade  das  Rechteck  der  Figur  160 
schneidet  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  das  gesuchte  Schnittpolygon 
ein  Viereck  mit  vier  Seiten  1,  2,  5,  3.  In  jedem  Falle  aber  wird 
man  sich  unter  Hinzunahme  der  Lage  des  Mittelpunktes  und  des 
Radius  der  Kugel  (1)  über  den  Verlauf  des  Schnittpolygons  leicht 
weiter  unterrichten. 

Es  soll  hier  auch  allgemein  angegeben  werden,  zu  welchen  ^^be- 
nachbarten''  Formen  man  gelangt,  wenn  man  ein  Teilpolygon  über 
eine  Seite  1,  2,  ...  verlässt  Ist  die  erste  Form  (a,  6^,  J,,  c),  die 
benachbarte  aber  {a\  h^,  &/,  ^)i  ^^  ^^^  ^^^  ^^  ^^^  ^^^^  fraglichen 
Fällen  nach  (3)  pg.  461  und  (8)  pg.  453  folgende  Transformationsformelu : 

1.  o'  ^  a,    6/  ™  —  bi,  6/  =  —  62 >        c  ='  c, 

2.  a  =  a,    Jj'  «=  a  +  6|,         6^'  =»  6^ ^  c  =  a  +  26|  +  ^> 

3.  a  =  a,    6/  =  —  a  +  b^,    b^'  =^b^,  c  ^=,  a  —  26i  +  c, 

4.  €L  ^^  Cy      V  "^^  —  ^i>  W  ^^^%}  C  '^  Uf 

5.    a  =  a,    6/  =  —  ft^,  b^  ^=  a  —  Jj,     c  '=^  a  —  26,  +  c. 

Hieran  reihen  sich  die  drei  weiteren  auf  die  Kanten  (2,  4),  (3,  4)  und 
(4,  5)  bezogenen  Transformationsformeln: 

(2,  4).    o'  «=  a  +  26i  +  c,    b^  =  6^  -j-  c,    b^  «=  6,,  c  =  c, 

(3,  4).    d  =  a  —  26i  +  c,    6/  =  61  —  c,    b^  =  6,,  c  =  c, 

(4,  5).    a  ^=»  a  —  26,  +  c,    6/  =  —  61,       V  =  —  ^2  +  ^;    ^'  =  ^• 

Wir  gehen  nun  zum  eigentlichen  Gegenstände  des  vorliegenden 
Paragraphen  über,  nämlich  vermöge  der  eben  gegebenen  Vorschriften 
die  reproduderenden  Gruppen  der  zur  Determinante  D  «=»  5  gehörenden 
Farmdassen  näher  zu  untersuchen. 

Als  Hauptfortn  der  Determinante  D  =  b  wird  man  die  Form 
(1,  0,  0,  —  5)  bezeichnen.  Die  ihr  zugehörige  ^^Hauptclasse''  besitzt, 
wie  die  Durchführung  der  vorstehend  allgemein  geschilderten  Unter- 
suchungsmethode zeigt,  48  paarweise  einander  inverse  reducierte  Formen. 
Eine  der  beiden  symmetrischen  Hälfben  des  Netzes  ist  in  Figur  161 
schematisch  wiedergegeben.  In  die  24  Teilpolygone  ist  jedesmal  die 
bezügliche  reducierte  Form  eingetragen  und  die  Seiten  sind  überall 
durch  ihre  Nummern  charakterisiert  Eine  Seite  2  ist  dabei  für  das 
benachbarte  Teilpolygon  stets  eine  Seite  3  und  umgekehrt  Die  übrigen 
drei  Seiten  aber  behalten  jeweils  für  das  benachbarte  Teilpolygon  ihre 
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Nammer;  dem  Umstände  entsprechend^  dass  die  zugehörigen  Sub- 
stitutionen S,  TJj  V  von  der  Periode  zwei  sind.  Daher  ist  bei  diesen 
Seiten  jedesmal  nur  eine  Nummer  eingetragen.     Die  offen  bleibenden 


Flg.  161. 

Randcurven  des  Netzes  werden  der  Mehrzahl  nach  von  Pentaeder- 
kanten geliefert-,  sie  legen  sich  zu  fünf  Symmetrielinien  zusammen^ 
welche  in  der  Figur  durch  die  Nummern  I  bis  V  unterschieden  sind. 
Von  der  noch  übrig  bleibenden  Randcurre  ist  die  eine  Hälfte  auf  die 
andere  durch  eine  Erzeugende  der  reproducierenden  Gruppe  bezogen, 
was  durch  den  in  der  Figur  beigefügten  Pfeil  angedeutet  ist.  Die 
vier  mit  kleinen  Kreisen  umschlossenen  Eckpunkte  sind  parabolisch; 
das  Auftreten  solcher  Ecken  war  nach  dem  Kriterium  von  pg.  475 
vorauszusehen. 

Das  solcherweise  vom  Process  der  continuierlichen  Reduction  ge- 
lieferte Halbpolygon  ist  ein  Discontinuitätsbereich  zweiter  Art  mit  fünf 
Seiten  der  zweiten  Art,  nämlich  Symmetriehreisen,  und  zwei  Seiten  erster 
Art,  die  unter  einem  gestreckten  Winkel  zusammenstossen.  Auf  welcher 
zur  Formclasse  gehörenden  Halbkugel  wir  dies  Netz  gelagert  denken^  ist 
an  sich  gleichgültig;  doch  werden  wir  hier  am  zweckmässigsten  die  re- 
präsentierende Halbkugel  der  Hauptform  (1,  0,  0,  —-  5)  selbst  benutzen. 
Figur  161  lehrt  alsdann,  dass  die  beiden  nicht-parabolischen  Ecken  des 
Halbpolygons  bei  g  =  +  2 ,  ^  =  1 ,  die  vier  parabolischen  aber  bei 
g  =  +  2  +  1  und  S  =  +  1  +  2i  gelegen  sind.  Die  Projection  durch 
orthogonale  Halbkreise  liefert  in  der  g- Ebene  die  beiden  in  Figur  162 
dargestellten  Polygone ,  welche  den  Discontinuitätsbereich  derjenigen 
in  der  unimodularen  Picard'schen  Gruppe  erster  Art  enthaltenen  Haupt- 
kreisgruppe des  zweiten  Typus  zusammensetzen ,  deren  Substitutionen 
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(1,  0,  0,  —  5)  entweder  in  sich  oder  in  ( —  1,  0,  0,  5)  transformieren. 
Die  Erzeugenden  dieser  Gruppe,  welche  in  Figur  162  durch  Pfeile 
näher  charakterisiert  wurden,  sind  die  folgenden: 


(4) 


y_(2,-5i\  /      3,      5-5i\  /2,       5\ 

,    ""V-»,— 2/'    '^*~\-l-i,    -3/'  '^'*      V-1,  -2/- 

Es  handelt  sich  hier,  wie  man  sieht,  um  lauter  elliptische  Substitutionen 
der  Periode  zwei,  von  denen  die  letzten  fünf  das  Innere  des  Haupt- 
kreises  mit  dem  Ausseren  austauschen. 


Fig.  162. 

um  den  Discontinuitatshereich  der  reproducierendeu  Gruppe  von 
(1,  0,  0,  —  5)  selbst  zu  gewinnen,  können  wir  uns  auf  das  Innere 
des  Hauptkreises  beschränken  und  lagern  neben  das  bisherige  Halb- 
polygon etwa  längs  der  in  Figur  161  mit  HI  bezeichneten  Seite  ein 
mit  ihm  symmetrisches  Halbpolygon,  wie  dies  Figur  163  (pg.  482)  an- 
deutet. Das  System  der  in  der  Figur  näher  bezeichneten  Erzeugenden  ist: 

^-(i:_^  n--Mr.-e;;_^), 

Wy^-ViVs    \2^2i,      4-5» /'  '^»'^*'^»     \-2+2i,     4+5i /' 


1— 5i,  — 10-5i 


2 


:)• 


.2+i,        1-5»  /'    *        *  »     V-2+»,       l+5i 

Vor  allen  Dingen  merken  wir  den  Satz  an:   Die  reprodueierenden 

Gruppen   der  HaupUHasse   der  Determinante  D  •=  5  sind  Haupffcreis- 
gruppen  atts  der  Familie  von  der  Signatur: 

Fricke-Klein,   Automorphe  Fnnotioncn.    1.  31 
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(0,  6;     2,  2,  oo,  cx),  cx),  oo). 

Die  Umformung  des  Bereichs  der  Figur  163  in  ein  „kanonisches^  Po- 
lygon wird  man  leicht  ausführen.  — 

Das  arithmetische  Bildungsgesetz  der  gewonnenen  Hauptkreisgruppe 
ist  bisher  nur  erst  mittelbar  angegeben^  und  zwar  dadurch ,   dass  es 


sich  um  alle  Substitutionen  der  unimodularen  Picard'schen  Gruppe 
handelt;  welche,  in  die  Gestalt  (7)  pg.  453  gesetzt,  die  Form  {xx  —  ^yy) 
in  sich  transformieren. 

Man  kann  nun  aber  die  hiermit  genannten  definierenden  Eigen- 
schaften unserer  Substitutionen  auch  direct  in  Ansatz  bringen  und 
findet  so,  dass  wir  mit  allen  Substitutionen  zu  thun  haben,  deren  Coef- 
ficienten  ganze  den  drei  Bedingungen: 


(6)  «*  — /Jy  =  l,    «5  — 5yy  =  l,    a/3  — 5y* 

genügende  Zahlen  aus  Sl  sind.  Falls  keine  der  Zahlen  a,  ß,  y,  S  ver- 
schwindety  folgern  wir  aus  der  letzten  Gleichung  (6),  dass  d  «>  £  •  a, 
ß  s=  £ .  5y  ist,  unter  £  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  aus  Sl  ver- 
standen. Die  erste  Gleichung  (6)  liefert  dann  6{aä  —  öyy)  =»  l,  so 
dass  zufolge  der  zweiten  £  <=3  1  ist.  Im  Falle  des  Yerschwindens  von 
ß  ist  (wegen  der  letzten  und  ersten  Gleichung  (6))  auch  7/  «»  0,  so 
dass  wir  auf  d^=^a  zurückkommen;  d  und  a  können  (wegen  der  zweiten 
Gleichung  (6))  dann  nicht  auch  noch  verschwinden. 

Es  ist  hierdurch  der  folgende  Satz  bewiesen:  Die  reproducierende 
Gruppe  der  Hauptform  (1,  0,  0,  —  5)  bestetit  aus  allen  unimodularen 
SubstitiUionen: 


(7) 


r  = 


aj+  6y 


mit  ganeen  complexen  dem  Körper  Sl  angehörenden  Coeffidenten  a,  y. 
Hiermit   ist   der   volle  Einblick   in   das   arithmetische  Bildungsgesetz 


III,  1.  Rotationsgrappen  innerhalb  der  Picard'schen  Gruppe.  483 

unserer  Gruppe  gewonnen;  denn  dass  die  fraglichen  Substitutionen  in 
ihrer  Gesamtheit  eine  Gruppe  bilden,  ist  aus  dem  blossen  Anblick  des 
Schemas: 

/a,    5y\    /«',    5y'\  ^ /aa' +  5y/,     5(ay'  +  ä'y)\ 
\y,      «/     \y',      a)       ^äy' +  a'y,  ää' -|- 5yy  / 

evident.  Übrigens  tritt  das  aufgestellte  Gesetz  an  den  Erzeugenden 
(5)  direct  hervor.  — 

Wir  könnten  nun  noch  von  den  möglichen  Enoeiterungen  der 
fraglichen  Hauptkreisgruppe  handeln«  Da  (xx  —  5yy)  durch  die  Sub- 
stitution ( ^'     1 )  ^^  ^^^^  transformiert  wird,  so  gestattet  unsere  Gruppe 

die  Erweiterung  durch  Zusatz  von  g'  =  ig,  und  man  stellt  etwa  auf 
der  repräsentierenden  Halbkugel  ein  Polygon  der  erweiterten  Gruppe 
leicht  durch  Hälftung  des  oben  besprochenen,  dem  Netze  der  Figur  161 
entsprechenden  Polygones  dar. 

Man  kann  aber  gleich  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  auch 
die  Spiegelung  an  der  imaginären  g-Axe  zufQgen,  welche  in  der 
Picard'schen  Gruppe  zweiter  Art  in  der  That  enthalten  ist.  Es  zer- 
fällt alsdann  das  eben  zuletzt  gemeinte  Polygon  in  vier  abwechselnd 

symmetrische   und  congruente  Ereisbogenvierecke  der  Winkel       ,  ^  , 

0,  y,  wie  dies  durch  Figur  164  in  der  Projection  auf  das  Innere  des 

Hauptkreises  dargestellt  ist.     Dieser  ^<'*'^"'"— "^^s.?»'^^* 

Gruppe   (0,  4;   2,  2,  4,  oo)   werden 

wir   im   nächsten   Kapitel   in    einem  a^---^        _      y''^—A^=  2 Pl- 

auderen Zusammenhange  nochmals 
begegnen;  wir  werden  daselbst  zeigen 
können,  dass  sie  nicht  auch  noch  in 
einer  umfassenderen,  gleichfalls  etgent-  **^  ^^* 

lieh  discontinuierlictien  Hauptkreisgruppe  als  Untergruppe  enthalten  sein 
kann.  — 

Mit  der  Hauptclasse  sind  nun  noch  nicht  alle  reducierten  Formen 
der  Determinante  2) «»  5  erschöpft  Es  bleiben  in  der  That  noch 
sswei  weitere  Formclassen  übrig,  welche  sich  jedoch  als  äquivalent  im 
erweiterten  Sinne  erweisen.  Es  genüge,  dass  wir  fQr  eine  der  beiden 
Classen  das  Netz  der  reducierten  Formen  angeben ;  die  Hälfte  desselben 
ist  in  Figur  165  gezeichnet.  Wir  haben  es  hier  in  der  That  wieder 
mit  einer  sich  selbst  inversen  Classe  zu  thun.  Aber  dem  Umstand  ent- 
sprechend, dass  die  vorliegende  Classe  mit  der  dritten  zu  2)  =»  5  ge- 
hörenden Classe  im  erweiterten  Sinne  äquivalent  ist,  wird  die  zugehörige 
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(2,-10,-2) 


(2.1,0.-2) 


s^l^-1    / 


Fig.  165. 


reproducierende  Gruppe  sich  nicht  durch  Zusatz  von  Substitutionen  der 
Determinante  i  erweitern  lassen  (cf.  pg.  474). 

Die  in  der  Figur  hin- 
zugefügten Werte  von  ^  und 
d-  beziehen  sich  auf  den  Fall^ 
dass  wir  das  Netz  auf  der 
repräsentierenden  Halbkugel 
der  Form  (2,  —  1,  0,  —  2) 
lagern.  Es  treten  dabei,  wie 
in  der  Figur  hervorgehoben 
ist^  zwei  parabolische  Ecken 
ein. 

Die  unmittelbare  arith- 
metische Definition  unserer 
Gruppe  in  der  zu  (2,  —  1, 
0,  —  2)  gehörenden  Gestalt  kann  man  im  Anschluss  an  (8)  pg.  453 
etwa  so  formulieren y  dass  es  sich  um  alle  SubsHtutionen  der  unimo- 
dularen  Ticarffschen  Gruppe  handelt,  welche  die  beiden  Bdationen  be- 
friedigen: 

2aa  —  ay  —  yä  —  2yy  ==  2, 

2aß  —  aS  —  yß  —  2yS  =  —  1. 

Es  scheint  aber  nicht^  dass  man  das  hierdurch  gegebene  Gesetz  durch 
Weiterentwicklung  wesentlich  durchsichtiger  gestalten  kann 

§  10.    Die  reprodnoierenden  Gruppen  der  zur  Determinante  2)  =  7 

gehörenden  Hennite*80hen  Formen. 

Die  entwickelten  allgemeinen  Ansätze  sollen  auch  noch  für  den 
Fall  der  Determinante  D  =  7  zur  Durchführung  gebracht  werden,  da 
sich  die  bisherigen  Beispiele  in  mehrfacher  Hinsicht  noch  zu  elementar 
gestalteten,  während  för  D  «=  7  z.  6.  bei  Bestimmung  der  Erzeugenden 
der  reproducierenden  Gruppe  die  allgemeinen  Regeln  von  pg.  472  zur 
Geltung  kommen  werden. 

Da  für  D  =  7  parabolische  Substitutionen  nicht  auftreten  können, 
so  treten  leicht  ersichtlich  allein  die  Reductionsbedingungen  (3)  pg.  468 
in  Kraft.  Man  zählt  durch  Discussion  derselben  im  ganzen  66  paar- 
weis inverse  reducierte  Formen  ab. 

Knüpfen  wir  nun  an  die  Hauptform  (1,  0,  0,  —  7)  und  wenden 
auf  sie  den  Algorithmus  der  continuierlichen  Reduction  an,  so  ent- 
springt ein  Netz,  welches  bereits  aus  allen  66  Teilpolygonen  zusam- 
mengesetzt ist.  Somit  folgt:  Es  giebt  nur  eine  einzige  Classe  indefiniter 
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HcrtHite'scker  Formen   der  Determinattie  D^l,   teeldie  als  solclte  mit 
mit  sich  selbst  invera  ist 
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In  Figur  166  ist  die  Hälfte  des  Netzes  mit  33  Teilpolygonen 
schematisch  hergestellt,  und  es  sind  sowohl  die  reducierten  Formen 
überall  eingetragen  ^  wie  auch  die  Grenzlinien  der  einzelnen  Teilpoly- 
gone und  die  Randcurven  des  ganzen  Netzes  in  der  oben  (pg.  478) 
verabredeten  Art  näher  bezeichnet.  Um  jedoch  die  Figur  symmetrisch 
zu  gestalten  y  sind  die  beiden  Teilpolygone  der  reducierten  Formen 
(—  2,  0,  —  1,  3)  und  (—  2,  0,  1,  3)  je  in  zwei  Stücke  zerschnitten 
(und  zwar  vermöge  der  Symmetrieebene  des  als  Ausgangsraum  die- 
nenden Doppelpentaeders).  Man  findet  diese  vier  Stücke,  welche  Vier- 
ecke vorstellen y  auf  der  rechten  und  linken  Seite  der  Figur;  sie  sind 
durch  den  mit  V^  bezeichneten  Pfeil  einander  zugewiesen. 

Die  Seiten  des  erhaltenen  Polygons  zweiter  Art  gehören  der  Mehrzahl 
nach  der  ersten  Art  an.  Wir  haben  hier  einmal  die  beiden  schon  genannten 
durch  den  Pfeil  F,  einander  zugeordneten  Seiten,  sodann  aber  noch 
drei  weitere  Paare  von  Randcurven,  welche  durch  die  mit  F|,  V^  und 
F4  bezeichneten  Pfeile  auf  einander  bezogen  sind.  Man  wird  hier 
überall  leicht  die  Angaben  der  Figur  bestätigen;  so  z.  6.  gelangt  man 
aus  dem  Teilpolygon  der  Form  (—  2,  1,  —  2,  1)  durch  Überschreiten 
der  Seite  2,  d.  h.  durch  Ausüben  der  bezüglichen  pg.  479  angegebenen 
Transformation,  in  der  That  in  das  durch  F,  zugeordnete  Teilpolygon 
der  Form  (—  2,  —  1,  —  2,  1). 

Es  müssen  nun  aber  notwendig  auch  Seiten  eweiter  Art  vorkommen, 
und  dieses  sind  die  in  der  Figur  durch  ^^,  e^  und  e^  bezeichneten 
Randcurven,  wobei  die  letztere  durch  ihren  Mittelpunkt  e^  in  die  beiden 
Stücke  ^e^  und  c^  zerlegt  wird.  Wir  haben  hier  nämlich  nicht  mit 
Symmetrielinien  zu  thun;  vielmehr  ist  die  Seite  e^  auf  ^i^  und  e^e^ 
auf  e^  zu  beziehen.  Dabei  tritt,  dem  Charakter  der  Operation 
zweiter  Art  entsprechend,  jedesmal  eine  Umlegung  der  einzelnen  Seite 
ein,  so  dass  z.  B.  die  Ecke  e^  auf  e^  und  e^  auf  e^  bezogen  ist.  Man 
wird  diese  Angaben  an  der  Hand  der  Figur  sehr  leicht  bestätigen; 
es  wird  z.  6.  die  in  der  Figur  166  rechts  unten  lagernde  Form 
(1,  2,  0,  —  3)  durch  Ausübung  der  pg.  479  gegebenen  Transformation 
(2,  4)  in  die  Form  (2,  —  1,  0,  —  3)  übergeführt,  welche  in  der  That 
iuvers  zu  der  am  Eckpunkt  e^  gelegenen  Form  ist. 

Das  Netz  der  33  Teilpolygone  soll  nunmehr  auf  die  repräsen- 
tierende Halbkugel  der  Hauptform  (1,  0,  0,  —  7)  gelagert  werden. 
Es  wird  daselbst  ein  symmetrisch  gestaltetes  Kreisbogenpolygon  mit  s^n 
EcTcen  abgeben;  und  man  stellt  leicht  fest,  dass  alle  zehn  Winkel  rechte 
sind.  So  braucht  man  z.  B.  für  die  bei  ^|  gelegene  Ecke  nur  zu  be- 
merken, dass  die  Kante  (2,  4)  orthogonal  auf  der  Seite  1  des  Doppel- 
pentaeders aufsteht  u.  s.  w. 
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Die  Operationen  Fj,  F„  T^,  V^  bekommen  jetzt  eine  eindeutig 
bestimmte  Bedeutung  als  Substitutionen^  welche  die  Form  (1,  0^  0,  —  7) 
in  sich  transformieren.  Wir  f&gen  gleich  noch  die  in  der  Figur  nicht 
bezeichneten  Substitutionen  F5  und  F^  hinzu^  welche  in  der  eben  ge- 
kennzeichneten Weise  e^e^  in  ^^  bez.  ^e^  in  e^^  transformieren,  und 
welche  (1,  0,  0,  —  7)  in  ( —  1,  0,  0,  7)  überführen.  Um  alsdann  aus 
dem  Netze  der  Teilpolygone  die  Bedeutung  von  F^,  ..;  V^  abzulesen^ 
müssen  wir,  vom  Viereck  der  Form  (1,  0,  0,  —  7)  beginnend,  den  der 
einzelnen  Substitution  Fi  entsprechenden  „geschlossenen^^  Weg  durch 
das  Netz  legen  ui^d  die  hierbei  aneinander  gereihten  Erzeugenden 
Sy  jT,  ...  nach  Maassgabe  ihrer  Aufeinanderfolge  combinieren.  Man 
liest  aus  Figur  166  direct  ab: 

Fl  —  S,        F,  —  FT-«  ÜT^  ÜT-^  F, 

F,=  VT-^SVT-^UVT^SV,      F^  —  VSVSTUVSVÜ  TSVSV, 

r^  =  T\T,  U)VÜT-'SVSV,     r.^T-^iT-^  V)VUTSVSV, 

hierbei  sind  die  den  Kanten  (2,  4)  und  (3,  4)  correspondierenden 
Substitutionen  kurz  (T,  U)  und  (T""^,  ü)  genannt.  Das  Ergebnis  der 
wirklichen  Ausrechnung  der  Erzeugenden  F^,  ..,  V^  kleiden  wir  zu- 
sammen mit  den  übrigen  Resultaten  in  den  Yiachfolgenden  Satz:  Die 
Gruppe  aller  in  der  unimodtdaren  PicarcFschen  Gruppe  erster  Art  ent- 
haltenen StibstiUdionenf  welche  die  Hauptform  (1,  0,  0,  —  1)  der  Deter- 
minante 7  entweder  in  sich  oder  in  ihre  inverse  Form  (—  1,  0,  0,  7) 
transformieren,  ist  eine  Hauptkreisgruppe  des  zweiten  Typus  (in  der 
t'JEbene  betrachtet),  welche  folgende  sechs  Substitutionen  ais  ein  System 
von  Er  zeugenden  besitzt: 

^^      VO,  —i)'^*      \     2,       5  —  2»/'      »      V    1,      2— 2t7' 


(1) 


/2  +  5»,       14    \  /-3  +  2»     7  +  7»\ 

♦""V    2         2-5i/'    '^o^V— 14-t.     3  +  2»/' 


+  »,     3  +  2 
/     3  +  2i,        7-7»\ 

r «    \-  1  —  t,    -  3  +  2*7 

Die  Substitationen  V^,  F,,  F«  sind  hyperbolisch,  und  ihre  Fixpunkte 
liegen  bei: 

(2)  e=  +  l/6  +  t,     g  =  +  ]/3  +  2t,      g«±J^»+i» 

auf  dem  Hauptkreise;    F5  und  F«  sind  loxodromisch,  und  ihre  (natür- 
lich gleichfalls  auf  dem  Hauptkreise  gelegenen)  Fizpunkte  sind: 

/q>.  (3  ±  Vb)  +  i  (3  hF  Vi)       c,  _  -  (3  ±  1/5)  +  i  (8  q:  \h) 

W  2~  '       ^  2 
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Hiermit  sind  zagleich  alle  Mittel  gewonnen,  um  in  der  i- Ebene  das 
Polygon  der  vorliegenden  HauptJcreisgruppe  geometrisch  zu  construieren. 
Dieses  Polygon  besitzt  nämlich  in  der  imaginären  g-Axe  eine  Sym- 
metrielinie. Erweitern  wir  aber  mit  der  Spiegelung  V  an  jener  Axe, 
so  werden  V^^V,  V^^V,  F^^^  F  Spiegelungen,  deren  Symmetriekreise 
direet  die  drei  Paare  der  zu  Fj,  F3,  T^  gehörenden  Bandcorven  sind. 
Aus  (1)  berechnet  man  daraufhin  als  Gleichungen  der  fraglichen 
Bandcurven: 

r  +  1?*  =F  51  -  21,  +  7  =  0,    I«  +  ,2  iifi  41  _  4,  +  7  _  0, 

I«  +  ^«  +  2S  -  5i?  +  7  =  0. 

Die  noch  übrig  bleibenden  Kreise  aber  sind  gleichfalls  leicht  bestimm- 
bar; denn  man  kann  für  den  einzelnen  Kreis  stets  drei  Kreise  an- 
gebeu;  gegen  welche  er  orthogonal  läuft.  Die  Gleichungen  der  frag- 
lichen Kreise  sind: 

5(g'  +  n^)  +  28g  +  35  —  0,    5(f  +  ij«)  —  28ij  +  35  —  0. 
Die  genaue  Gestalt  des  Discontinuitätsbereichs  „vom  zweiten  Typus'' 
ist  daraufhin  in  Figur  167   angegeben.    Man  hat  hier  mit  einem  aus 


Fig.  167. 

zwei  getrennt  liegenden  und  bezüglich  des  Hauptkreises  symmetrischen 
Kreisbogenpolygonen  bestehenden  Discontinuitätsbereich  ,,erster  Art'' 
zu  thun.  Die  Zuordnung  der  Bandcurven  ist  gegenüber  Figur  166 
insofern  geändert,  dass  die  Seite  e^  jetzt  durch  die  loxodromische 
Substitution  F5  auf  die  Seite  ^'e^'  des  äusseren  Polygons  bezogen  ist, 
und  dass  entsprechendes  von  allen  Seiten  gilt,  die  auf  der  Halbkugel 
von  der  zweiten  Art  waren. 
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Um  den  Biscontinuitätsbereick  der  reproäucierenden  Crruppe  zu  ge- 
winnen^ kehren  wir  zunächst  zur  repräsentierenden  Halbkugel  der 
Hauptform  zurück,  zerlegen  das  daselbst  construierte  Zehneck  durch 
die  Symmetrieebene  ^  «»  0  in  zwei  Siebenecke  (cf.  Figur  168)  und 
üben  auf  diese  beiden  Siebenecke  die  Substitutionen  F5  bez.  V^  aus. 
Die  so  zu  gewinnenden  Siebenecke  hängen  wir,  wie  dies  Figur  168 
sogleich  wieder  in  der  g- Ebene  ausführt^  den  bisherigen  an.  Es  ent- 
springt ein  durchaus  reclüf/oinkliges  Sechzehneck  als  Discontinuitätsbereich, 
wobei  übrigens  zu  bemerken  ist,  dass  am  oberen  Teile  der  Figur  168 
der  Deutlichkeit  halber  die  Randcurven  ungenau,  nämlich  zu  gross, 
gezeichnet   wurden. 


Flg.  168. 

Die  Zuordnung  der  Randcurven  ist  in  der  Figur  nur  erst  teilweise 
zum  Ausdruck  gebracht.  Wegen  der  nicht  berücksichtigten  Seiten 
gilt  die  gemeinsame  Vorschrift,  dass  sie  mit  ihren  bezüglich  der  ima- 
ginären {;-Axe  (Mittellinie  der  Figur)  symmetrischen  Seiten  zusammen- 
gehören. Die  Erzeugenden  lassen  sich  aus  (1)  leicht  herstellen;  so 
ist  z.  B.  F5'  =  Fß*,  Vq  «=  Fß*.  Der  Kürze  halber  sehen  wir  von  der 
Berechnung  des  vollständigen  Systems  der  Erzeugenden  hier  ab. 

In  schematisch  er  Anordnung  ist  der  Discontinuitätsbereich  der 
reproducierenden  Gruppe  der  Form  (1,  0,  0,  —  7)  durch  Figur  169 
wiedergegeben.  Sehen  wir  von  den  beiden  Fixpunkten  der  eUiptischen 
Substitutionen  der  Periode  zwei  F^  und  F/  (cf.  Figur  168)  ab,  so 
ordnen  sich  die  übrigen  sechzehn  Ecken  in  sechs  Cyclen  an,  wie  man 
vermöge  der  Pfeile  in  Figur  169  leicht  feststellen  wird.     Da  es  sich 
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hier  um  lauter  rechtwinklige  Ecken  handelt,  so  ist,  wie  man  gleich- 
falls aus  der  Figur  leicht  abliest,  die  Winkelsumme  von  zweien  der 

Eckencyclen  gleich  2n,  diejenige 
der  vier  anderen  sr.  Man  stellt 
daraufhin  sofort  den  Satz  fest:  Die 
reprodücierenden  Gruppen  der  em- 
sigen bei  D  ^=«1  eintretenden  Glosse 
indefiniter  Hermite' scher  Formen  ge- 
hören der  Famüie  van  der  Sig- 
natur an: 

(1,  6;    2,  2,  2,  2,  2,  2).  - 

Der  Ansatz  der  unmittelbaren 
arithmetischen  Definition  der  re- 
producierenden  Gruppe  der  Haupt- 
form (1,  0,  0,  —  7)  fahrt  uns  zu 
ganz  ähnlichen  Betrachtungen,  wie 
wir  sie  für  die  Hauptform  der  Determinante  D  =  5  oben  (pg.  482) 
ausfährten.  Aus  (8)  pg.  453  folgt,  dass  die  Substitutionen,  welche  die 
Hauptform  (1,  0,  0,  —  7)  in  sich  transformieren,  durch: 

aa  —  lyy  =  1,     aß  =  7yd,     ad  —  /}y  =  1 

charakterisierbar  sind.  Durch  Discussion  dieser  Gleichungen  ergiebt 
sich  der  Satz:  Die  reproducierende  Gruppe  der  Hauptform  (1,  0,  0,  —  7) 
besteht  aus  allen  in  der  unimodtdaren  PicarcCschen  Gruppe  enthaltenen 
Substitutionen  von  der  Gestalt: 


Fig.  169. 


(4) 


r 


yf  +  « 


Dass  diese  Substitutionen  insgesamt  eine  Gruppe  bilden,  ist  unmittel- 
bar evident.  Übrigens  findet  man  ebenso  leicht,  dass  diejenigen  Sub- 
stitutionen, welche  (1,  0,  0,  —  7)  in  (—  1,  0,  0,  7)  transformieren, 
durch  *  =  —  ä  und  /J=  —  7y  charakterisiert  sind.  Das  Erzeugenden- 
system (1)  bestätigt  diese  Angaben.  — 

Wir  würden  nun  auch  noch  von  den  möglichen  Erweiterungen 
unserer  vorliegenden  Gruppe,  und  zwar  sowohl  durch  Spiegelungen, 
wie  durch  Substitutionen  der  Determinante  i,  handeln  können.  Doch 
vollzieht  man  diese  Erweiterungen  auf  Grund  der  betreffenden  allge- 
meinen Ansätze  sehr  leicht.  Übrigens  werden  wir  später  die  um- 
fassendste eigentlich  discontinuierliche  Hauptkreisgruppe,  in  welcher 
die  hier  besprochenen  Gruppen  enthalten  sind,  von  anderer  Seite  her 
gewinnen. 
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§11.     Theorie  der  Gaius'BOhen  Formen  in  projeoüy-geometriflolier 

Gestalt. 

Der  in  §  1  skizzierten  Theorie  der  Gauss'schen  Formen  liegt  die 
Einteilung  der  g- Halbebene  in  Ereisbogendreiecke  zu  Grande,  wie  sie 
zur  Modulgruppe  gehört.  Wir  betrachteten  nun  oben  (pg.  74  £)  das 
Dreiecknetz  der  Modulgruppe  im  ,y£llipseninnern  der  hyperbolischen 
Ebene''  und  deuteten  dort  bereits  kurz  an,  dass  auch  diese  ,,projectiye 
Gestalt"  der  Modulgruppe  als  Basis  f&r  die  geometrische  Theorie  der 
Gauss'schen  Formen  sehr  geeignet  erscheint.  Einige  weitere  Aus- 
fährungen über  diesen  Gegenstand  werden  jetzt  am  Platze  sein. 

Um  den  Aufbau  der  Theorie  möglichst  independent  zu  geben, 
gehen  wir  folgendermassen  vor:  Wir  deuten  die  drei  CoefScienten  a,  b,  c 
einer  Gauss'schen  Form  {a,  h,  c)  direct  als  homogene  Punktcoordinaten  in 
der  Ebene  und  markieren  uns  den  Kegelschnitt,  welcher  durch  D  =  0, 
d.  i.  ausführlich  durch  h'  —  ac  =»  0  gegeben  ist.  Durch  zweckmässige 
Fixierung  des  Coordinatensystems  können  wir  diesem  Kegelschnitt  die 
Gestalt  einer  Ellipse  verleihen;  im  Innern  derselben  ist  D  <  0,  ausser- 
halb D  >  0.  Der  einzelne  Punkt  mit  ganzzahligen  Coordinaten  a,  b,  c 
wird  kurz  als  ein  ^^rationaler^'  Punkt  der  Ebene  bezeichnet  werden 
können. 

Nun  ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  Festsetzung:  Der  ein- 
zelne rationale  Punkt  der  Coordinaten  a,  b,  c  im  Innern  der  Ellipse  ist 
direct  der  Bepräsentant  der  definiten  Gaus^schen  Form  {a,  b,  c),  und 
ebenso  repräsentiert  ein  rationaler  Punkt  im  EUipsenäusseren  eine  inde- 
finite Gauss^sche  Form  (a,  b,  c). 

Zwei  eigentlich  oder  uneigentlich  äquivalente  Gauss'sche  Formen 
(a,  by  c)  und  (a\  b',  c)  hängen  mit  einander  zusammen  vermöge  des 
Gleichungssystems : 

a'  =  aa^  -|-  2bay  +  cy*, 

(1)  b'  =  aaß  +  b{ad  +  ßy)  +  cyö, 

c'  =  aß^  +  2bßS  +  cd\ 

wo  a,  ßj  y,  d  vier  rationale  ganze  Zahlen  der  Determinante  1  bez.  —  1 
sind.  Dieses  Gleichungssystem  stellt  eine  ganezaJilige  unimodülare  Col- 
lineation  der  Eüipse  D  «=»  0  in  sieh  dar;  und  sammeln  wir  die  ge- 
samten Substitutionen  dieser  Art,  so  sind  wir,  wie  schon  pg.  75  fest- 
gestellt wurde,  gerade  eur  prqjeäiven  Gestalt  der  erweiterten  Modulgruppe 
zurückgeführt.  Es  folgt:  Die  Äquivalenz  der  Gaus^schen  Formen  deckt 
sich  gerade  genau  mit  der  Äquivalenz  der  repräsentierenden  Punkte  be- 
züglich der  Modulgruppe. 
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Nun    gehört    zur    projectiven    Gestalt    der   Modulgruppe    die    in 

Figur  18  pg.  75  angegebene  Einteilung  des  Ellipseninneren  in  ein  Netz 

geradliniger  Dreiecke,     Dieses  Netz  ist  hiemeben  in  Figur  170  repro- 

^  duciert:   und   es  ist  dabei  einmal  der 

^,^^^^^^^^^^^^^  übliche  Ausgangsraum  für  die  Gruppe 

v^^^^x^/     x^^xT"^^       „erster"  Art  schärfer  markiert,  sodann 

M-\/     J      \     /\^^\    ^^^^  2LXk(^  gewisse  zwei  Symmetrielinien 

/rV/l        /  "^ — -\x         ^^   des   Netzes ,  von   denen   die   eine    als 

|lX    \      I        /\^^^  Verbindungslinie    der   Punkte    5  =  0 

^\\  \   1     /        --<^^rOv^    ^^^  S  =  «)  den  eben  gemeinten  Aus- 

^^^1  /\.^^  gangsraum  symmetrisch  teilt,  während 

^^1^^ — -  /l,;^^^         die   andere    eine   Seite   lenes   Doppel- 

^  dreiecks  darstellt.    Von  diesen  beiden 

Plg.  170. 

Symmetrielinien  werden  wir  sogleich 
bei  den  indefiniten  Formen  Gebrauch  zu  machen  haben.  AusserhaXh 
der  Ellipse  war  dem  gegenüber,  wie  wir  schon  pg.  76  eben  aus  der 
Theorie  der  indefiniten  Gauss'schen  Formen  schlössen,  die  Modulgruppe 
uneügenÜich  discontinuierlich ;  hier  giebt  es  also  keine  Einteilung  in 
endlich  ausgedehnte  Discontinuitätsbereiche. 

Diese  geometrischen  Verhältnisse  werden  entscheidend  für  die  pro- 
jective  Gestalt  der  Theorie  der  Gauss'schen  Formen. 

Der  repräsentierende  Punkt  einer  definüen  Form  liegt  im  Innern 
der  Ellipse.  Wir  nennen  die  Form  „reduciert'^,  falls  der  zugehörige 
Punkt  dem  Ausgangsraum  (cf.  Figur  170)  angehört.  Die  pg.  449 
unter  (3)  mitgeteilten  Beductionsbedingungen  in  arithmetischer  Gestalt 
geben  unmittelbar  in  homogenen  Coordinaten  die  Definition  des  Aus- 
gangsraumes ab.  Man  wolle  nur  bemerken,  dass  die  Seiten  a  =  0 
und  c  =  0  des  Coordinatendreiecks  die  Ellipsentangenten  in  den  Punkten 
g  =  oo  bez.  S  e=»  0  sind,  während  die  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Punkte  die  dritte  Seite  &  <»  0  liefert.  Die  Quotienten  der  Coordinaten 
sind  aber  des  näheren  so  fixiert,  dass  die  Seiten  des  Ausgangsraumes 
gegeben  sind  durch: 

a  +  26  =  0,    a  —  26  =  0,    a  —  c  =  0. 

Von  hieraus  entspringen  die  arithmetischen  Reductionsbedingungen  (3), 
(4)  pg.  449  direct,  wenn  man  nur  noch  hinzunimmt,  welche  Band- 
punkte dem  Ausgangsraum  zuzurechnen  sind,  sowie  dass  sich  jene 
Bedingungen  auf  „positive'^  Formen  beziehen.  Die  Weiterentwicklung 
der  Theorie  der  definiten  Formen  gestaltet  sich  nun  im  wesentlichen 
gerade  so  wie  bei  Gebrauch  der  g- Halbebene. 

Gänzlich  anders  liegen  die  Dinge  bei  den  indefiniten  Formen,   da 
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ausserhalb  der  Ellipse  keine  zur  Gruppe  gehörende  Einteilung  in  end- 
liche Bereiche  existiert.  Hier  erscheint  es  bei  dem  projectiven  Cha- 
rakter der  Betrachtung  als  der  gewiesene  Weg^  an  Stelle  des  Punktes 
ausserhalb  der  Ellipse  seine  Polare  im  Ellipseninneren  zur  Repräsen- 
tation der  einzelnen  indefiniten  Form  heranzuziehen.  Damit  aber  sind 
wir  zur  projectiven  Gestalt  des  Smith'schen  Halbkreises  zurückgeführt. 
Eine  indefinite  Form  heisst  nun  ,,reduciert'',  falls  ihre  repräsentierende 
Gerade  den  Ausgangsraum  schneidet;  und  eben  diese  Forderung  findet 
ihren  Ausdruck  in  der  arithmetischen  Reductionsbedingung  (5)  pg.  449, 
dass  nämlich: 

(2)  a{a±b  +  c)<0 

entweder  für  eines  oder  für  beide  Zeichen  gelten  soll.  Die  Weiter- 
führung der  Betrachtung  gestaltet  sich  dann  natürlich  auch  hier  im 
wesentlichen  gerade  so  wie  beim  Gebrauch  der  g- Halbebene.  — 

Übrigens  soll  hier  nooh  hinzugesetzt  werden,  dass  die  Reductions- 
bedingung (2)  von  der  ursprünglichen  Gauss'schen  Reductionsbedingung 
für  indefinite  Formen  abweicht  Wegen  der  geometrischen  Auffassung 
dieser  letzteren  Bedingung  vergl.  man  die  Arbeit  von  Hurwitz  y^Über 
die  Eedudion  der  binären  qmdratischen  Formen^^*).  Es  wird  daselbst 
ein  synthetischer  Aufbau  des  zur  Modulgruppe  gehörenden  geradlinigen 
Dreiecknetzes  geliefert,  und  zwar  basiert  die  Entwicklung  auf  den  sogen. 
„Elementarsehnen  der  ersten  und  zweiten  Art'^,  welche  arithmetisch 
definiert  werden,  übrigens  aber  mit  den  aus  zwei  bez.  vier  Dreiecks- 
seiten bestehenden  Symmetrielinien  des  Netzes  der  Figur  170  iden- 
tisch sind. 

Die  Gauss^schen  Reductionsbedingungen  für  eine  indefiinite  Form 
fordern  nun  (geometrisch  gesprochen),  daiss  die  repräsentierende  Gerade 
der  Form  (a,  6,  c)  die  beiden  in  Figur  170  starJc  ausgesogenen  Elementar- 
sehnen  (im  Innern  der  Ellipse)  durchschneidet,  nämlich  einmal  die  Sehne 
erster  Art,  welche  die  Punkte  5  =  0  und  5  =  c»  verbindet,  sodann  die 
durch  a  =i  c  gegebene  Elementarsehne  zweiter  Art,  u^elche  die  Punkte 
g  =  +  1  verbindet  Hinzu  kommt  übrigens  noch  eine  Bedingung 
wegen  der  „Pfeilrichtung''  der  repräsentierenden  Geraden;  wir  können 
diese  Bedingung  im  Anschluss  an  die  Lagerung  der  Figur  170  so 
ausdrücken:  Die  Pfeilrichtung  der  repräsentierenden  Geraden  soll  die 
Elementarsehne  a  ^^^  c  in  der  Richtung  von  unten  nach  oben  überschreiten. 
Der  analytische  Ausdruck  dieser  Bedingungen  ist: 


(3)  ac<0, 


<1, 


ni^V5|>,, 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  45,  pg.  86  (1894). 
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wo  in  den  beiden  letzten  Ungleichungen  linker  Hand  die  absoluten 
Beträge  der  in  Yerticalstriche  eingeschlossenen  Zahlen  gemeint  sind; 
und  eben  dies  sind  die  Bedingungen,  welche  Gauss  in  Artikel  183 
der  ^^Disquisitiones  arithmeticae^'  aufstellt*).  Wegen  der  weiteren 
Durchführung  der  geometrischen  Theorie  der  indefiniten  Formen  auf 
dieser  Grundlage  verweisen  wir  auf  die  genannte  Arbeit  von  Hurwitz 
sowie  auch  auf  die  (autograpbierten)  Vorlesungen  von  Klein  y^Ätis- 
gewcMte  Kapitel  der  Zahlentheorie  I"**). 

§  12.    Die  projeotive  Gestalt  der  Pioard'sohen  Grappe. 

Um  auch  die  Theorie  der  Dirichlet'schen  und  Hermite'schen  Formen 
in  projectiv- geometrische  Gestalt  umzusetzen,  müssen  wir  zunächst 
über  die  prcjecHve  Gestalt  der  Picard' sehen  Gruppe  eine  kurze  Betrach- 
tung voraussenden;  wir  beziehen  dieselbe  sogleich  auf  die  aus  Sub- 
stitutionen der  Determinanten  1  imd  i  bestehende  Picard'sche  Gruppe. 

Um  die  Substitutionen  (    '  \^j  dieser  Gruppe  als  ,,Bewegungen  des 

hyperbolischen  Raumes''  aufzufassen^  konnten  wir  vermöge  (5)  bez. 
(6)  pg.  46  von  g  aus  zu  den  homogenen  Coordinaten  yi,  y^,  y^y  y^ 
dieses  Baumes  übergehen,  um  alsdann  der  einzelnen  S- Substitution 
die  durch  (10)  pg.  47  gegebene  quaternäre  y- Substitution  der  Deter- 
minante 1  entsprechen  zu  lassen.  Indessen  würden  hier  die  Coefficienten 
der  y- Substitution  noch  teilweise  complex  ausfallen. 

Um  eine  reelle  quaternäre  Substitution  zu  gewinnen^  konnten  wir 
das  in  (8)  pg.  46  definierte  Coordinatensystem  der  Bi  benutzen.  In- 
dessen ist  es  gegenwärtig  zweckmässiger^  von  den  yt  aus  Coordinaten 
Xi  wie  folgt  zu  definieren: 

(1)        yi  =  ^n  y«  =  ^«  +  »^,  ys  =  ^2  -  »^«,  ^4  =  ^:4. 

Die  einzelne  Substitution  £'■=">  T*-  <lcr  Picard'schen  Gruppe   liefert 

nun  eine  reelle  unimodulare  Xi  -  Substitution  mit  folgenden  sechzehn 
Coefficienten : 


aa 


a/3  +  i8ä,  i(aß-ßä),  ßß, 


2  (ay  +  y5),|(ai  +  <Jä  +  /Jy  +  y^),  ±(ad-Si-{-yß-ßy),  ^(ßd+dß), 
.^-.(ay-yä),;^.(a~ä-dä  +  ßy-yß),  l.(ad  +  8i-ßy-ßy),  f.(ßd-dß), 

yy  {y^-\-äy),  »'(y*  — *y)>  *^. 

*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind,  VorkmngenüberZ<Mmtheorie,4,**Au&.fg.n(i. 
**)  GOttiogen,  1896;  siehe  auch  Matbem.  Annalen  Bd.  48  pg.  662  ff. 
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Die  äbsdute  Kugd  des  hyperbolischen  Baumes  aber  nimmt  die 
Gleichungsform  an: 

(2)  a;,*  +  a?8*  —  x^x^  =  0. 

Die  hier  linker  Hand  stehende  f^qtuUemäre  quadratische  Form*^  wird 
zufolge  pg.  47  durch  die  einzelne  a^i-Substitution  in  sich  transformiert. 

Man  beachte  nunmehr,  dass  a,  ß,  y,  8  hier  ganze  Zahlen  des  oben 
durch  Sl  bezeichneten  quadratischen  Zahlkörpers'  sind.  Man  folgert 
hieraus  sofort,  dass  die  sechzehn  Coefficienten  der  einzelnen  a:;<- Sub- 
stitutionen rationale  ganze  Zahlen  werden.  Es  gilt  aber  direct  der 
folgende  Satz:  Die  JPicarcPsche  Gruppe  erster  Art  mit  Substitutionen  der 
Determinanten  1  und  i  ist  in  ihrer  neuen  projectiven  Gestalt  gradeeu 
identisch  mit  der  Gruppe  aUer  reeUen  ganezdiüigen  unimodtdaren  Xi- Sub- 
stitutionen, welche  die  quatemäre  quadratische  Form  (x^^  +  ^«^  ~"  ^1^4) 
in  sich  selbst  transformieren.  Diese  letztere  Gruppe  bezeichnen  wir  kurz 
als  j^eproducierende  Gruppe  der  quatemären  Form  (a^*  +  x^*  —  iC|  0:4)". 
Es  wird  die  Aufgabe  des  nächsten  Kapitels  sein,  allgemein  die  repro- 
ducierenden  Gruppen  indefiniter  temärer  und  quatemärer  quadratischer 
Formen  näher  zu  untersuchen. 

Um  den  aufgestellten  Satz  zu  beweisen,  nennen  wir  F  die  repro- 
ducierende  unimodulare  Gruppe  von  (a^*  4"  ^«*  —  ^i^i);  während  Fq 
die  oben  gemeinte  Picard'sche  Gruppe  in  projectiver  Gestalt  ist.  Fq 
ist  als  Untergruppe  in  F  enthalten,  und  zwar  als  eine  solche  eines 
gewissen  endlichen  Index  fi;  denn  man  erkennt  in  F  leicht  eine  eigent- 
lich discontinuierliche  Gruppe  (wie  im  nächsten  Kapitel  noch  näher 
ausgeführt  wird),  imd  das  durch  (6)  pg.  85  definierte  Doppeltetraeder 
von  Fq  kann  jedenfalls  nur  in  endlich  viele  (zu  F  gehörende)  Poly- 
eder von  nicht-verschwindendem  Bauminhalt  zerlegt  werden. 

Es  werden  nun  gerade  ^  Polyeder  von  F  das  genannte  Doppel- 
tetraeder der  Picard'schen  Gruppe  vollständig  ausfüllen.  Da  aber  das 
Doppeltetraeder  eine  ^bei  ^bsx  00  gelegene  parabolische  Spitze  hat,  so 
werden  auch  die  fi  eben  gedachten  Polyeder  von  F  an  g  «»  00  je  mit 
parabolischer  Spitze  heranreichen. 

Wir  sondern  daraufhin  innerhalb  F  und  Fq  diejenigen  parabolischen 
Rotationsuntergruppen  G  und  Gq  aus,  welche  zum  Centrum  g  =>  00 
gehören.  Nach  dem  eben  Gesagten  wird  alsdann  Gq  innerhalb  G  eine 
Untergruppe  des  Index  n  sein.  Die  Gruppe  Gq  aber  ist  von  pg.  81 
her  bekannt;  sie  enthält,  wenn  wir  sie  sogleich  wieder  als  Gruppe 
von  g- Substitutionen  schreiben,  alle  Substitutionen: 

(3)  r=±e  +  a  +  »6,  r=  +  <e+a  +  »6, 

wo  a,  b  alle  Paare  rationaler  ganzer  Zahlen  durchlaufen  sollen.   Stellen 
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wir  nun  etwa  auch  gleich  die  g-SubstitutioneU;  welche  zu  G  gehören^ 
in  ihrer  Gesamtheit  auf! 

Da  S  =  cx)  durch  die  gesuchten  Substitutionen  in  sich  transfor- 
miert wird,  so  muss  für  sie  jedenfalls  stets  y  =  0  sein.  Die  drei  übrigen 
Coefficienten  a,  ß,  d  sind  dann  in  der  allgemeinsten  Art  so  zu  bestim- 
men, dass  die  oben  angegebenen  sechzehn  Coefficienten  des  quater- 
nären  Schemas  rationale  ganze  Zahlen  der  Determinante  1  werden. 

Wie  wir  nun  sogleich  bemerken,  bleibt  die  einzelne  £- Substitution 
im  wesentlichen,  die  correspondierende  a:r  Substitution  sogar  auch  formal 
ungeändert,  falls  wir  a,  ß,  d  mit  einem  gemeinsamen  Factor  vom  ab> 
soluten  Betrage  1  behaften.  Wir  werden  über  einen  solchen  Factor 
durch  die  Bestimmung  eindeutig  verfügen,  dass  etwa  d  reell  und  po- 
sitiv sein  soll. 

Zur  Abkürzung  nennen  wir  nunmehr  die  ganzzahligen  Coefficienten 
der  a?r  Substitution  aa-  Die  Determinante  \aii\  wird  wegen  y^=»0 
gleich  (aa-8äy'y  und  da  dieselbe  gleich  1  sein  soll,  so  folgt  weiter: 

acc '  öd  =  a^i  '  a^=  l,    a^  =  1,     a^^=  l. 

Zufolge  der  über  d  getroffenen  Festsetzung  bat  man  somit  8  =  1  und 
a  =  +  1  oder  +  i. 

Weiter  folgt  2äß  «=  a^g  +  i^is,  so  dass  2j8  •=>  m  -|-  *w  ist,  unter 
m  und  n  rationale  ganze  Zahlen  verstanden.  Letztere  genügen  der 
Bedingung  4a,4  »»  m'  -|-  n'  und  sind  demnach  notwendig  beide  gerade; 
wir  haben  somit  ß=  a  -{-  ibj  wo  a  und  b  rationale  ganze  Zahlen  sind. 

Wie  man  sieht,  sind  wir  so  genau  zu  den  Substitutionen  (3)  und 
zu  keinen  weiteren  zurückgeführt.  Die  Gruppen  Gq  und  G  sind  dem- 
nach identisch,  d.  h.  man  hat  fi  =  l.  Damit  sind  auch  Fq  und  F 
genau  gleich,  und  unsere  obige  Behauptung  über  die  projective  De- 
finition der  Picard'schen  Gruppe  ist  bewiesen,  — 

Die  Erweiterung  der  Picard'schen  Gruppe  auf  eine  Gruppe  der 
zweiten  Art  konnten  wir  seinerzeit  durch  Zusatz  der  Spiegelung  ^  ==  —  \ 
erzielen.  Da  zufolge  (4)  pg.  45  sowie  der  Gleichungen  (1)  des  vor- 
liegenden Paragraphen: 

ist,  so  entspricht  der  eben  angegebenen  Spiegelung  die  ganzzahlige 
quaternäre  Substitution: 

ajj  —  3/j,     X^  —         3/2,     Xj  ^  ^3,      x^  =»  x^ 

der  Determinante  —  1,  welche  gleichfalls  die  Form  {x^ '\- x^  —  x^x^ 
in  sich  transformiert.  Es  ergiebt  sich  hieraus  leicht  der  Zusatz:  Die 
gedachte  Picard'scfie  Gruppe  zweiter  Art  ist  in  ihrer  projectiven  Gestalt 
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die  Gruppe  aller  reellen  gamusahligen  Substitutionen  der  Determinanten 
+  1  oder  —  1,  u^elche  die  quatemäre  Form  (a^*  +  ajj*  —  ^i^*)  *w  sich 
transformieren. 

§  13.    Theorie  der  Hermite'BOhen  und  Diriohlet'aohen  Formen  in 

projeetiv-geometrisoher  Gkestalt. 

Wie  wir  im  vorletzten  Paragraphen  die  Theorie  der  Gauss'schen 
Formen  auf  Grundlage  der  „geradlinigen  Modulfigur''  behandeln  konnten^ 
80  ist  es  nun  entsprechend  möglich,  die  Theorie  der  Hermite'schen 
und  Dirichlet'schen  Formen  auf  die  projective  Gestalt  der  Picard'schen 
Gruppe  zu  basieren.  Den  Darlegungen  des  yorigen  Paragraphen  ge- 
mäss erscheint  es  dabei  angezeigt ,  sogleich  von  der  Äquivalenz  im 
engeren  und  im  erweiterten  Sinne  (cf.  pg.  453)  zu  handeln.  Es  wird 
alsdann  die  Einteilung  des  Kugelinnem  des  hyperbolischen  Baumes  in 
ebenflächige  Tetraeder  bez.  Doppeitetraeder  das  eigentliche  Fundament 
den  Theorie. 

Es  handelt  sich  hierbei  natürlich  wieder  nur  um  eine  mehr  äusser- 
liche  Umgestaltung  unserer  oben  entworfenen  Theorie.  Aber  diese 
Umgestaltung  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil  die  geometrische  Deutung 
der  Formen  im  hyperbolischen  Baume  sich  noch  einfacher  und  natür- 
licher gestaltet  als  im  S- Baume. 

In  der  That  hatten  wir  erstlich  eine  definite  Hermite^sche  Form 
(a,  bi,  &29  ^)  durch  denjenigen  Punkt  des  g- Halbraumes  gedeutet, 
welcher  die  Coordinaten  hatte: 


'  a    '       '         a  ^  -^       a 

Nun  ist  die  Beziehung  zwischen  dem  S~H&ibraume  und  dem   Kugel- 
innem des  hyperbolischen  Baumes  gegeben  durch: 


Wir  gelangen  demnach  zu  folgender  Auffassung:  Eine  definite  Her- 
mite^sche  Form  (a,  6i,  6,,  c)  werden  wir  durch  denjenigen  im  Kugelinnem 
des  hyperbolischen  Baumes  gelegenen  Funkt  geometrisch  deuten,  dessen  Co- 
ordinalen  die  folgenden  sind: 

(1)  a?i  «=•  c,    a;,  =  —  J^,    x^ ««  6,,    x^  ■=»  a. 

Es  ist  nun  eine  grosse  Vereinfachung  (gegenüber  dem  g- Baume), 
dass  sich  die  hiermit  angegebene  Deutung  auch  sofort  auf  die  inde- 
finiten Formen  übertragt  In  der  That  werden  wir  auch  eine  indefinite 
Hermite'sche  Form   (a,  ft^,  6,,  c)  durch  den  Punkt  des  hyperbolischen 

Frioke-Klein,  Automorphe  Funotionen.   L  32 
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Baumes  deuten^  dessen  Coordinaten  durch  (1)  gegd)en  sind;  dieser  reprä- 
sentierende Punkt  liegt  dann  aber  ausserhalb  der  absoluten  Kugel. 

Unter  Zusammenfassung  beider  Fälle  kann  man  demnach  den  Satz 
aussprechen,  dass  die  Hermit^schen  Formen  gerade  den  gesamten^  den 
hj/perbolischen  Baum  vberaU  dicht  ausfüllenden,  „rcUionaien'*  Punkten  des- 
selben  correspondieren.  Dabei  liefern  die  Punkte  ausserhalb  der  abso- 
luten Eugel  die  indefiniten,  diejenigen  innerhalb  dieser  Kugel  aber  die 
definiten  Formen,  während  die  auf  der  Eugeloberfläche  selbst  gelegenen 
rationalen  Punkte  die  (oben  nicht  behandelten)  Hermite'schen  Formen 
verschwindender  Determinante  ergeben. 

Bei  der  Durchführung  der  Äquivalenztheorie  auf  Grundlage  der 
vorstehenden  Deutung  der  Formen  ist  wieder  der  Umstand  ausschlag- 
gebend, dass  unsere  Gruppe  zwar  innerhalb,  aber  nicht  ausserhalb  des 
absoluten  Gebildes  des  projectiven  Baumes  eigentlich  discontinuierlich 
ist.  Analog  wie  bei  den  Gauss'schen  Formen  werden  wir  den  re- 
präsentierenden Punkt  einer  indefiniten  Form  durch  seine  das  KugeL- 
innere  durchdringende  Polar  ebene  bezüglich  der  absoluten  Kugel: 

(2)  ax^  -|-  2\x^  —  2b^Q^  +  ^^4  ■=•  0 

ersetzen.  Diese  Polarebene  entspricht  dann  genau  der  repräsentierenden 
Halbkugel  von  (a,  b^,  \j  c),  wie  wir  sie  oben  im  ^-Halbraume  be- 
nutzten. — 

Auch  die  Deutung  der  DtricMefschen  Formen  schliesst  sich  hier 
ungezwungen  an:  Die  einzelne  Dirichlet^sche  Form  (a,  6,  c)  unrd  durch 
diejenige  geradlinige  Secante  der  absoluten  Kugel  gedeutet,  welche  die  beiden 
auf  der  Kugeloberfläche  gelegenen  ,^Ntdlpunkte^'  der  Form  verbindet.  Im 
Gegensatze  zu  den  Hermite'schen  Formen  handelt  es  sich  hier  aber 
nicht  stets  um  „rationale''  Gerade  des  hyperbolischen  Raumes.  Setzen 
wir  nämlich  zur  Einführung  von  Liniencoordinaten  pn  »  XiXt  -  x/xt, 
so  ist  die  Dirichlet'sche  Form  (a,  b,  c)  der  Determinante  D  gegeben 
durch  die  Gerade  der  folgenden  Coordinaten: 

p,,  =  cVt+iyD,  Pi5  =  -i(cy^  —  cVD), 

(3)    \p^^  =  -2(bV3+lVD),  p^^i(bV3-byn), 

Pu  =  aV^  +  äYD,  p,^~i  (aV3  -  äYö). 

Die  Verhältnisse  dieser  Coordinaten  enthalten,  wie  man  sieht,  immer 

noch  die  Quadratwurzel  r  DD,  welche  im  allgemeinen  irrational  ist 
Übrigens  kann  man  in  Anschluss  hieran  den  speciellen  Satz  aus- 
sprechen, dass  die  hyperbolischen  Axen  der  Picard^schen  Gruppe  jedenfaUs 
durchu)eg  „rationale''  Gerade  des  projectiven  Baumes  sind.     Eine  hyper- 
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bolische  Substitution  liefert  Dämlich  im  Sinne  von  pg.  465  die  Dirich- 
let'sche  Form  (2y,  d  —  a,  —  2 j8),  deren  Determinante  2)  ==  (a  +  *)*  —  4 
ist  Da  nun  für  jene  hyperbolische  Substitution  (a  -f-  9)  reell  und 
absolut  >  2  ist^  so  hat  man  ein  reelles  positives  D.     Hier  ist  also 

VDD  eine  rationale  ganze  Zahl^  woraus  unsere  Behauptung  hervorgeht. 

Von  hier  aus  gelingt  es  nun  leicht  einen  ergänzenden  Satz,  die 
indefiniten  Hermite'schen  Formen  betre£fendy  zu  beweisen:  Nicht  nur 
zu  jeder  solchen  Form  gehört  eine  hyperbolische  Botationsuntergruppe  inner- 
halb der  Picar duschen  Oruppe  {wie  oben  bewiesen)  j  sondern  auch  umge- 
Jcehrt  ist  „jedef*  solche  Untergruppe  die  reproducierende  Gruppe  einer  be- 
stimmten ihr  eugehörigen  indefiniten  Hermit^schen  Form,  so  dass  mit  der 
Theorie  der  letzteren  zugleich  auch  diejenige  jener  Untergruppen  erschöpft 
ist.  In  der  Polarebene  des  Centmms  einer  irgendwie  gewählten  hyper- 
bolischen Botationsuntergruppe  der  Picard'schen  Gruppe  liegen  nämlich 
stets  unendlich  viele  hyperbolische  Axen^  d.  i.  rationale  Gerade.  Zwei 
unter  diesen  Geraden  genügen,  um  in  der  frf^lichen  Polarebeue  eine 
^rationale''  Ebene  zu  erkennen;  ihr  gehört  demnach  wirklich  eine 
Hermite'sche  Form  zu.  — 

An  die  Betrachtung  der  indefiniten  Hermite'schen  Formen  knüpft 
sich  endlich  auch  noch  folgende  wichtige  Überlegung. 

Ist  (a,  bi,  b^j  e)  eine  beliebige  solche  Form,  so  wird  die  reprä- 
sentierende |,Ebene''  derselben  durch  (2)  gegeben.  Den  grössten  ge- 
meinsamen Factor  von  a,  2bij  2b^j  c  denken  wir  fortgehoben,  wobei 
sich  die  Gleichung  reducieren  mag  auf: 

(4)  a^Xi  +  a^^x^  +  a^x^  +  a^^x^,  =  0. 

Zufolge  einfacher  Betrachtungen  kann  man  alsdann  eine  quatemäre 
ganzzahlige  unimodulare  Substitution: 

(5)  Zi  =  OiiiCi  +  aiiX%  +  tti^x^  +  aux^ ,        i  —  1, 2,  3, 4, 

bilden,  wobei  für  i  »=  4  die  Coefficienten  gerade  die  in  (4)  auftreten- 
den ganzen  Zahlen  sind« 

Vermöge  der  Transformation  (5)  geht  die  Form  (a^*  +  x^^  —  x^  x^) 
in  eine  neue  ganzzahlige  quatemäre  quadratische  Form  F(Zij  ZfjZ^,z^) 
über;  die  Operationen  der  (projectiven)  Picard'schen  Gruppe  aber 
liefern  ganzzahlige  unimodulare  i?r Substitutionen,  welche  ersichtlich 
die  ,preproducierende  Gruppe''  der  Form  F(zi)  bilden  werden. 

Im  speciellen  werden  die  Substitutionen  der  zu  (a,  b^y  &s,  c)  ge- 
hörenden reproducierenden  Gruppe  solche  0,- Substitutionen  liefern,  bei 
denen  die  Ebene  04  »»  0  in  sich  übergeht,  und  die  demnach  die  Ge- 
stalt haben: 

82* 
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(6)  {" 


^4    ^44^4- 


Die  ganze  Zahl  a^  als  Teiler  der  Determinante  der  Substitution  ^  d.  i. 
als  Teiler  von  1^  ist  gleich  +  1^  und  man  hat  also: 

(7)  l«a|  =  ±l,        i,*  =  l,2,3. 

Setzt  man  nun  g^  =  0,  so  geht  F(j8i)  in  eine  ^urch  die  quatemäre 
Form  (a?,*  +  x^^  —  x^x^  darstellbare^* ganessahlige  temäre  Form  f{ß^^  jp„  g^ 
über.  Die  Einsetzung  von  jer^  «=  0  und  damit  0/  »=  0  in  die  Gleichung 
F{ef)  a=  F{z^  liefert  aber  das  Ei^ebnis^  dass  die  auf  obigem  Wege 
aus  der  reproducierenden  Gruppe  von  {a,  h^y  b^j  c)  ssu  gewinnende  temäre 
Gruppe: 

(8)  z!  =  OiiZi  +  aitg%  +  ai^Bz ,        i  =  1,  2,  3 

entweder  die  gesamte  reproduderende  Gruppe  der  temären  Form  f{e^ ,  z^^  z^) 
oder  aber  eine  in  dieser  Gruppe  enthaltene  Untergruppe  darstdU. 


Die  Theorie  der  Hermite^schen  Formen  hat  uns  solcherweise  zu 
denjenigen  Gruppen  hingeführt,  deren  ausfahrlicher  Untersuchung  das 
folgende  Kapitel  gewidmet  ist.  Wir  kommen  dabei  auch  auf  die 
beiden  oben  betrachteten  Beispiele  mit  D  >»  5  und  D  «=  7  zurück; 
beide  Gruppen  werden  unserem  Satze  entsprechend  Untergruppen 
innerhalb  der  reproducierenden  Gruppen  gewisser  zwei  temärer  For- 
men sein. 


Zweites  Kapitel. 

Von  den  reprodacierenden  Grnppen  ternärer  and  qaaternärer 

quadratischer  Formen. 

Die  Principieiiy  auf  Grund  deren  wir  soeben  aus  der  Theorie  der 
Hermite'schen  Formen  Hauptkreisgruppen  gewannen^  sind  der  Aus- 
dehnung auf  einige  weitere  Gattungen  quadratischer  Formen  fähig. 
Wir  können  hierbei  freilich  noch  nicht  so  ausgereifte  Entwicklungen 
bringen,  wie  wir  sie  soeben  bei  den  Gauss'schen,  Dirichlet'schen  und 
Hermite'schen  Formen  kennen  lernten.  Doch  sind  die  zur  Sprache  zu 
bringenden  Gegenstände  ihrer  vielseitigen  sachlichen  und  historischen 
Beziehungen  halber,  sowie  vor  allem  wegen  ihrer  Fruchtbarkeit  in 
Ansehung  unserer  arithmetisch-gruppentheoretischen  Problemstellung 
(pg.  447)  von  Wichtigkeit. 

Es  sollen  hier  drei  Gattungen  von  Formen  untersucht  werden, 
nämlich  erstens  indefinite  temäre  guadroHsche  Formen^  welche  rationale 
ganze  CoefficiefUen  haben,  sodann  solche  temäre  quadratische  Formen, 
deren  Coef&cienten  gamse  complexe  Zahlen  des  Körpers  Sl  der  Basis 
[1,  i]  sind;  diesen  beiden  Arten  ternärer  Formen  gesellen  wir  endlich 
noch  gewisse  indefinite  quatemäre  qtiadratische  Formen  mit  rationalen 
ganssen  Coefficienten  hinzu.  Zu  den  reellen  temären  Formen  wurden  wir 
bereits  am  Ende  des  vorigen  Kapitels  geführt;  diese  Formen  werden 
weiterhin  stark  in  den  Vordergrund  treten.  Auch  von  den  quater- 
nären  Formen  betrachteten  wir  oben  bereits  ein  Beispiel,  nämlich  die 
besondere  Form  (iCg*  +  0^*  —  ^ifl^J;  die  reproducierende  Gruppe  der- 
selben war  die  Picard'sche  Gruppe  (cf.  pg.  496). 

Die  Entscheidung,  in  wie  weit  die  drei  damit  genannten 
Formgattungen  fdr  unsere  gruppentheoretischen  Zwecke  brauchbare 
Gruppen  liefern,  bleibt  den  nachfolgenden  Darlegungen  selbst  vor- 
behalten. 
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§  1«    Ansats  der  zu  untersnohenden  Gruppen  und  eigenüiohe 

DiBOontinuität  derselben. 

Bei  der  ausführlichen  Formulierung  der  drei  eben  bereits  kurz 
angedeuteten  Ansätze  können  wir  uns  unmittelbar  an  die  Entwick- 
lungen der  Einleitung  (pg.  3  ff.)  anschliessen. 

Erstlich  sei: 

(1)  f{^iy  »%j  h)  =  ^(HkfiiZk,         i,  *  =  1,  2,  3 

mit  Oik  =  üki  eine  irreducSbde  tertiäre  q%uidratische  Form^  deren  Coeffi- 
cienten  übrigens  beliebige  complexe  Constante  sind.  Wir  zeigten  dann 
oben  (pg.  14)  unter  Vermittlung  der  Normalform  {g^  g^  —  g^\  dass  es 
eine  continuierliche  Gruppe  von  cx)^  temären  Substitutionen: 

(2)  z!  =  angi  +  «laXTa  +  «,3^3 ,         »  =  1,  2,  3 , 

mit  yfiomplexen^^  Coefficientett  der  Determinante  {  a^  |  =  1  giebt,  welche 
die  Form  f(jSi)  in  sich  selbst*  transformieren.  In  dem  Parameter  ^ 
welcher  im  Sinne  von  pg.  13  zu  der  durch  f{gi)  =»  0  dargestellten 
,;Curye  zweiten  Grades''  gehört^  stellt  sich  nach  pg.  15  jene  Gruppe  als 
Gruppe  aller  cx)^  unimoduiaren  t- Substitutionen  mit  compUxen  Coeffi- 
cienten  dar. 

Sind  zweitens  die  Coefficienten  a/«  reeXl  und  stellt  überdies  f(gi)  <»  0 
einen  reellen  Kegelschnitt  dar^  so  heisst  die  Form  f(gi)  indefinit.  Jetzt 
haben  wir  insbesondere  eine  continuierliche  Gruppe  von  00^  SubstiMionen 

(2)  mit  „rgrffcn"  Coefficienten  der  Determinante  |  a^j  |  ««=  1,  welche  die 
reelle  indefinite  Form  f(gi)  in  sich  transformieren  (cf.  pg.  16).  Diese 
Gruppe  correspondiert  dann  (bei  geeigneter  Auswahl  von  S)  der  Gruppe 
aller  00'  unimodülaren  i- Substitutionen  mit  reellen  Coefficienten. 

Endlich  möge  drittens  in: 

(3)  JP(0„  g^,  g^y  g^)  =  ^aikgigk,        iy  Ä  =  1, 2,  3, 4, 

wo  wieder  an  «=>  a^ti  ist^  eine  solche  reelle  indefinite  quatemäre  qua- 
dratische Form  vorliegen,  welche  durch  reelle  Transformation  in  eine 
der  Gestalten: 

überführbar  ist  und  also^  gleich  null  gesetzt,  eine  reelle  nicht-gerad- 
linige Fläche  gweiten  Grades  vorstellt.  Es  giebt  alsdann  nach  pg.  46  ff. 
eine  continuierliche  Gruppe  von  00*  quatemären  Substitutionen: 

(4)  g/  =  angi  +  a,-2jef2  +  «is^»  +  «u^4,         i  =  1,  2,  3,  4, 

mit  reellen  Coefficienten  der  Determinante  {  a^  |  =«  1  ^  welche  die  Form 
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F{0i)  in  sich  transformieren.  Der  Beweis  dieses  Satzes  wurde  a.  a.  0. 
unter  Vermittlung  der  Normalform  (js^g^  —  g^g^)  gefQhri  Im  Para- 
meter S,  welcher  nach  pg.  46  zur  Fläche  F{Zi)  <»  0  gehört ,  stellte  sich 
jene  Gruppe  als  die  conUnuterliche  Gruppe  ciUer  unimodularen  t- Sub- 
stitutionen mit  complexen  Coefficienten  dar.  -^ 

An  diese  drei  Ansätze  gehen  wir  nun  mit  dem  „arithmetiscJien*' 
Ftincip  der  Gangeahligkeit  heran.  Indem  wir  fortan  die  reellen  in- 
definiten temären  Formen  f(0i)  an  die  Spitze  stellen,  sollen  die  Coef- 
ficienten Oijfc  derselben  rationale  ganze  Zahlen  sein.  An  zweite  Stelle 
reihen  wir  die  temären  Formen  f{sfi)  mit  Coefficienten,  die  ganiie  com- 
plexe  Zahlen  des  Körpers  Sl  der  Basis  [1,  i]  oder,  wie  wir  kurz  sagen, 
des  Körpers  [1,  i]  sind«  Endlich  drittens  sollen  die  Coefficienten  a^ 
der  quatemären  Form  wieder  rationale  ganze  Zahlen  sein.  Dem  Be- 
griffe der  „Form''  soll  demnach  weiterhin,  wie  auch  im  vorigen  Ka- 
pitel, stets  die  Ganzzahligkeit  in  diesem  Sinne  anhaften. 

In  jedem  der  besprochenen  Fälle  sondere  man  nun  innerhalb  der 
zugehörigen  continuierlichen  Gruppe  alle  temären  bez.  quaternären 
Substitutionen  aus,  die  rationale  ganze  Zahlen  bez.  complexe  ganze 
Zahlen  des  Körpers  [1,  t]  zu  Coefficienten  ua  haben.  Offenbar  er- 
giebt  sich  aus  der  Gunzzahligkeit,  dass  diese  Substitutionen  im  einzelnen 
Falle  für  sich  eine  Gruppe  bilden,  und  ?rir  gelangen  auf  diese  Weise 
zum  Begriff  der  r^oducierenden  Gruppe  einer  indefiniten  temären  bez. 
einer  temären  complexen  Form  oder  einer  quatemären  quadratischen  Form 
der  vorhin  bezeichneten  Art  Wir  wollen  diese  Gruppen  kurz  durch  1} 
bez.  Ff  bezeichnen  und  verstehen  hierunter  sogleich  auch  die  ihnen 
correspondierenden  Gruppen  ans  S- Substitutionen. 

Dass  die  einzehie  Grappe  1}  bez.  Fp  ausser  der  Identität  über- 
haupt noch  weitere  Substitutionen  enthält,  wird  eines  besonderen  Be- 
weises bedürfen,  den  wir  den  „Existenzbeweis''  der  Gruppen  nennen. 
Jedenfalls  aber  ist  schon  jetzt  evident,  dass  wir  hier  uberaU  nur  mit 
Gruppen  ohne  infinitesimale  Substitutionen  zu  thun  halben^  die  demnach 
innerhalb  der  ^-Halbebene  bez.  des  i-HaXbraunies  eigentlich  discontinuier- 
lich  sind.  Wegen  der  Ganzzahligkeit  der  Coefficienten  ont  kann  näm- 
lich in  keiner  unserer  Gruppen  eine  von  der  Identität  unendlich  wenig 
verschiedene  Substitution  vorkommen;  hierbei  ist  natürlich  (wie  auch 
entsprechend  bei  den  allgemeinen  Erörterungen  pg.  95)  die  Forderung 
I  «/*  I  ■=  1  wesentlich.  — 

Für  das  Studium  der  Polygon-  bez.  Polyedemetze  unserer  Gruppen 
werden  wir  uns  späterhin  vornehmlich  der  g- Halbebene  bez.  des  t- 
Halbraumes  bedienen.  Für  den  ersten  und  dritten  Ansatz  können  wir 
auch  in  der  reellen  projectiven  Ebene  bez.  im  projectiven  Baume  ope- 
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rieren,  wo  wir  alsdann  das  Coordinatensystem  so  fixiert  denken  ^  dass 
f(^z^  s»  0  eine  Ellipse ,  F{b^  «=  0  ein  Ellipsoid  darstellt.  Um  auch 
im  Falle  einer  complexen  temaren  Form  unserer  Art  mit  reellen  pro- 
jectiv-geometrischen  Vorstellungen  zu  operieren,  hat  man  i^i  *=  ^i  +  ^Vu  •  • 
zu  setzen  und  alsdann  ^i;  ^2>  ^s?  Vn  ^si  Vs  ^^  homogene  Coordinaten 
eines  linearen  Baumes  von  fQnf  Dimensionen  anzusehen.  Die  Glei- 
chung f{Zi)  SB  0  spaltet  sich  hier  in  zwei  reelle  Gleichungen,  während 
die  einzelne  jer,- Substitution  eine  reelle  ganzzahlige  und  unimodulare 
Substitution  der  Xi^  yi  liefert.  Eine  Weiterentwicklung  der  hier  sich 
darbietenden  Betrachtungen  würde  zwar  nicht  schwierig  sein,  hat  aber 
für  uns  zunächst  keine  Bedeutung*). 

§  2.    Äqnivalens  und  CommenBiirabilität  der  reprodnoierenden 

Gruppen  1/  und  Ff* 

Bevor  wir  den  Existenzbeweis  unserer  Gruppen  1}  und  Fp  in 
Angri£f  nehmen,  sollen  einige  für  denselben  sowie  für  spätere  An- 
wendungen nützliche  Sätze  vorausgeschickt  werden. 

Es  möge  die  reelle  indefinite  Form  f{sSiy  g^,  e^  durch  die  etwa 
mit  8  zu  bezeichnende  Substitution: 

(1)  ^i  =  ßiiVi  +  ßi^y%  +  /Jjsys ,         t  —  1,  2,  3 , 

welche  rationale  ganze  Zahlen  der  Determinante  1  zu  Coefficienten 
hat,  in  die  Form  g{3)\iy%}  y^)  transformiert  werden.  Man  wird  als- 
dann f{z^  und  g{jf^  mit  einander  äquivalent  nennen.  Den  so  festge- 
stellten Begriff  der  Äquivalenz  dehnt  man  sofort  auch  auf  die  complexen 
temären  Formen  (wo  jS^  ganze  Zahlen  der  Determinante  1  aus  Sl  sind), 
sowie  auf  die  quatemären  Formen  F{0i)  aus  (bei  denen  an  Stelle  von 
(1)  eine  unimodulare  quatemäre  Substitution  S  mit  rationalen  ganzen 
Coefficienten  ß^  tritt). 


*)  Übrigens  könnten  wir  den  drei  im  Texte  entwickelten  Ansätzen  unmittelbar 
noch  einen  vierten  Ansatz  anreihen,  indem  wir  aach  noch  irredacibele  quatemäre 
Formen  von  nicht-verschwindender  Discriminante  mit  ganzen  complexen  CoeM- 
cienten  des  Körpers  [1,  %]  heranziehen.  Man  wird  hier  gemäss  den  pg.  46  ent- 
wickelten Vorstellungen  die  Parameter  i  nnd  i  der  beiden  Geradenscharen  als 
zwei  von  einander  unabhängige  complexe  Variabele  ansehen.  Die  reprodacierende 
Gruppe  der  Form  wird  dabei  so  zu  definieren  sein,  dass  die  Coefficienten  a^^ 
selber  ganze  complexe  Zahlen  des  Körpers  [1,  i]  sind.  Diese  Gruppe  liefert  als- 
dann eine  Gruppe  simultaner  Substitutionen  der  Variabelen  i  und  ^,  wobei  die 
Substitutionen  von  (  (und  ebenso  die  von  ()  eine  eigentliche  Polyedergruppe 
bilden.  Man  hat  hier  also  sozusagen  mit  zwei  in  einander  geschachtelten  Poly- 
edergruppen zu  thnn. 
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Ist  nun  V  irgend  eine  Operation  aus  der  reprodacierenden  Gruppe 
1}  resp.  r^f  so  wolle  man  auch  V  durch  S  auf  die  y  transformieren. 
Aus  der  Natur  der  Substitution  8  ist  in  jedem  Falle  sofort  evident, 
dass  S^^VS  eine  Operation  der  reproducierenden  Gruppe  Fg  bez.  Fq 
der  äquivalenten  Form  ist.  Da  diese  Betrachtung  auch  sogleich  um- 
gekehrt werden  kann,  so  gilt  der  Satz:  In  jedem  unserer  drei  Fälle 
besitzen  äquivalente  Formen  in  einander  transformierhare  reproduderende 
Gruppen,  deren  Polygon'  hess.  Föl/yedemetge  einander  coUinear  sind^  und 
die  als  i- Gruppen  im  Sinne  von  pg.  335  ff.  0h  derselben  ,ßlassef'  gehören. 
Zwei  solche  Gruppen  gelten  natürlich  nicht  als  wesentlich  verschieden, 
so  dass  zur  einzelnen  Formclasse  im  wesentlichen  immer  nur  eine  re- 
producierende  Gruppe  gehört.  — 

Diese  Betrachtung  soll  nun  in  der  Art  erweitert  werden,  dass 
wir  jetzt  auch  beliebige  rationale^  nicht  notwendig  unimodülare^  Sub- 
stitutionen S  zulassen.  Dabei  sollen  im  ersten  und  dritten  Falle  die 
ßik  gewöhnliche  reelle  rationale  Brüche  sein,  im  zweiten  Falle  aber 
rationale  Zahlen  des  Körpers  [1,  i];  die  Determinante  \ßik\  soll 
natürlich  stets  von  null  verschieden  sein.  Die  hier  sich  einstellende 
Frage  nach  der  rationalen  Transformierbarkeit  zweier  Formen  in  ein- 
ander hat  Minkowski  in  einer  wichtigen  Arbeit  für  reelle  (ganz- 
zahlige) quadratische  Formen  beliebig  vieler  Variabeler  beantwortet*). 
Beide  Formen  müssen  in  gewissen  drei,  hier  nicht  naher  zu  bezeich- 
nenden  Invarianten  übereinstimmen.  Zugleich  ist  a.  a.  0.  bewiesen, 
dass  im  FaUe  jeder  Variabdeneahl  n  ^  2  stets  noch  unendlich  viele 
Formen  angebbar  sind,  von  denen  Tceine  zwei  im  vorstehenden  Sinne  ra- 
tional zusammenhängen.  Dieser  Satz  ist  freilich  für  unsere  ternären 
Formen  mit  complexen  Coefficienten  noch  nicht  bewiesen;  doch  dürfte 
nicht  zweifelhaft  sein,  dass  er  auch  hier  gilt. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  für  unsere  gruppentheoretischen 
Fragen  zwei  Formen,  die  sich  nur  um  einen  Factor  unterscheiden,  die 
gleiche  Rolle  spielen.  Wir  könnten  uns  demnach  auf  ,jprimitiv€f*  For- 
men beschränken,  bei  denen  die  Coefficienten  an  einen  in  1  nicht  auf- 
gehenden gemeinsamen  Teiler  nicht  besitzen.  Andrerseits  dürfen  wir 
zufolge  dieser  Sachlage  die  Coefficienten  ßn  von  S  (indem  wir  sie 
nötigenfalls  mit  einem  gemeinsamen  Factor  behafken)  stets  ganzzahlig 
ansetzen,  wobei  die  Determinante  8  =='  \  ßik  \  eine  nicht  näher  be- 
stimmte, von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  ist.    Nur  haben  wir  dann 


*)  „Über  die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  qiMdratisehe  Formen  mit  ra- 
tionalen Coefficienten  in  einander  rational  transformiert  werden  kännen"t  Grelle*8 
Journal  Bd.  106,  pg.  6  ff.  (1890). 
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z.  B.  im  ternären  Falle,  damit  ^(y,)  wieder  primitiv  ausfallt,  allgemein 
anzusetzen: 

(2)  /"(^i,  ^2,  ^s)  =  5  .  g(ji,,  y^,  ys) , 

wo  s  eine  gewisse  ganze  Zahl  ist.  Auch  bei  der  inversen  Substitution 
S"^^  wird  man  die  Bedeutung  der  yi  bez.  Zi  so  modificieren,  dass  man 
vom  Nenner  8  der  Coefficienten  absieht.  An  Stelle  von  (2)  tritt 
dann: 

fl'Cyiiyi,  ys)  =  <•M;^a>«8)• 
Gleiches  gilt  natürlich  bei  den  quaternären  Formen. 

Ist  nunmehr  wieder  V  eine  Substitution  der  Gruppe  1}  bez.  JV, 
so  wird  S~^VSy  falls  vrir  diese  Substitution  unimodular  schreiben, 
die  Form  g  bez.  G  in  sich  transformieren;  jedoch  hat  die  Substitution 
S^^VS  im  allgemeinen  nur  erst  rationale  Coefficienten  mit  dem  ge- 
meinsamen Nenner  d.  Es  giebt  indessen  innerhalb  Ff  beg.  Ff  eine  durch 
Congruenzen  modulo  ä  definierbare  Untergruppe,  für  deren  V  die  trans- 
formierten S^^VS  unimodular  und  „gamszahlig^^  werden. 

Sind  nämlich  V  und  V  zwei  Substitutionen  aus  der  ternären  bez. 
quaternären  reproducierenden  Gruppe  der  ursprünglichen  Form  und 
ist  V  ^V  (mod.  8) ,  d.  h.  sind  entsprechende  Coefficienten  a'a  und 
Utk  modulo  8  congruent,  so  geht  aus  den  ausführlichen  Transformations- 
formeln sofort  hervor,  dass  auch  die  correspondierenden  Zähler  in  den 
unimodular  geschriebenen  Substitutionen  S'^^V'S  und  S~^VS  modulo 
8  congruent  sind.  Nehmen  wir  nun  K  e=  1^  so  wird  auch  S'''^VS 
der  Identität  gleich,  so  dass  in  der  eben  genannten  Schreibweise  von 
S^^VS  sämmtliche  Zähler  durch  8  teilbar  sind.  Letzteres  gilt  so- 
mit auch  für  S-^VS,  falls  F=  1  (mod.  8)  ist. 

Soll  aber  allgemein  S^^VS  in  Fg  bez.  Fq  enthalten  sein,  so 
müssen  die  9  bez.  16  Zähler  in  S~^VS  sämtlich  ^0  (mod.  8)  sein. 
Dies  liefert  für  die  Coefficienten  an  von  V  eine  Reihe  von  Congruenz- 
bedingangen,  welche  nach  dem  eben  Gesagten  für  V^l  (mod.  d) 
stets  erfüllt  sind,  und  welche  übrigens  eine  in  J)  bez.  Fp  enthaltene 
Congruenzuntergruppe  definieren.  Hiermit  ist  aber  der  obige  Satz 
bewiesen. 

Das  aus  „M.^'  I  pg.  387  £f.  bekannte  Congruenzgrappenprincip  ist 
auf  unsere  Gruppen  1}  und  Ff  sofort  übertragbar  und  führt  zu  ganz 
analogen  Betrachtungen  wie  1.  c  bei  der  Modulgruppe.  Wir  wollen 
hier  insbesondere  den  Grundsatz  benutzen,  dass  jede  Congruenzunter- 
gruppe innerhalb  der  Gesamtgruppe  endlichen  Index  besitzt.  Hieraus 
folgt  nämlich  mit  Bücksicht  auf  die  voraufgesandte  Entwicklung,  dass 
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STgS"^^  oder  SFoS''^  mit  1/  bez.  Ff  eine  Untergruppe  gemein  hat, 
welche  in  1}  bez.  Ff  endlichen  Index  hat 

Nun  können  wir  diese  ganze  Betrachtung  offenbar  in 'der  Weise 
umkehren,  dass  wir  an  Fg  oder  Fq  anknüpfen.  Es  entspringt  so  der 
wichtige  Satz:  Die  reproducierenden  Crruppen  gtueier  solchen  Formen 
unserer  Art,  die  rational  in  einander  transformiert  werden  können,  sind 
mü  einander  commensurabd.  Diese  Benennung  ist  hier  in  demselben 
Sinne  gebraucht  wie  pg.  474:  zwei  Gruppen  heissen  commensurabel,- 
wenn  sie  entweder  direct  oder  nach  geeigneter  Transformation  der 
einen  von  ihnen  eine  gemeinsame  Untergruppe  darbieten ,  die  inner- 
halb jeder  der  beiden  Gruppen  endlichen  Index  hat.  — 

Wir  schliessen  hier  gleich  eine  Anwendung  des  eben  gewonnenen 
Satzes  an  und  senden  zu  diesem  Ende  folgende  Behauptung  voraus: 
Die  reproducierende  (xruppe  der  Form  {g^^  —  B^g^)  ist  die  Modulgrvppe 
oder  die  Picard'sche  Gruppe,  je  nachdem  unr  {z^  —  z^z^  als  reelle  in- 
definite Form  ansehen  oder,  was  offenbar  erlaubt  isty  (0,*  —  ZiZ^)  imseren 
complexen  temären  Formen  zurechnen.  Die  betreffenden  continuierlichen 
Gruppen  sind  nämlich  durch  das  Schema  (7)  pg.  14  gegeben,  wobei 
ad  —  /}^  »*  1  ist.  Indem  wir  nun  unter  Sl  entweder  den  rationalen 
Körper  Sl^  oder  den  quadratischen  Körper  Sl^  der  Basis  [1,  i]  ver- 
stehen, schliessen  wir  unter  Zusammenfassung  beider  Fälle  folgender- 
massen.  Es  ist  zu  fordern,  dass  die  Coefficienten  ant  von  (7)  pg.  14 
ganze  Zahlen  in  Sl  werden«  Aus  a^  »»  a',  a,,  =>  j3',  . .  folgt  somit, 
dass  a,  ß,  yj  8  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen  aus  Sl  sind.  Da  man 
aber: 

2«ii  •  «12  •  2a,i :  «jj  -{■  1  =  a:  ß  :  y:  S 

hat,  so  sind  die  Quotienten  von  a,  ß,  y,  d  in  Sl  rational,  und  also 
setzen  wir  an: 

^o  ^09  ßoi  yo)  ^0  gcuize  Zahlen  aus  Sl  sind,  während  x  eine  (wegen 
der  zu  fordernden  Realität  von  a,  ß,  y,  d)  positive  ganze  Zahl  aus  Hi 
bez.  eine  beliebige  ganze  Zahl  aus  A,  ist  Nun  geht  x  in  ad  —  ßy^^l 
auf;  man  hat  also  im  ersten  Falle  x  «s  1^  im  zweiten  x  «a  -f-  1^  ^i. 
Dort  kommen  wir  also  direct  zur  Modulgruppe,  hier  zur  umfassendsten, 
d.  h.  aus  Substitutionen  der  Determinanten  +  1  und  +  i  bestehenden 
Picard'schen  Gruppe. 

Es  möge  nun  eine  solche  reelle  indefinite  oder  eine  solche  com- 
plexe  Form  f(Zi^  z^,  z^)  gegeben  sein,  welche  eine  „rationale  Dar- 
stellung der  Null  gestattet'';  es  ist  hiermit  gemeint,  dass  es  je  nach- 
dem drei  rationale  ganze  oder  drei  complexe  g^nze  Zahlen  Zi,  z^,  z^ 
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aus  Sl  geben  soll ,  fQr  welche  f{Zi)  =  0  ist.  Wir  behaupten,  dass 
unter  diesen  Umständen  f{z^  rational  in  die  Form  {e^  —  e^ss^  trans- 
formiert toerden  kann.  Wir  beweisen  dies  dorch  eine  einfache  geo- 
metrische Betrachtung,  die  im  ersten  Falle  direct  anschaulich  ist,  im 
zweiten  aber  im  Sinne  der  mit  complexen  Werten  der  Coordinaten 
und  Coef&cienten  rechnenden  analytischen  Geometrie  gemeint  ist 

Unsere  Voraussetzung  besagt,  dass  auf  der  durch  f(gi)=sO  dar- 
gestellten Curve  C2  ein  „rationaler  Punkt ^'  gelegen  ist*).  Damit 
liegen  aber  auf  C^  unendlich  viele  weitere  rationale  Punkte;  denn 
jede  durch  den  ersten  Punkt  ziehende  „rationale  Gerade^  (und  deren 
giebt  es  unendlich  viele)  wird  C^  in  einem  zweiten  rationalen  Punkte 
schneiden.  Man  bilde  nun  die  Gleichungen  der  Verbindungslinie  zweier 
solcher  rationalen  Punkte  und  der  Tangenten  von  C^  in  diesen  Punkten ; 
alle  drei  Gleichungen  werden  rationale  Coefficienten  haben.  Indem  wir 
daraufhin  diese  drei  Gerade  als  Axen  eines  neuen  Coordinatensystems 
der  a?i,  x^,  x^  einf&hren,  haben  wir  f{Zi)  rational  in  {ax^  —  hx^x^ 
übergeführt.  Hier  setze  man  noch  &a;i"»yi,  dx^^^y^,  ao;, «» y,, 
wodurch  die  Form  nach  Fortlassung  des  unwesentlichen  Factors  a"^ 
übergeht  in  (y,'  —  ViVs)-  Unsere  Behauptung,  dass  eine  die  Null 
rational  darstellende  Form  f(zi)  rational  in  (ßf^^  —  0iS!^)  transformierbar 
sei,  ist  damit  bewiesen. 

Wir  combinieren  nunmehr  die  beiden  zuletzt  aufgestellten  Satze 
und  gewinnen  damit  das  folgende  Theorem:  Die  rqarodticierende  Crruppe 
einer  temären  Form,  in  welcher  die  NuU  vermöge  rationaler  ganzer  Zahlen 
^1»  ^if  H  ^'  complexer  ganzer  Zahlen  z^^  z^,  z^  des  Korpers  [1,  t]  dar- 
stellbar ist,  ist  stets  mit  der  Modulgruppe  bez.  der  Picard sehen  Crruppe 
commensuräbel.  Auf  den  die  reellen  indefiniten  Formen  f{Zi)  betreffen- 
den Teil  dieses  Satzes  wurde  bereits  oben  (pg.  474)  hingewiesen. 

§  3.    ExistenEbeweis  der  reprodncierenden  Ghrnppen    der  temttren 

Formen  f(Zi)  beider  Arten. 

Wie  bereits  vorhin  (pg.  503)  bemerkt  wurde,  ist  es  nötig  zu  be- 
weisen, dass  die  reproducierende  Gruppe  einer  einzelnen  Form  aus 
mehr  als  der  identischen  Substitution  allein  besteht.  Die  hierauf  be- 
zügliche Untersuchung  gipfelt,  die  temären  Formen  betreffend,  in  fol- 
gendem Theoreme:  Die  reproducierende  Gruppe  einer  redien  indefiniten 
temären  Form  f(Zi)  ist  (als  t- Gruppe  gedacht)  eine  Hauptkreisgruppe, 
die  auf  dem  Haupthreise  selbst  uneigentlich  discontinuierlidi  ist;  die  re- 


*)  Natürlich  bezieht  sich  im  Falle  einer  complexen  Form  f{Zf)  die  Ratio- 
nalität hier  überall  auf  den  Körper  ß  der  Basis  [1,  t]. 
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producierende  Gruppe  einer  complexen  temären  Form  f(js^  ist  eine  „eigent- 
liche^^ Polyedergruppe,  die  also  erst  im  Innern  des  t- HMraumes ,  noch 
nicht  in  der  i- Ebene  tigenÜich  discontinuierlich  ist 

Bei  der  Eigenart  der  Modulgruppe  sowie  der  Picard'schen  Gruppe 
ist  dieser  Satz  für  die  Form  (^^^  —  0^  0,)  unmittelbar  evident^  sei  es 
dass  wir  diese  Form  als  reelle  betrachten  oder  den  complexen  Formen 
zurechnen.  Damit  ist  der  Satz  auf  Grund  der  Entwicklungen  des 
vorigen  Paragraphen  aber  auch  für  alle  diejenigen  Formen  bewiesen, 
durch  welche  die  Null  rational  darstellbar  ist;  denn  commensurabele 
Gruppen  sind  stets  zugleich  auf  dem  Hauptkreise  (in  der  g- Ebene) 
eigentlich  discontinuierlich  oder  nichi  Die  eben  gemeinten  Formen 
dürfen  demnach  weiterhin  als  ausgeschlossen  gelten. 

Beim  Beweise  unseres  Satzes  für  die  übrigen  Formen  bedienen 
wir  uns  eines  Gedankenganges,  welchen  Hermite  in  seiner  bereits 
mehrfach  genannten  Arbeit  „fi^r  la  theorie  des  formes  quadratiques^**) 
pg.  310  ff.  angiebt.  Diese  Entwicklung  bezieht  sich  freilich  nur  auf 
reelle  indefinite  Formen  f(jSi))  indessen  ist  die  Übertragung  auf  com- 
plexe  Formen  f(jSi)  so  einfach,  dass  wir  beide  Fälle  hier  zusammen 
behandeln  können. 

Möge  zunächst  durch: 

(1)  S!i  =  ccnssi  +  ai%0i  +  «»«j^s ,         t  =  1,  2,  3, 

eine  von  der  Identität  verschiedene  Substitution  V  einer  vorgelegten 
reproducierenden  Gruppe  1}  gegeben  sein,  so  deuten  wir  wieder  01,0^,  e^ 
als  Coordinaten  innerhalb  der  projectiven  Ebene  und  fragen  nach  den 
Fixpunkten  der  Substitution  V  in  dieser  Ebene.  Zur  Bestimmung  der 
Coordinaten  dieser  Punkte  setzt  man  in  (1) 

(2)  ^/  — <y^i,    V  =  <y^«,    V  =  <^^s 

ein,  unter  6  einen  Proportionalitätsfactor  verstanden.  Für  <r  ent- 
springt dann  in  sehr  bekannter  Weise  die  cubische  Gleichung: 


«n  —  <y ,     «12 ,  «^8 


=  0 


«ai>  ^n  —  ^f     «w 

oder  explicite  (wegen  |  aa  |  *=»  1): 

(3)  6^  — Jö^  +  Kö  — 1  =  0, 

wo  die  Abkürzungen  J  und  K  in  folgender  Bedeutung  gebraucht  sind: 

«'^  =  «11  +  ««8  +  «88  > 

•2'=  («,««»  —  «»«3»)  +  («s»«ii  —  «isOsi)  +  («««««  —  «I««Jl)- 
*)  Crelle'8  Joarnal,  Bd.  47  pg.  807  (1868). 


(4) 
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Die  drei  Lösungen  6  der  Gleichung  (3)  liefern  alsdann  drei  reelle 
oder  imaginäre  Fixponkte  von   F. 

Wir  bemerken  nun,  dass  J  und  K  absohUe  Invarianten  gegenüber 
einer  belieibigen  linearen  e^  Transformation  mit  reellen  oder  complexen, 
rationalen  oder  irrationalen  Coeffidenten  sind.  Es  sind  nämlich  die  drei 
zu  den  Fixpunkten  gehörenden  Proportionalitätsfactoren  6,  wie  man 
aus  den  drei  Gleichungen  (2)  ohne  weiteres  schliesst,  absolut  invariant; 
und  daraus  folgt  dasselbe  für  die  symmetrischen  Functionen  dieser  6^ 
d.  h.  für  die  J,  K. 

Gehen  wir  daraufhin  vermöge  einer  linearen  Transformation  (mit 
irrationalen  Coefficienten)  zur  Normalform  {z^  —  ^i^s)>  so  ^^rd  die 
Substitution  V  die  Gestalt  (7)  pg.  14  (mit  gleichfalls  irrationalen 
Coefficienten)  annehmen  j  während  J  und  K  ihre  Werte  nicht  ändern. 
Setzt  man  aber  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (4)  für  die  Sub- 
stitution (7)  pg.  14  aU;  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  aS  —  ßy  ^=»1^  dass 

J  =  J5r— («  +  *)«-  1 

gilt  Die  beiden  in  (3)  ttfu2  (4)  vorkommenden  Invarianten  J  und  K 
sind  demnach  von  vornherün  einander  gleich. 

Wir  schliessen  weiter ,  dass  die  Gleichung  (3)  stets  eine  Lösung 
<f  «B  1  hat;  und  diese  liefert  einen  Fixpunkt  von  V  mit  rationalen*)  Co- 
ordinaten  ßi^  welche  letztere  wegen  6  ^=^1  durch  V  genau  in  sich  selbst 
iransformiert  werden.  Nehmen  wir  hinzu,  dass  dieser  Punkt  als  ein  ratio- 
naler nicht  auf  der  durch  f{ei)  «=  0  dargestellten  C^  gelegen  sein  kann, 
so  haben  wir  den  Satz:  Jede  von  der  Identität  verschiedene  Substitution 

V  der  vorliegenden  reproducierenden  Gruppe  besitzt  in  der  projectiven 
Ebene  einen  reellen  oder  imaginären,  nicht  auf  der  C^  gelegenen  y^ratio- 
nalen^^  Fixpunkt,  dessen  Coordinaien  Zi  durch  V  genau  in  sich  trans- 
formiert werden.  Mit  dem  Fixpunkt  wird  natürlich  auch  die  Polare 
desselben  in  Bezug  auf  die  C7g  in  sich  transformiert  Diese  Polare 
stellt  eine  ,,rationale^'  Gerade  dar,  deren  Schnittpunkte  mit  der  C^  die 
beiden  noch  nicht  genannten  Fixpunkte  von  V  sind.  Auch  die  linke 
Seite  der  Gleichung  dieser  Geraden  wird  bei  Ausübung  der  Substitution 

V  absolut  invariant  sein.  — 

Die  vorstehende  Entwicklung  ist  nun  der  Umkehrung  fähig.  Wir 
gehen  von  einem  beliebigen  rationalen  Punkte  der  projectiven  Ebene 
aus  mit  der  einzigen  Beschränkung,  dass  derselbe  im  Falle  einer  reellen 
indefiniten  Form  f(zi)  selber  reell  sein  soll  und  „ausserhalb  der  Curve 
Ci  gelegen  sein  muss.     Die  Polare  dieses  Punktes  werde  durch: 

*)  Natürlich  besieht  sich  die  Bationalit&t  im  Falle  einer  complexen  ForoEi 
f{z^  hier  wieder  durchweg  auf  den  Körper  [1,  t  ]. 


K, 

K, 

h 

ftl. 

th> 

lh> 

Vi, 

Vi, 

Vi 
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gegeben^  wobei  wir  v^,  v^,  v^  als  rationale  bez.  complexe  ganze  Zahlen 
ohne  einen  allen  gemeinsamen  Factor  gewählt  denken  können. 

Um  ZQ  untersuchen  y  ob  der  ausgewählte  Punkt  Fizpunkt  einer 
in  der  vorliegenden  Gruppe  JT)  enthaltenen  cyclischen  Untergruppe  ist, 
verfahren  wir  folgendermassen. 

Zufolge  einer  sehr  einfachen  arithmetischen  Betrachtung  lassen 
sich  den  Zahlen  v^,  v^^  v^  sechs  weitere  rationale  bez.  complexe  ganze 
Zahlen  A^,  A^,  X^,  fti  fts;  H  zufElgen,  welche  der  Bedingung  genügen: 


1. 


Wir  fahren  daraufhin  ein  neues  Coordinatensystem  durch  die  uni- 
modulare  ganzzahlige  Substitution  ein: 

(5)  y  =  f*l^l  +  f*2^2  +  ftl^3, 

Hierbei  möge  f{Zi)  in  die  äquivalente  Form: 

(6)        fp{x,  y,  z)  —  asi?  +  2hxy  +  cy*  +  2dxz  +  2eyz  +  fz^ 

übergehen^  während  die  reproducierende  Gruppe  von  f{z^  durch  die 
Transformation  (5)  in  diejenige  der  Form  tp  (x,  y,  z)  übergef&hrt  wird. 
Ist  nun  der  ausgewählte  Punkt  Fixpunkt  einer  von  1  verschie- 
denen Substitution  V  der  reproducierenden  Gruppe,  so  müsste  sich  V 
nach  dem;  was  voraufgeht,  durch  o;,  y,  0  in  der  Gestalt: 

Iaf  nsz  ax -j-  ßy  -j-  mz , 
i/  '^yx  +  8y+  nzy 
/=  z 

darstellen.  Wir  setzen  jetzt  in  q>{x,  y\  z)  -»  q>{Xf  y,  z)  fQr  z  und  damit 
für  /  null  ein.  Es  zeigt  sich  alsdann ,  dass  die  binäre  quadratische 
Form  (arc*  +  2hxy  +  cy*)  durch 

(8)  a;'-=aa:  +  ^y,        y  ^yx^  Sy 

in  sich  transformiert  werden  müsste. 

Nunmehr  bemerke  man,  dass  {aoi?  -f-  2hxy  -\-  cy^)  eine  indefinite 
Gauss'sche  Form  resp.  eine  Dirichlet'sche  Form  ist,  und  dass  in  beiden 
Fällen  die  Determinante  JD  ^^V  —  ac  nicht  quadratisch  sein  kann ; 
denn  sonst  würde  z  =  0  auf  der  C^  rationale  Punkte   ausschneiden, 


(9) 
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was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Nach  den  Entwicklungen  des  vorigen 
Kapitels  (pg.  450  und  pg.  465)  existiert  demnach  stets  eine  cyclische 
hyperbolische  bez.  loxodromische  Gruppe  die  Form  (a,  h,  c)  reprodu- 
cierender  unimodularer  Substitutionen  (8)  mit  rationalen  bez.  com- 
plexen  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  d. 

Aus  dieser  cyclischen  Gruppe  wähle  man  nun  eine  beliebige  Sub- 
stitution aus  und  trage  deren  Coefficienten  in  (7)  ein.  Die  Coeffi- 
cienten  m,  n  sind  dann  so  zu  bestimmen,  dass  in  der  durch  (7)  trans- 
formierten Form  g){Xy  y,  0)  die  Coefficienten  von  xe  und  ys  die 
ursprünglichen  Werte  wieder  annehmen.  Diese  Forderung  liefert  die 
beiden  Gleichungen: 

m{aa  +  hy)  +  nQ>a  +  cy)  =  d(l  —  a)  —  ey, 
m{aß  +  h6)  +  n(6/9  +  cd)  =  -  d/J  +  e  (1  —  d), 

welche  nach  m  und  n  aufgelöst  ergeben: 

mD  =  (a  -  l)he  -  ßhd  +  yec  -  (d  -  l)cd, 
nD=-'{a  —  \)ae  +  ßad  —  yhe  +  (d  —  l)6df, 

unter  D  die  Determinante  (&'  —  ac)  verstanden.  Durch  die  hiermit 
endgültig  bestimmte  Transformation  (7)  wird  dann  9  {xy  y,  e)  in  sich 
transformiert^  d.  h.  auch  der  letzte  Coefficient  von  tp  ändert  sich  bei 
dieser  Transformation  nicht  Man  kann  dies  entweder  durch  directe 
Rechnung  bestätigen,  oder  man  benutzt,  dass  nach  den  Entwicklungen 
der  Einleitung  bei  beliebig  gewähltem  Fixpunkt  immer  noch  unend- 
lich viele,  eine  continuierliche  Gruppe  bildende  Substitutionen  einer 
vorgelegten  temären  Form  in  sich  existieren,  und  dass  die  soeben 
construierte  Substitution  offenbar  der  zum  oben  gewählten  rationalen 
Fixpunkte  gehörenden  continuierlichen  Gruppe  dieser  Art  angehört*). 
Die  Substitution  (7)  ist  nun  zwar  unimodular,  aber  die  Coeffi- 
cienten m  und  n  sind,  allgemein  zu  reden,  nur  erst  rationale  Zahlen 
mit  dem  Nenner  D.  Sollen  m  und  n  ganze  Zahlen  sein,  so  entspringen 
für  a,  ßy  y,  8  zwei  aus  (9)  abzuleitende  Congruenzbedingungen  mo- 
dulo  2),  die  insbesondere  für: 

a  =  d  =  l,         ß  =  y  =  0         (mod.  B) 

stets  erfüllt  sind.  Durch  jene  beiden  Bedingungen  wird  aus  der  cyc- 
lischen Gruppe  der  Substitutionen  (8)  eine  Congruenzuntergruppe  S^^ 


*)  Bei  Gebrauch  der  Normalform  {z^^  —  z^^  z^)  und  der  zngehöngen  Gruppe 
C^)  PS*  ^4  i^t  die  fragliche  Untergruppe  dadurch  definiert,  dass  man  die  Ver- 
hältnisse 2ß  :  (d  —  a)  :  —  2y  fixiert.  Es  sind  geradezu  2^,  (d  —  a),  —  2y  die 
Coordinaten  dos  Fixponktes. 
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Stufe y  d.  i.  eine  Untergruppe  von  endlichem  Index  ausgesondert.  Wir 
haben  damit  das  folgende  Resultat  gewonnen:  Der  oben  ausgetvälilte 
ratiancde  Punkt  ist  Fia^mikt  einer  in  der  reproduderenden  Gruppe  1} 
enthcdtenen  cydischen  hyperbolischen  bee.  loxodromischen  Untergruppe. 

Letzten  Endes  bemerke  man^  dass  die  rationalen  Geraden  die  pro- 
jective  Ebene  überall  dicht  bedecken,  und  zwar  gilt  dies  sowohl  fQr 
die  reelle  projective  ftbene  als  auch  f&r  den  Fall,  dass  wir  die  pro- 
jective  Ebene  als  Inbegriff  aller  Tripel  complexer  e^,  e^,  0^  zu  fassen 
haben.  Im  speciellen  wird  demnach  die  durch  f{z^  =  0  dargestellte 
C^  überall  dicht  von  den  Schnittpunkten  mit  rationalen  Geraden  be- 
deckt sein.  Diese  Schnittpunkte  sind  dann,  wie  wir  sahen,  hyperbolische 
oder  loxodromische  Fixpunkte. 

Die  Curve  C^  aber  ist  im  einen  Fall  auf  den  Hauptkreis,  d.  L  die 
reelle  ^-Axe,  im  andern  auf  die  complexe  S- Ebene  wechselweise  ein- 
deutig bezogen.  Somit  erscheint  bei  der  einzelnen  reproducierenden 
Gruppe  der  Hauptkreis  von  hyperbolischen  Fixpunkten  bez.  die  g-Ebene 
von  hyperbolischen  und  loxodromischen  Fixpunkten  allenthalben  dicht 
bedeckt  Das  zu  Anfang  des  Paragraphen  aufgestellte  Theorem  über 
die  Natur  der  reproducierenden  Gruppen  unserer  ternären  Formen  f{zi) 
ist  demnach  vollständig  bewiesen. 


§  4.   ExistenEbeweis  der  reprodnoierenden  Gruppen  der  quatemären 

Formen  F{z^). 

Das  Existenztheorem  der  reproducierenden  Gruppen  der  quater- 
nären  Formen  F{g^  kann  man  so  formulieren:  Die  eineeine  oben  naher 
charakterisierte  quadratische  Form  F{z^  liefert  eine  reproduderende  Gruppe, 
welche  (als  i- Gruppe)  zwar  im  Innern  des  t- Halbraumes ,  aber  nidU 
bereits  in  der  i- Ebene  eigentlich  discontinuierlich  ist.  Beim  Beweise 
dieses  Satzes  werden  wir  uns  auf  die  Ergebnisse  des  vorigen  Para- 
graphen stützen,  übrigens  aber  einen  dem  dort  befolgten  Gedanken- 
gange durchaus  analogen  Weg  gehen. 

Sei  zunächst  eine  von  der  Identität  verschiedene  Substitution  V 
der  reproducierenden  Gruppe  Ff  in: 

(1)  ^/  =  «a^i  +  (Ki202  +  ocaez  +  ccuZa 

vorgelegt,  so  wollen  wir  im  projectiven  Räume  die  Fixpunkte  derselben 
feststellen.  Wir  haben  zu  dem  Ende  e/  «=  öZi  unter  Gebrauch  eines 
Proportionalitätsfactors  ö  zu  setzen,  welch'  letzterer  dann  bekanntlich 
aus  der  Gleichung: 

Fricke-Klein,  Automorphe  Fanctioneu.   I.  33 
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«217  «M  ^}      «28  >  «24 

«81  9  «82  7  «88  ^  >       «84 


0 


«41  J  «42>  «48;  «44  —  <^ 

ZU  bestimmen  ist     Man  hat  alsdann  weiter  6Zi  für  jer/  in  (1)  einzu- 
setzen und  nach  den  ei  aufzulösen. 

Die  explicite  Gestalt  der  für  6  aufgestellten  biquadratischen  Glei- 
chung sei: 

(2)  <y*  —  Jif»  -f  Zö«  -  itf  +  1  —  0. 

Dabei  sind  wieder  Jy  K,  L  Inyarianten  der  Substitution  V,  von  denen 
wir  die  beiden  ersten  explicit  angeben: 

«^=  «11  +  «22  +  «3«  +  «44  ; 


(3) 


K^^  ^j  (aaakk  —  «««*•),         i  <  Ä. 


Die  drei  (reellen)  Invarianten  J,  K,  L  können  nicht  von  einander 
unabhängig  sein;  denn  V  hat  als  g- Substitution  nur  eine  complexe 
Invariante  (a  -|-  d).  In  der  That  zeigt  der  Rückgang  auf  das  Schema 
(10)  pg.  47;  dass  sich  J^  K,  L  in  a  -^  d  folgendermaassen  darstellen: 

(4)    J=i  =  (a  +  d)(ä  +  *),    K={a  +  dy  +  {a  +  dy  —  2. 

Es  ist  hiemach  jedenfalls  immer  J  gleich  L. 

Wir  specialisieren  deit  bisherigen  Ansatz  nun  dahingehend^  dass 
V  fortan  eine  nicht-loxodromische  Substitution  sein  soll.  Dann  ist 
(a  -f  d)  reell;  und  aus  (4)  folgt,  dass  JE"  =  2  J  —  2  tpird.  Die  Glei- 
chung (2)   aber  spaltet  sich  in  die  beiden  quadratischen  Gleichungen: 

(<y  —  ly  =  0,        6^-  ((«  +  d)*  -  2)<y  -f  1  —  0, 

von  denen  die  erste  mit  ihrer  Doppelwurzel  <y  «a  1  die  Punkt  für 
Punkt  festbleibende  Gerade  von  V,  die  zweite  aber  die  Schnittpunkte 
der  durch  F{0i)  =  0  dargestellten  Fläche  JP,  mit  der  conjugierten  Po- 
lare jener  Geraden  liefert  (cf.  pg.  50  ff.). 

Aus  dem  Werte  ö  =>  1  des  Proportionalitätsfactors  folgt  nun 
nicht  nur,  dass  auf  der  gedachten  Geraden  unendlich  viele  rationale 
Punkte  gelegen  sind,  sondern  auch,  dass  die  Coordinaten  des  einzelnen 
solchen  Punktes  durch  V  genau  in  sich  transformiert  werden.  Auch 
die  Polarebene  dieses  Punktes  bezüglich  der  F^  wird  durch  V  in  sich 
transformiert,  und  zwar  in  der  Art,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung 
dieser  offenbar  ,^aHonalen^  Ebene  gegenüber  V  gleichfalls  absolut  in- 
variant ist.  — 

Auf  dieses  Ergebnis   gründen  wir  nun  umgekehrt  folgende  Be- 


(5) 
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trachtuug.  Wir  wählen  im  projectiven  Räume  ausserJidlb  der  Fläche 
F^  irgend  einen  rationalen  Punkt  und  können  dann  beweisen ,  dass 
derselbe  das  Centrum  einer  in  der  rqproducierenden  Crruppe  von  F{Zi) 
enthaltenen  hyperbolischen  Botationsuntergruppe  ist 

Es  sei  nämlich  die  Polarebene  des  fraglichen  rationalen  Punktes 
durch: 

^1^1  +  ^2^8  +  Vj^z^  +  v^e^  =  0 

dargestellt,  wo  wir  v^,  v^,  i/,,  v^  als  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen 
gemeinsamen  Factor  gewählt  denken  können.  Infolge  einer  einfachen 
arithmetischen  Betrachtung  können  wir  alsdann  zwölf  weitere  ratio- 
nale ganze  Zahlen  Xi,  Xi,  ft/  in  der  Art  bestimmen,  dass  in: 

^2  "=  ^1^1  +  ^2^8  +  Aj^j  -|-  X^Sl^  , 

^  =  ft^l   +  f*2^2  +  f*a^8  +  f*4^4  f 
^^4  =  l/j^i   +  1/2^2  +  ^8^3  +  1/4^4 

eine  unimodulare  Substitution  vorliegt 

Vermöge  der  Substitution  (5)  gehe  nun  F(j8i)  in  die  äquivalente 
quatemäre  Form  über: 

(6)  (p(xi,  x^,  x^)  +  2x^Q>^x^  +  6,a?2  +  63^:3)  +  cx^\ 
wobei  (p(Xi,x^,x^)  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  für: 

(7)  9 (^1  >  ^  >  ^a)  =  2  *»*^«^*'        *'  Ä;  =  1,  2,  3, 

und  offenbar  eine  ganzzahlige  indefinite  temäre  Form  bezeichnet.  Die 
reproducierende  Gruppe  von  F(0i)  geht  bei  der  Transformation  durch 
die  Substitution  (5)  in  diejenige  der  quaternären  Form  (6)  über. 

Die  Substitutionen  der  postulierten  Rotationsuntergruppe  werden 
wir  nun  nach  den  vorausgesandten  Überlegungen  (der  Gleichung  (7) 
des  vorigen  Paragraphen  entsprechend)  in  der  Gestalt  anzusetzen  haben: 

Xi  =«10:1  +  a^x^  +  a^x^  +  Ix^y 
<  =  yi^i  +  72^2  +  n^a  +  w^4> 

Xa    "~^  Xä  • 

Es  sei  wie  entsprechend  im  vorigen  Paragraphen  so  auch  hier  gleich 
bemerkt,  dass  es  nach  den  Entwicklungen  der  Einleitung  (pg.  46  ff.) 
sicher  eine  continuierliche  Bötationsuntergruppe  mit  dem  gewählten 
Centrum  giebt,  deren  Substitutionen  (unimodulare  Schreibweise  voraus- 
gesetzt) F(0i)  in  sich  transformieren.    Man  kann  diese  Substitutionen 


(8) 


83 


* 
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dadurch  bestimmen,  dass  man  von  einer  die  Form  9>(x,,  x^,  x^)  in  sich 
transformierenden  temaren  Substitution: 


(9) 


«1 

/ 
t 


ausgeht,  alsdann  aber  die  Coef&cienten  l,  m,  n  in  (8)  dadurch  eindeutig 
festlegt  y  dass  in  der  durch  (8)  zu  transformierenden  quatemären 
Form  (6)  auch  die  Coefficienten  von  XiX^,  x^x^^  x^x^  ihre  ursprüng- 
lichen Werte  wieder  annehmen  müssen. 

Die  Frage  wird  aber  nun  für  uns  sein,  ob  in  der  gedachten  con- 
tinuierlichen  Botationsgruppe  eine  Untergruppe  aus  Substitutionen 
mit  ausschliesslich  ganzecMigen  Coefficienten  aufzufinden  ist 

Dies  ist  aber  in  der  That  möglich!  Denn  erstlich  liefert  uns  der 
vorige  Paragraph  in  der  reproducierenden  Gruppe  von  q>{x^,  x^,  x^) 
unendlich  viele  ganzzahlige  unimodulare  Substitutionen  (9).  Setzen 
wir  die  Coefficienten  der  einzelnen  dieser  Substitutionen  aber  in  (8) 
ein,  so  bestimmen  sich  in  der  schon  ausgeführten  Art  die  zugehörigen 
Coefficienten  l,  m,  n  aus  den  drei  linearen  Gleichungen: 

(10)  l{\,ai  +  \^ßi  +  6j3y,)  +  m{\,ai  +  \^ßi  +  l^n) 

i  =  1,  2,  3. 
Die  Determinante  D  dieses  Systems  findet  sich  zu: 


^11  >  ^U;  ^13 

^21;  ^«>  ^2« 

^81  >    ^82>    ^83 


«1;  ßif  yi 
«2»  A7  ys 

«8;  Ai  ys 


hl  *22  ^88  +  2  618  628  hl  —  6a  ^28^  —  *22  ^81* 


d.  h.  sie  ist  vom  Zeichen  abgesehen  gleich  der  Discriminante  der  ter- 
naren  Form  q>{Xiy  x^^  x^)  und  stellt  demnach  eine  von  null  ver- 
schiedene rationale  ganze  Zahl  dar.  Aus  (10)  bestimmen  sich  I,  m,  n 
zunächst  in  Gestalt  rationaler  Brüche  mit  dem  Nenner  Z).  Sollen  l,  m,  n 
ganzzahlig  sein,  so  dürfen  nicht  sämtliche  Substitutionen  (9)  der  re- 
producierenden Gruppe  von  g){Xi,  X2,  x^)  zugelassen  werden.  Vielmehr 
sind  drei  aus  (10)  leicht  zu  gewinnende  Congruenzen  modulo  D  für 
die  Coefficienten  ai,  ßi,  yi  vorzuschreiben,  welche  zufolge  der  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (10),  z.  B.  im  Falle : 

«1  =  A  =  n  =  1>    A  =  n  =  «2  ^  y2  =  «8  =  A  =  0, 

d.  i.  für  die  zum  Modul  D  gehörende  ,;Hauptcongruenzgruppe^  (cf.  ,,M/' 
I  pg.  387)  stets  erfüllt  sind.  Jene  drei  Bedingungen  definieren  als- 
dann eine  Congruenzuntergruppe  innerhalb  der  reproducierenden  Gruppe 
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von  q>(xj.,  x^,  x^)^  und  also  eine  Untergruppe  von  endlichem  Index. 
Indem  wir  für  (8)  nur  die  Sabstitationen  dieser  Untergruppe  zulassen, 
haben  wir  die  zum  ausgewählten  rationalen  Punkte  gehörende  uni- 
modulare  ganzzahlige  hyperbolische  Botatiousuntergruppe  gewonnen. 

Indem  wir  endlich  noch  darauf  hinweisen,  dass  die  rationalen 
Punkte  ausserhalb  der  F^  überall  dicht  liegen,  ist  der  am  Anfang  des 
Paragraphen  aufgestellte  Satz  über  die  Existenz  der  reproducierenden 
Gruppen  quatemärer  Formen  F(ei)  vollständig  bewiesen. 


§  5.    Vom  Vorkommen  elliptiBCher  und  parabolischer  Sabstitationen 

in  den  Grappen  Ff  and  I>. 

Die  voraufgehenden  Deductionen  beruhten  im  Grunde  auf  der 
Betrachtung  der  hyperbolischen  Substitutionen,  welche  in  unseren  re- 
producierenden Gruppen  vorkommen.  Im  Anschluss  hieran  sollen  jetzt 
einige  Sätze  über  das  Auftreten  eUiptisdier  und  parabolischer  Substitu- 
tionen aufgestellt  werden. 

In  den  beiden  ternären  Fällen  hatten  wir  die  durch  (4)  pg.  509 
definierte  Invariante  J  als  [(a  -|~  ^)^  —  I]  dargestellt  gefunden,  und 
bei  den  quaternären  Gruppen  Ff  war  die  entsprechende  Invariante  J 
(cf.  (3)  pg.  514)  mit  (a  +  d)(ä  +  ^)  identisch.  Im  Falle  einer  ellip- 
tischen Substitution  der  Periode  l  hat  nun  («  +  ^)  die  Bedeutung  von 

+  2  cos  -y ,    wie  oben  (pg.  343)  bewiesen  ist.    Da  die  Invariante  J 

bei  unseren  reproducierenden  Gruppen  1}  und  Ff  der  Natur  der  Sache 

nach  eine  ganze  Zahl  ist,  so  bleibt  auch  4  cos^  y    auf   ganzzahlige 

Werte,  d.  i.  auf  0,  1,  2,  3  eingeschränkt.  Die  Periode  l  kann  dem- 
nach nur  eine  Zahl  aus  der  Reihe  2,  3,  4,  6  sein:  In  den  reprodu- 
cierenden Gruppen  der  ternären  Formen  f(Zi)  beiderlei  Axten^  soune  der 
quaternären  Formen  FQsi)  können  an  eUiptisdien  Substitutionen  jedenfalls 
nur  solche  der  Perioden  3,  3,  4,  6  vorkommen. 

Hieraus  ergiebt  sich  ohne  weiteres  als  Zusatz:  In  den  eigentlichen 
Polyedergruppen  1}  und  Ff  können  an  elliptischen  Botationsgruppen 
höchstens  Diedergruppen  der  Ordnungen  4,  6,  8,  12,  Tetraeder-  oder 
Oktaedergruppen  auftreten.  Man  erkennt  aus  diesen  beiden  Sätzen,  dass 
es  sich  bei  unseren  reproducierenden  Gruppen  1}  und  Ff  im  Vergleich 
zur  Gesamtmannigfaltigkeit  aller  Hauptkreis-  und  Polyedergruppen 
um  eine  sehr  specielle  Classe  solcher  Gruppen  handelt.  — 

Das  Auftreten  parabolischer  Substitutionen  behandeln  wir  nur  für 
die   zu   den  reellen  indefiniten  Formen  f(0i)  gehörenden  Hauptkreis- 
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gruppen  I};  welche  letztere  weiterhin  Oberhaupt  mehr  und  mehr  in 
den  Vordergrund  treten  sollen. 

Ist  die  ternäre  Substitution  V  parabolisch  ^  so  ist  J  =  K  ^=»3^ 
und  die  Gleichung  (3)  pg.  509  liefert  daraufhin  die  dreifache  Wurzel 
<y  ==  1.  Dies  entspricht  dem  Umstände,  dass  die  drei  Fixpunkte  einer 
parabolischen  Substitution  in  einen,  und  zwar  offenbar  rationalen  Punkt 
der  Curve  (7,  zusammenfallen.  Wir  schliessen  nach  pg.  508  sofort, 
dass  parabolische  Substitutionen  stets  und  nur  in  den  mit  der  Modulgruppe 
commensurabelen  Gruppen  JT)  auftreten. 

Um  aber  in  numerischen  Einzelfallen  über  das  Vorkommen  para- 
bolischer Substitutionen  leicht  entscheiden  zu  können,  fdgen  wir  hier 
noch  folgende  arithmetische  Entwicklung  an,  auf  welche  wir  auch 
späterhin  nochmals  zurückgreifen. 

Es  ist  leicht,  aus  drei  reellen  „rationalen^'  Geraden  der  projectiven 
Ebene  ein  Polardreieck  der  Curve  C^  aufzubauen.  Der  Übergang  zu 
diesem  Dreieck  als  Coordinatendreieck  bedeutet  alsdann  eine  „rationale'' 
Transformation,  vermöge  deren  unsere  Form  (nötigenfalls  nach  Zu- 
fügung  eines  ganzzahligen  Factors)  die  Gestalt 

(1)  m  =  «^.*  +  W  +  ce,^ 

annimmt,  unter  a,  6,  c  drei  rationale  ganze  Zahlen  verstanden. 

Die  drei  Zahlen  a,  &,  c  können  wir  so  annehmen,  dass  keine  von 
ihnen  einen  von  1  verschiedenen  quadratischen  Teiler  aufweist,  und  dass 
je  zwei  unter  ihnen  relativ  prim  sind.  Einen  quadratischen  Factor  z.  B. 
von  a  würde  man  nämlich  in  ss^^  hineinnehmen,  was  erneut  auf  eine 
rationale  Transformation  hinauskommt.  Würden  demnächst  a,  b,  c 
zugleich  durch  die  Primzahl  p  teilbar  sein,  so  hebe  man  dieselbe  ver- 
möge der  Division  von  f(jSi)  durch  p  fort.  Geht  aber  jp  in  a  und  b, 
jedoch  nicht  in  c  auf,  so  multipliciere  man  die  Form  mit  p  und  ent- 
ferne die  nunmehr  quadratischen  Factoren  p^  in  den  beiden  ersten 
OoefQcienten  auf  die  schon  gekennzeichnete  Weise.  Die  über  die  Zahlen 
a,  b,  c  gemachten  Angaben  dürfen  wir  somit  stets  als  bestehend  an« 
nehmen. 

Die  neue  Form  wird  sich  nun  in  der  Frage  des  Vorkommens 
parabolischer  Substitutionen  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt)  in 
der  Frage  der  Oommensurabilität  mit  der  Modulgruppe  gerade  so  ver- 
halten wie  die  ursprüngliche.  Die  Form  (1)  betreffend  aber  liefert 
die  Zahlen theorie  die  Antwort:  Es  giebt  stets  und  nur  dann  rationale 
Punkte  auf  der  durch: 

(2)  ae,'  -f-  b0,^  +  cV  =  0 

dargestellten  Q,  wenn  die  ganzen  Zahlen  —  bc,  —  ca^  —  ab  bez.  quadrn- 
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tische  Beste  von  a,  h,  c  sind,  und  wenn  Oberdies  a^  b,  c  nicht  alle  das- 
selbe Vorzeichen  haben*).  Hiermit  ist  die  Frage  nach  dem  Vorkommen 
parabolischer  Substitationen  in  1/  beantwortet. 

Bei  den  Polyedergruppen  der  complexen  Formen  f(0i)  und  der 
quatemaren  Formen  F(0i)  würde  sich  hier  die  Frage  nach  dem  Vor- 
kommen parabolischer  Botationsuntergruppen  anschliessen.  Im  qua- 
temaren Falle  konnten  wir  uns  hierbei  auf  die  bereits  pg.  505  ge- 
nannte Abhandlung  von  Minkowski  berufen,  in  welcher  die  Be- 
dingung für  das  Auftreten  rationaler  Punkte  auf  der  durch  F(js)  =  0 
dargestellten  Fläche  F^  angegeben  ist.  Indes  soll  diese  Frage  hier 
nicht  weiter  behandelt  werden. 


§  6.    HistoriBOhe  Bemerkungen  über  tem&re  und  qnaterattre 

Formen. 

Um  tiefer  in  die  Eigenart  der  reproducierenden  Gruppen  1}  und 
Ff  einzudringen,  müssen  wir  auf  die  entwickelte  Theorie  der  ternären 
und  quatemaren  Formen  selber  zurückgehen  und  vornehmlich  die  Sätze 
über  Äquivalenz  und  Reduction  dieser  Formen  heranziehen.  Wir  ge- 
langen hier  zu  ganz  ähnlichen  Verhältnissen,  wie  sie  bei  den  indefi- 
niten binären  Formen  des  vorigen  Kapitels  vorlagen.  Nur  erscheint 
die  Theorie  der  teftnären  und  quatemaren  Formen  noch  nicht  in 
gleichem  Grade  ausgebildet,  wie  diejenige  der  binären;  wir  werden 
dies  gleich  noch  näher  zu  erörtern  haben.  Übrigens  müssen  wir  uns 
hier  im  wesentlichen  mit  einem  kurzen  historischen  Berichte  begnügen. 

In  der  Theorie  der  reellen  indefiniten  ternären  Formen  f(j8,)  ver- 
dankt man  Hermite  die  führenden  Untersuchungen.  Es  handelt  sich 
hierbei  eben  um  jene  Principien,  welche  wir  schon  pg.  476  bei  den 
indefiniten  Gauss'schen,  Dirichlet'schen  und  (im  engeren  Sinne)  Her- 
mite'schen  Formen  als  Hermite's  eigentliche  Leistungen  zu  nennen 
hatten,  und  welche  von  demselben,  die  ternären  Formen  betreffend,  in 
den  ersten  Paragraphen  seiner  oft  genannten  Arbeit  ,ßur  la  thAyrie 
des  f Offnes  quadratiques  temaires  ind^finies^***)  auseinandergesetzt  sind. 

Wir  wollen  hier  die  beiden  Hauptgesichtspunkte  der  Hermite'schen 
Auffassung  für  die  ternären  Formen  angeben  und  bedienen  uns  hierbei 
einer  geometrischen  Vorstell  ungs weise,  welche  zwar  von  Hermite  1.  c. 


*)  Die  Bedingungen  der  Lösbarkeit  der  Oleichung  (2)  in  ganzen  Zahlen  g^ 
sind  zuerst  von  Legendre  in  den  Abhandlangen  der  Pariser  Akademie  von 
1785  entwickelt.  Dem  gleichen  Gegenstande  sind  die  Art.  294  ff.  ?on  Gauss 
^yDüquiiitiones  ariUhmeUeatf'  gewidmet. 

•*)  Crelle's  Journal  Bd.  47  (1868)  pg.  807. 
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nicht  explicite  erwahot  wird,  die  aber  seinen  Überlegungen  durch- 
aus parallel  läuft. 

Sei  die  vorgelegte  reelle  indefinite  Form  f{Bi)\ 

und  möge  das  „Coordinatensystem'^  der  »t  in  der  Ebene  so  fixiert  sein, 
dass  durch  f{z^  =  0  eine  Ellipse  dargestellt  wird.  Wir  nehmen  an, 
dass  die  Discriminante : 

(1)  B  =  «1x0,8*  +  (h%(hi^  +  «880^12*  —  2aji2a,ja8i  —  a^ia^^(h^ 

eine  positive  ganze  Zahl  ist^  was  nötigenfalls  durch  Behaften  von  f{z^ 
mit  dem  Factor  —  1  erreichbar  ist. 

In  „Liniencoordinaten''  Ui  wird  unsere  Ellipse  durch  Nullsetzen  der 
mit/(£f,)  conjugierten  Form: 

(2)  gifhi  ^}  «*«)  =  -^11^1*  +  -4„W8*  +  A^u^^  +  2A^u^n^ 

+  24jiW8<*i  +  2A^^u,u^ 
darstellbar  sein^  wobei  die  Formeln  gelten: 

Nunmehr  seien  die  reellen  Grossen  i«i;  Us»  ^  die  Coordinaten  einer 
beliebigen  reellen,  die  Ellipse  nicht  schneidenden  Geraden.  Die  Coor- 
dinaten y^y  y^j  y^  des  Poles  dieser  Geraden  berechnen  sich  zu: 

D'yi  =  ^11  Wi  +  A,^u^  +  A^^u^, 

(4)  2>  •  ^2  =  A^u^  +  A^u^  +  ^3^3 , 

wobei  Aik  =  Akt  ist.  Diese  yt  legen  also  einen  beliebigen  Punkt  im 
EU^ßseninneren  fest.  Da  die  gewählte  Gerade  die  Ellipse  nicht  schneidet, 
so  ist  für  ihre  Coordinaten  Ui  der  Wert  ^(tiiiti^,  Ug)  negativ  und  also 
mit  —  D  von  einerlei  Zeichen.  Wir  können  demnach  unbeschadet  der 
Realität  der  Ui  setzen: 

(5)  fl'CwuM^Wa)  —  — D, 

und  hierdurch  sind  dann  die  Coordinaten  der  fraglichen  Geraden  bis  auf 
einen  gemeinsamen  Zeichenwechsel  eindeutig  bestimmt. 

Vermöge  der  so  definierten  xu  construieren  mr  nun  nach  Hermite 
eine  neue  temäre  quadratische  Form  q>(Zi,  z^,  z^)  in  folgender  Art: 

(())  9(^1,  z^,  z^)  =  f{z,,  z^,  z^)  +  2(u^z,  +  u^z^  +  u^z^y. 

Die  Discriminante  J  dieser  Form: 
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(7)  J^^ 


aii  +  2V,        ai2  +  2MiW8,    a«  +  2mi«3 

«21  +  äWjWi,       a^j  +  2V;  «88  +  2U2W8 

«31  +  2W5U1  ,       082  +  2  Wg Wj  ,      038  +  2  V 

stellt  sich  unter  Entwicklung  der  rechten  Seite  von  (7)  in  folgender 
Gestalt  dar: 

(8)  ^-2)  +  2(7(1*1,112,  148), 

so  dass  wir  unter  Benutzung  von  (5)  die  Gleichung  J  ^^  —  D  ge- 
winnen. 

Aus  dem  negativen  Zahlwert  der  Discriminante  J  von  q>{$i)  geht 
vermöge  einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  hervor,  dass  9  (^.) 
eine  definüe  Form  ist;  des  näheren  ist  sie  positiv,  da  g>{sii)  für  die 
Punkte  der  durch  f(j!i)  «>  0  dargestellten  Ellipse  positiv  ist*).  Übrigens 
merken  wir  nebenher  als  eine  invariantentheoretische  Eigenschaft  von 
q>(jSi)  an,  dass  (zufolge  leichter  Rechnung)  jede  der  beiden  Formen 
{filSi)  +  fpißi))  verschwindende  Discriminante  hat 

Es  ist  nun  der  erste  Hauptgesichtspunkt  der  Hermite'schen  Theorie, 
dass  der  indefiniten  Farm  f(/Si)  jede  in  der  beeeichneten  Weise  eu  ge- 
mnnende  positive  Form  q>{0i)  als  „associierif***)  sfugewiesen  wird,  und 
dass  die  indefinite  Form  f{z!)  dann  „reducierV^  genannt  wird,  faüs  sich 
eine  mit  ihr  associierte  positive  Form  g>(iSi)  finden  lässt,  die  reduciert 
ist.  Wie  man  sieht,  benotigt  man  hier  eine  Reductionstheorie  der 
positiven  temären  Formen,  und  zwar  in  dem  Umfange,  dass  nicht 
nur  ganzzahlige,  sondern  beliebige  reelle  Goefficienten  zugelassen  werden 
(was  übrigens  keine  Erschwerung  mit  sich  bringt).  Über  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Entwicklungen  soll  unten  weiter  berichtet 
werden. 

Vorab  möge  gleich  auch  noch  der  zweite  Hauptgedanke  der  Her- 
mite'schen  Theorie  genannt  werden,  den  wir  als  das  „Princip  der 
Monodromie  des  Poles  y^,  y^,  y^^^  bezeichnen  können.  Denken  wir 
der  einfachen  Sprechweise  halber  f{Zi)  sogleich  als  reduciert,  so  wird 
sich  ein  Punkt  yi  finden  lassen,  fQr  welchen  die  zugehörige  Form  q>{Zi) 
reduciert  ist.  Von  hieraus  lasse  man  den  Punkt  y<  einen  möglichst 
grossen  zusammenhängenden  Bereich  B  beschreiben,  so  dass  für  alle 
Punkte  yi  von  B  die  bezüglichen  Formen  9>(^<)  reduciert  bleiben. 

Eben  in  dieser  Massnahme  der  Einführung  der  yi  als  „continuier- 

*)  In  geometrischer  Sprechweise  interpretiert  man  fp(^,.)  =1  0  als  einen  be- 
stimmten imaginären  Kegelschnitt,  welcher  die  Ellipse  f{z^  «»  0  in  ihren  beiden 
imagin&ren  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  u^  berührt. 

**)  Diese  Benennung  stammt  von  Picard  her;    siehe  die  pg.  476  genannte 
Abhandlung  desselben. 
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licher  Variabelen^*  in  die  ;,aritbmetiscbe''  Theorie  der  indefiniten  Formen 
ist  die  Hauptleistung  Hermite's  zu  sehen,  welche  für  die  Weiterent- 
wicklung seiner  Theorie  charakteristisch  wurde.  Mit  diesem  Gegen- 
stande beschäftigt  sich  auch  schon  die  frühere  Abhandlung  Hermite's 
,jSur  VintroducHon  des  variables  continues  dans  la  tMorie  des  nombresf'*). 
Übrigens  bemerke  man,  dass  das  Princip  der  Bildung  der  Bereiche  jB 
sich  auf  die  oben  (pg.  467  £f.)  behandelten  indefiniten  Hermite'schen 
Formen  leicht  anwenden  lässt.  Doch  führt  diese  Maassregel,  wie  schon 
pg.477  angedeutet;  zu  denselben  Ergebnissen,  wie  die  Smith'sche  Methode. 

Die  WeiterführuDg  der  Überlegung  wird  nunmehr  eine  ganz  analoge 
sein,  wie  damals  (pg.  468  ff.).  Wir  werden  im  folgenden  Paragraphen 
noch  ausführlicher  darlegen,  wie  sich  das  ganze  Ellipseninnere  in  ein 
Netz  unendlich  vieler  Bereiche  B  zerlegen  lässt,  von  denen  sich  dann 
immer  eine  endliche  Anzahl  zu  einem  Discontinuitätsbereich  der  re- 
producierenden  Gruppe  zusammenlegen.  Zugleich  wird  es  hier  unter 
genauer  Analogie  zu  pg.  469  unmittelbar  deutlich  sein,  wie  wir  auf 
den  Zusammenhang  der  einzelnen  Bereiche  des  Netzes  einen  ,yÄlgorith- 
mtis  der  cantinuierlichen  Beductionf^  für  die  indefiniten  Formen  f{e^ 
auszubilden  haben. 

Auch  die  schliesslichen  Resultate,  welche  hieraus  für  unsere  re- 
producierenden  Gruppen  entspringen,  deuten  wir  schon  hier  kurz  an: 
Die  reproducierenden  Crruppen  Ff  toerden  Haupthreisgruppen  ,yendlicher^* 
CharaJdere  (j>,  n)  sein,  und  in  jedem  Einzelfalle  liefert,  der  Process  der 
conHnuierlichen  Beduction  ein  zugehöriges  System  von  endlich  vielen  Er- 
zeugenden.  — 

Indem  wir  uns,  wie  schon  gesagt,  vorbehalten,  diese  Gegenstande 
im  folgenden  Paragraphen  etwas  weiter  auszuführeu,  bringen  wir  nun 
zunächst  einige  historische  Angaben  über  die  positiven  teniären  Formen. 

Die  erste  abschliessende  Behandlung  der  Beductionstheorie  der 
definiten  ternären  Formen  ist  von  Seeber  gegeben  worden.  Es  be- 
ziehen sich  hierauf  Seeber's  „Untersuchungen  über  die  Eigenschaften 
der  posiHven  ternären  qtiadratischen  Formen^^**\  über  welche  Gauss  in 
den  Gottingischen  gelehrten  Anzeigen  vom  Juli  1831  einen  mit  wert- 
vollen weiteren  Ausführungen  versehenen  Bericht  gegeben  hat*^^).  An 
Seeber  knüpfen  verschiedene  Arbeiten  von  Dirichlet  und  Eisen- 
steint),  auf  welche  letztere  sich  Hernrite  bei  seinen  schon  genannten 
Untersuchungen  bezieht 

*)  Grelle*8  Journal  Bd.  41  (1851). 
•♦)  Freiburg  i.  B.,  1881. 
*♦♦)  Siehe  auch  Gauss'  Werke,  Bd.  2  pg.  188. 

t)  In  Crelle's  Journal,  Bde.  40  und  41  (1860  und  51). 
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Übrigens  sind  die  bis  dahin  gebrauchten  Reductionsbedingungen 
der  positiven  Formen  erst  noch  so  umständlich,  dass  Hermite  eine 
wirkliche  Durchführung  seines  oben  skizzierten  Ansatzes  auf  Grund 
jener  Reductionsbedingungen  nicht  lieferte.  Hier  ist  es  erst  Selling 
gewesen,  welcher  übrigens  ohne  Heranholung  wesentlich  neuer  Prin- 
cipien  durch  übersichtlichere  und  namentlich  in  geometrischer  Hin- 
sicht elegante  Reductionsbedingungen  der  positiven  Formen  in  den 
Stand  gesetzt  war,  den  Hermite'schen  Ansatz  der  Theorie  der  indefi- 
niten Formen  bis  zu  Ende  durchzufahren.  Die  Selling'sohe  Abhandlung, 
welche  mit  ausgebildeten  geometrischen  Vorstellungen  arbeitet,  trilgt 
den  Titel  „Ü6cr  binäre  und  temäre  quadratische  Formen^^*).  Bei  der 
nahen  Beziehung,  in  welcher  gerade  die  Durchführung  des  Hermite- 
schen Ansatzes  zu  unseren  eigenen  gruppentheoretischen  Aufgaben 
steht,  wird  es  gerechtfertigt  erscheinen,  wenn  wir  im  nächsten  Para- 
graphen einen  noch  etwas  weiterführenden  Bericht  der  Selling'schen 
Darlegungen  geben.  — 

Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Entwicklung  der  Theorie  der 
indefiniten  Formen  f{e^  kann  man  sich  übrigens  der  Vermutung  nicht 
▼erschliessen,  diese  Theorie  möchte  vielleicht  durch  Heranholung  neuer 
geometrischer  Hilfsmittel  noch  einer  wesentlichen  Umgestaltung  und 
Vereinfachung  zugänglich  sein.  Es  scheint,  dass  es  hier  ähnlich  liegt, 
wie  bei  den  indefiniten  Formen  des  vorigen  Kapitels.  Wir  haben  oben 
(pg.476)  über  Picard's  Behandlung  der  indefiniten  Hermite'schen  Formen 
referiert;  es  war  aber  kein  Zweifel,  dass  demgegenüber  die  im  vorigen 
Kapitel  bevorzugte  Behandlung  der  indefiniten  binären  Formen,  wie  sie 
im  wesentlichen  auf  Stephen  Smith  zurückgeht,  vor  der  Hermite'schen 
Theorie  zwar  nicht  die  principielle  Neuheit,  aber  doch  den  Vorzug 
weit  grosserer  Durchsichtigkeit  voraus  hat.  Als  wesentlicher  Gesichts- 
punkt ist  dabei  anzusehen,  dass  bei  dem  Aufbau  der  Theorie  der  in- 
definiten Formen  nach  St.  Smith  die  Zuhilfenahme  der  definiten  Formen 
überwunden  ist.  Was  wir  hier  für  die  indefiniten  temären  Formen 
postulieren,  ist  ein  ähnlicher,  sei  es  sachlicher,  sei  es  auch  nur  for- 
maler Fortschritt,  wie  er  für  die  binären  Formen  durch  St.  Smith 
gegenüber  Hermite  vollzogen  wurde. 

Wir  erwähnen  in  diesem  Zusammenhange  einen  Ansatz,  welchen 
Klein  neuerdings  entwickelt  und  im  binären  Gebiete  durchgeführt  hat**). 
Es  handelt  sich  hierbei  um  folgende  Auffassung. 


•)  Crelle's  Journal,  Bd.  77  (1874). 

**)  Man  vergl.  die  Notiz  ^^Über  eine  geometrische  Auffassung  der  gewähnlichen 
Kettenbruehentwicklung'^,  Gtöttinger  Nachr.  1896,  Heft  3. 
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Deutet  man  ie^i,  ^2,  z^  als  nicht-homogene  Raumcoordinaten,  so  wird 
durch  Nullsetzen  einer  indefiniten  Form  f(jSi)  ein  Kegel  zweiten  Grades 
dargestellt,  dessen  Scheitelpunkt  im  Nullpunkt  liegt.  Wir  behalten 
nur  die  eine  vom  Scheitelpunkt  ausstrahlende  Hälfte  des  Kegels  bei 
und  markieren  uns  die  gesamten  im  ,Jnnem'^  dieser  Hälfte  gelegenen 
yyganzzahligen'^  Punkte,  d.  i.  Punkte  ganzzahliger  04 ^  sowie  auch  die 
auf  dem  Kegelmantel  etwa  gelegenen  ganzzahligen  Punkte  ausser  dem 
Nullpunkte  selbst. 

Jetzt  denke  man  den  Kegel  aus  einer  elastischen  contrahierbaren 
Membran  gebildet ,  welche  in  der  unendlich  fernen  Ebene  längs  des 
Kegelschnitts  f(jSi)  =  0  eingespannt  erscheint  Indem  wir  der  Mem- 
bran die  Zusammenziehung  gestatten,  schreiben  wir  jedoch  vor,  dass 
alle  eben  markierten  ganzzabligen  Punkte  unpassierbar  sein  sollen. 
Die  Membran  wird  sich  auf  ein  d>enflächiges  und  dem  Kegd  sich 
nach  aussen  hin  immer  mehr  und  mehr  annäherndes  Polyeder  zusammen- 
ziehen^  welches  lauter  convexe  Kanten  sowie  convexe  und  zwar  ganzzaJUige 
Ecken  hat.  Dieses  Polyeder  heisse  das  zum  Kegel  gehörende  ,,ümriss- 
polyeder  der  ganzzahligen  Punktet'  oder  auch  kurz  das  zum  Kegel  ge- 
hörende „Umrisspolyeder^^. 

Die  Bedeutung  des  Umrisspolyeders  erhellt  aus  folgender  Be- 
trachtung. Eine  unimodulare  ganzzahlige  jet^- Substitution  transformiert 
den  Nullpunkt  und  die  unendlich  ferne  Ebene,  ausserdem  aber  das 
System  der  ganzzahligen  Punkte  in  sich.  SpecieU  stelU  eine  Zr  Sub- 
stitution der  reproducierenden  Gruppe  Ff  eine  solche  CoUineoHon  der  eben 
bezeichneten  Art  vor^  bei  wdcJier  der  Kegel  f{zi)  <»  0  und  damit  auch 
sein  Umrisspolyeder  in  sich  übergeht. 

Die  Meinung  ist  nun,  es  möchte  sich  auf  die  Umrisspolyeder  in 
ähnlicher  Weise  eine  Reductionstheorie  der  indefiniten  temären  Formen 
gründen  lassen,  wie  eine  solche  für  die  indefiniten  Gauss'schen  Formen 
auf  Grundlage  der  zugehörigen  „Umrisspolygone'^  von  Klein  aus- 
geführt ist*).  Dabei  würde  die  Projection  des  Umrisspolyeders  auf  die 
unendlich  ferne  Ebene  im  „Inneren^'  des  Kegelschnitts  ein  Netz  gerad- 
liniger Polygone  liefern,  aus  denen  wir  durch  geeignete  Aneinander 
reihung  zu  Discontinuitätsbereichen  von  Fj  gelängen  würden. 

Eine  Durchführung  des  so  beschriebenen  Ansatzes  oder  auch  nur 
eine  endgültige  Prüfung  seiner  Brauchbarkeit  ist  aber  zur  Zeit  noch 
jiicht  unternommen.  - 


*)  Siehe  hierüber  die  Jbereits  pg.  494  genannten  (autographierten)  Vor- 
lesungen Kleines  ^^AusgewähUe  Kapitel  der  ZahletUheorie  /**  vom  Wintersemester 
1895/96  (vergl.  auch  das  Referat  in  Bd.  48  der  Mathem.  Annalen  pg.  662). 
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Wir  benatzen  die  Gelegenheit,  hier  noch  folgende  historische 
Bemerkungen  anzuschliessen. 

Der  Erste,  welcher  die  Bedeutung  der  Theorie  der  indefiniten 
Formen  f{Zi)  fQr  die  automorphen  Functionen  erkannt  hat,  ist  Poincar^ 
gewesen*).  Derselbe  ist  frühzeitig  mit  den  bezüglichen  Untersuchungen 
Hermite's  und  Selling's  bekannt  gewesen;  und  es  scheint  sogar,  dass 
Poincare  von  hier  einen  wesentlichen  Impuls  zur  Inangriffnahme  seiner 
Untersuchungen  über  Hauptkreisgruppen  gewonnen  hat.  Späterhin  ist 
Poincar^  in  der  Abhandlung  ,,Les  fanctüms  fuchsiennes  et  Tarühm^tiquef^**) 
nochmals  auf  die  reproducierendeu  Gruppen  der  ternären  indefiniten 
Formen  zurückgekommen;  jedoch  geht  die  Entwicklung  daselbst  nicht 
viel  über  die  Anfange  der  Theorie  hinaus.  — 

Gegenüber  der  weit  entwickelten  Theorie  der  ternären  indefiniten 
Formen  f(zi)  sind  die  quatemären  Formen  F(Zi)  bislang  fast  un- 
bearbeitet geblieben.  Wir  kounen  hier  nur  erst  den  Versuch  von 
L.  Charve  nennen,  die  Principien  von  Hermite  und  Selling  auf  die 
Behandlung  der  quatemären  Formen  .F(^j)  in  Anwendung  zu  bringen***). 
Die  Verhältnisse  sind  hier  zwar  weit  complicierter,  aber  sie  gestalten 
sich  doch  in  den  wesentlichen  Punkten  analog  wie  im  ternären  Falle, 
so  dass  man  insbesondere  die  zur  einzelnen  Form  F(jSi)  gehörende 
reproducierende  Polyedergruppe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Sub- 
stitutionen wird  erzeugen  können.  Es  ist  kaum  zweifelhaft,  dass  der 
gleiche  Satz  auch  bei  den  reproducierendeu  Gruppen  der  complexen 
ternären  Formen  bestehen  bleibt;  doch  dürften  nach  dieser  Richtung 
hin  überhaupt  noch  keine  Untersuchungen  angestellt  sein. 

§  7.    Bericht  über  Selling^s  Behandlung  der  ternären  quadratischen 

Formen« 

Wie  in  Aussicht  genommen  wurde,  geben  wir  nunmehr  einen 
kurzen  Bericht  über  die  pg.  523  genannte  Arbeit  Selling's  über  ter- 
näre  quadratische  Formen;  wir  citieren  diese  Abhandlung  kurz  durch 
S.  mit  Angabe  der  Seitenzahl.  Es  mag  hierbei  gleich  vorher  bemerkt 
werden,  dass  wir  uns  (zum  Zwecke  des  engeren  Anschlusses  an  die 
Yoraufgehenden  Entwicklungen)  in  Bezug  auf  Bezeichnungsweisen  und 
geometrische  Deutungen  nicht  genau  an  Selling  binden  wollen.    Da- 

•)   Vergl.  hierzu   die  Notiz  Poincar^^s    „Sur  les  fonctions  fuchsiennes'^ , 
Comptes  rendns,  1881  Bd.  1  pg.  385. 

♦♦)  Liouville'B  Journal,  4*«  Folge,  Bd.  3,  pg.  406  (1887). 

***)  In  der  Abhandlung  „D«  la  ridudion  des  formes  quadratiques  qwUemaires 
positives'',  Annales  de  r^cole  normale,  2^  Folge,  Bd.  11  (1882);  siehe  auch  die 
Notiz  in  den  Comptes  rendns  yon  1883  pg.  773. 
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gegen  sollen  in  sachlicher  Einsicht  die  wesentlichen  Gesichtspunkte 
der  Selling'schen  Theorie  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  vorgelegt 
werden. 

Es  sei  in  der  nachfolgenden  Gestalt: 

(1)  q>{0^,  ^„  e^)  =  6u^i*+  6m V+  Kh^+'^Khh  +  ^K^i^i+^hi^i^i 

eine  deßnite  und  zwar  positive  temäre  Form  gegeben,  deren  Coefficienten 
im  übrigen  beliebige  reelle  Werte  haben  mögen.  Gauss  hat  in  seinem 
pg.  522  genannten  Berichte  über  Seeber  eine  geometrische  Deutung 
der  positiven  Formen  q>(jSi)  entwickelt,  von  welcher  Selling  ausgedehnten 
Gebrauch  macht.    Von  einem  gemeinsamen  Anfangspunkte  laufen  drei 

Strecken  der  Längen  ^6^,  V^>  V^*)  *^S;  'welche  in  der  Weise 
gegen  einander  orientiert  sind,  dass  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen 

den  Strecken  l/6«,  Ybkk  durch     **^ gegeben  ist.     Man  ergänze 

Vhi  Vhk 

das  Streckentripel  zum  Parallelepiped  und  mache  durch  Construction 
dreier  Systeme  paralleler  Ebenen  jenes  Parallelepiped  zum  Ausgangs- 
raum einer  regulären  Einteilung  des  ganzen  Raumes  in  congruente 
Parallelepipeda.  Behalten  wir  von  der  ganzen  Parallelepipedteilung 
nur  das  System  der  Eckpunkte  bei,  so  lässt  sich  das  gleiche  System 
der  Eckpunkte  noch  durch  unendlich  viele  weitere  Parallelepipedein- 
teilungen  erzeugen.  Die  diesen  verschiedenen  Einteilungen  zu  Grunde 
liegenden  Ausgangsparallelepipeda  liefern  gerade  die  gesamten  mit  ip  (ßi) 
äquivalenten  Formen. 

Um  unter  allen  diesen  Formen  (Parallelepipeden)  eine  als  „reduciert^^ 
zu  charakterisieren,  gehen  wir  mit  Selling  auf  das  einer  vorgelegten 
Form  q)(/Si)  zugehörende  Streckentripel  zurück.  Wir  setzen  hier,  von 
dem  gleichen  Anfangspunkt  beginnend,  eine  vierte  Strecke  hinzu,  welche 
der  Summe  der  drei  ersten  genau  entgegengesetzt  ist ;  alle  vier  Strecken 
werden  also,  als  Kräfte  im  Räume  gedeutet,  genau  im  Gleichgewicht  sein. 
Diese  Maassregel  hat  den  Zweck,  volle  Symmetrie  der  Reductionsbe- 
dingungen  zu  erzielen.  Wir  nennen  denmach  auch  die  Länge  der  vierten 

Strecke  Yb^  und  definieren  drei  weitere  Grössen  bn  dadurch,  dass  wir  den 

Cosinus  der  i*^  und  der  4**^  Strecke '  ,—    nennen.     Die   Berech- 

Vbii  Vbu 

nung  der  vier  hinzukommenden  Zahlen  i^^,  •  -y  b^  geschieht  nach  S. 
pg.  164  und  173  auf  Grund  der  folgenden  Formeln: 


*)  Man  bemerke,  dass  bei  einer  positiven  Form  {p(e^)  die  Coefficienten  6^^, 
6  , ,  &„  selber  positiv  sind. 


(2) 
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f^ii  +  hi  +  ^15  +  ^4  =  0, 
*i«  +  6«  +  *M  +  *w  =  0, 

*18  +  &M  +  *88  +  *84  =  0  , 
I6l4  +  6,4  +  654  +  &U  =  0, 

au8  denen  wir  noch  ablesen: 

611  +  &M  +  iss  +  *44  =  —  2(612  +  *18  +  &14  +  &83  +  *«4  +  *4«)- 

Jede  einzelne  der  oben  beschriebenen  parallelepipedischen  Raum- 
einteilungen liefert  nun  ein  bestimmtes  Streckenquadrupel^  während 
auf  der  anderen  Seite  das  einzelne  Streckenquadrupel  offenbar  immer 
vier  Parallelepipeda  liefert.  Jedes  Parallelepipedon  aber  liefert  sechs 
Formen,  da  noch  nichts  über  die  Reihenfolge  festgesetzt  ist,  in  welcher 
wir  den  Strecken  des  zugehörigen  Tripels  die  Nummern  1,  2,  3  er- 
teilen. Das  einzelne  Streckenquadrupel  ergiebt  somit  24  Formen,  denen 
wir  sogleich  wieder  begegnen  werden. 

Selling  knüpft  nun  die  Reductionsbedingungen  nicht  an  die  Pa- 
rallelepipeda, sondern  an  die  Streckenquadrupel.  Es  besteht  nämlich 
der  fundamentale  Satz:  Unter  den  unendlich  vielen  äquivalenten  Strecken- 
quadrupeln  lässt  sich  stets  eines  und  nur  eines  austcählenf  van  dessen 
sechs  Winkeln  keiner  spitz  ist.  Dieses  als  f^educiertf^  zu  bezeichnende 
Quadrupel  ist  durch  die  sechs  Ungleichungen: 

(3)      612^0,    6i3<:0,    614^0,    6,8<0,    6,4<0,    634^0 
charakterisiert^  denen  pian  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

h%SO,    628^0,    6,1^0, 

611  +  612  +  618^0, 

612  +  62«  +  628  >  0  7 
618  +  ftjs  +  6s8>Ö- 

Den  Beweis  des  angegebenen  Satzes  führt  Selling  (cf.  S.  p.  169) 
in  der  Weise,  dass  er,  so  lange  wenigstens  eine  unter  den  Zahlen  6a 
positiv  ist,  eine  Substitution  ausüben  kann,  welche  die  Summe  der  vier 
positiven  Zahlen  bu  verkleinert.  Sind  indes  die  Ungleichungen  (3) 
erreicht,  so  giebt  es  gerade  noch  genau  24  Substitutionen,  bei  denen 
diese  Bedingungen  nicht  wieder  verloren  gehen.  Diese  Substitutionen 
permutieren  einfach  die  unteren  Indices  1,  2,  3,  4  und  lassen  das 
Streckenquadrupel  als  ganzes  unverändert. 

Jene  24  Substitutionen,  welche  eine  Gruppe  vom  Typus  der  Okta- 
edergruppe bilden,  stellen  ein  wichtiges  Fundament  der  Selling'schen 
Reductionstheorie  dar.    Das  reducierte  Streckenquadrupel  liefert  nämlich 


(4) 
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insgesamt  24  Formen^  tvelche  zugleich  reduciert  heissen.  Dabei  sind  es  jeue 
24  eben  genannten  Substitutionen,  welche  diese  24  Formen  in  einander 
transformieren.  Übrigens  hat  man  diese  Verhältnisse  einfach  dahin 
aufzufassen,  dass  es  sich  hier  um  eine  Beschränkung  der  Äquivalenz 
der  temären  Formen  auf  eine  modulo  2  definierbare  ausgezeichnete 
Congruenzgruppe  des  Index  24  handelt. 

Wenn  man  will,  ist  es  sehr  leicht,  unter  den  24  zugleich  re- 
ducierten  Formen  eine  einzige  herauszugreifen.  Das  Nächstliegende  ist, 
dass  man  neben  den  Bedingungen  (3)  etwa  noch  die  Ungleichuugen 
vorschreibt: 

(5)  6ll  ^&«2<  688^^44- 

Selling  macht  von  einer  derartigen  Einschränkung  der  Reductions- 
bedingungen  keinen  Gebrauch,  so  dass  er  in  jeder  Classe  24  im  all- 
gemeinen von  einander  verschiedene  reducierte  Formen  hat.  (Siehe 
jedoch  S.  pg.  170.)  — 

Es  ist  nützlich,  für  die  definiten  Formen  auch  noch  eine  andere 
geometrische  Denkweise  zu  erwähnen,  welche  übrigens  Selling  nicht 
benutzt. 

Setzt  man  die  sechs  Coefficienten  bik  einer  Form  g>(ßi)  als  homo- 
gene Coordinaten  eines  Raumes  R^  von  fünf  Dimensionen  an,  so  wird 
durch  die  Forderung,  dass  q){Zi)  definit  sein  soll,  in  diesem  Räume 
ein  beschränkter  Bereich  festgelegt,  den  wir  den  ,,Baum  der  definiten 
Formen  <p{Zif^  nennen  und  etwa  durch  B^  bezeichnen.  Der  Über- 
gang zu  einer  äquivalenten  Form  bewirkt  eine  unimodulare  ganzzahlige 
Substitution  der  Coefficienten  hik  und  damit  eine  „Collineation^^  des 
Raumes  22^  sowie  des  Raumstücks  B^  in  sicL  Die  Oesamtgruppe  der 
unimodularen  ganzzahligen  temären  ;?,- Substitutionen  nimmt  so  die 
Gestalt  einer  Gruppe  von  Collineationen  des  Raumes  B^,  bez.  B^  in  sich 
an,  und  hier  im  Baume  der  definiten  temären  Formen  wird  die  Gruppe 
eigentlich  discontinuierlich;  der  Discontinuitätsbereich  ist  direct  durch 
die  Bedingungen  (4)  und  (5)  festgelegt 

Wir  bleiben  nunmehr  den  Selling'schen  Festsetzungen  getreu,  wenn 
wir  nicht  die  eben  gemeinte  Gesamtgruppe,  sondern  die  vorhin  bereits 
erwähnte  in  ihr  enthaltene  Untergruppe  »weiter  Stufe  des  Index  24  zu 
Grunde  legen,  deren  Discontinuitätsbereich  durch  die  sechs  Bedingungen 
(4)  charakterisiert  und  also  durch  sechs  ,,Ebenen*^  des  B^  eingegrenzt 
ist*).     Diese  sechs  „Ebenen'^  liefern  alsdann  sechs  erzeugende  Substitu- 


*)  Übrigens  hätte  es  sachlich  keinerlei  Schwierigkeit,  statt  dessen  unter 
Hinzanahme  der  Beductionsbedingungen  (5)  an  der  Gesamtgruppe  festzuhalten. 
Nnr  würde  hierdurch  die  Symmetrie  der  Betrachtung  Einbnsse  erleiden. 
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tiofien  der  fraglichen  Gruppe,  die  wir  in  der  Gestalt  als  ternäre  ;ßr,- Sub- 
stitutionen durch   die  folgenden  Schemata  der  Coefficienten  angeben: 


Wegen  weiterer  Einzelausführungen,  über  diesen  Gegenstand  verweisen 
wir  auf  die  Abhandlung  von  L.  Charve  „De  la  rdduction  des  formes 
quadratiques  femaires  positives  cfc/**),  sowie  auf  die  Dissertation  von 
Furtwängler  „Zwr  Theorie  der  in  Linearfactoren  zerlegbaren  ganz- 
zahligen  temären  cubischen  Formen*^**).  — 

Indem  wir  nunmehr  zu  den  indefiniten  ternären  Formen  f(z,)  mit 
ganzzahligen  Coefficienten  übergehen,  haben  wir  zunächst  zu  erwähnen, 
dass  die  oben  (pg.  520)  im  Anschluss  an  die  Hermite'schen  Formeln 
entwickelten  geometrischen  Vorstellungen  etwas  andere  sind,  als  die 
von  Selling  benutzten.  Man  kann  den  Unterschied  in  der  Hauptsache 
dahin  angeben,  dass  die  pg.  520  eingeführten  Grössen  y^,  y^^  y^  bei 
Selling  Parallelcoordinaten  im  Baume  bedeuten.  Die  a.  a.  0.  unter  (5) 
angegebene  Gleichung: 

welche  man  vermöge  der  Transformation  (4)  pg.  520  auf  die  yi  trans- 
formieren wolle,  liefert  alsdann  ein  zweischaliges  Hyperboloid;  und  auf 
der  einen  Schale  desselben  finden  die  Selling'schen  Constructionen  statt. 
Indem  wir  diese  Constructionen  an  Stelle  der  Hyperboloidschale  in 
das  Innere  der  durch  f{z^  <»  0  dargestellten  Ellipse  verlegen,  gewinnen 
wir  unmittelbaren  Anschluss  an  die  geometrischen  Vorstellungen,  welche 
wir  in  der  Einleitung  allgemein  zur  Grundlegung  der  Theorie  der 
hyperbolischen  Botationsgruppen  entwickelten.  — 

Nunmehr  gilt  es,  auf  Grund  der  so  gewonnenen  Reductionstheorie 
der  positiven  Formen  bei  den  indefiniten  Formen .  den  Hermite^ sehen  An- 
satz durchzuführen.  Durch  die  Formel  (6)  pg.  520  waren  einer  ein- 
zelnen  indefiniten  Form  f(jSi)   unendlich    viele   positive  Formen   (p(Zi) 


*)  Annales  de  r^cole  normale,  2^  Folge,  Bd.  9  (1880). 
**)  Göttingen  1896. 
Frioke-Klein,  Automorph«  iTonotionen.   I.  84 
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als  associiert  zugewiesen.     Die  Coefficienten  hik  dieser  Formen  sind: 

(6)  hik  =  aik  +  2uiUk, 

t(,y  f^,  t<3  in  der  oben  besprochenen  Bedeutung  gebraucht.  Üben  wir 
nunmehr  irgend  eine  ganzzahlige  unimoduläre  Substitution: 

(7)  ei  =  ßiiZi  +  ßi2is%  +  /Jt-s^s' 
aus^  so  geht  die  Gleichung  (6)  pg.  520  über  in: 

wobei  zwischen  den  Ui  und  den  u{  die  zu  (7)  contragrediente  Sub- 
stitution besteht.  Wie  man  sieht ,  ist  hier  q/  wiederum  eine  zu  f 
associierte  Form;  diese  Zuordnung  wird  also  bei  Ausübung  der  Trans- 
formation (7)  nicht  gestört. 

Wir  gehen  nun  auf  die  pg.  521  angegebene  Definition  reducierter 
indefiniter  Formen  zurück,  indem  wir  die  soeben  unter  (3)  bez.  (4) 
gegebenen  Reductionsbedingungen  positiver  Formen  zu  Grunde  legen. 
Da  sich  jede  positive  Form  durch  eine  Substitution  (7)  in  eine  redu- 
cierte  transformieren  lässt,  so  entspringt  der  erste  Satz:  Auch  jede 
indefinite  temäre  Form  f{z^  ist  wenigstens  mit  einer  reducierten  Form 
äquivalent  Wählen  wir  nämlich  irgend  einen  Punkt  y^y  y^,  y^  im  In- 
neren der  Ellipse  f(jSi)  «s  0  und  construieren  für  diesen  Punkt  y  nach 
pg.  520  die  associierte  Form  9>(^i),  so  giebt  es  eine  etwa  durch  8  zu 
bezeichnende  Substitution  (7),  welche  9  und  damit  f  in  eine  reducierte 
Form  transformiert 

Demnächt  gestatten  wir  dem  Punkte  y  Beweglichkeit  im  EUipsen- 
inneren  und  beschreiben  (wie  schon  pg.  521  angedeutet)  mit  diesem 
Punkte  einen  möglichst  grossen  Breich  B  derart,  dass  für  alle  Punkte 
von  B  die  zugehörigen  Formen  9  durch  eben  dieselbe,  soeben  durch  S 
bezeichnete  Substitution  (7)  in  reducierte  übergeführt  werden.  Vom 
Bereich  B  zeigt  Selling  (in  unserer  Sprechweise  ausgedrückt),  dass  er 
die  Ellipse  f{Zi)  ^^  0  höchstens  in  einzelnen  und  zwar  rationalen  Punkten 
erreichen  kann;  kommen  rationale  Punkte  auf  der  Ellipse  nicht  vor,  so 
verläuft  B  durchaus  im  Inneren  der  Ellipse.  Auf  dem  Rande  von  B  hören 
die  bezüglichen  Formen  g>  auf,  reduciert  zu  sein.  Hieraus  geht  hervor, 
dctös  der  im  Inneren  der  Ellipse  verlaufende  Bereich  B  zu  Bandctirven 
lauter  Stücke  von  gewissen  Ourven  zweiten  Grades  hat,  deren  Anzahl  <.  6 
ist.  Ist  nämlich  f  selber  reduciert,  und  wählen  wir  insbesondere  den 
zur  Identität  iS  =  1  gehörenden  Bereich  -B,  so  werden  nach  (4)  und 
(6)  die  Randcurven  dieses  Bereiches  B  von  Stücken  der  sechs  Curven 
zweiten  Grades  gebildet  werden: 
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(8) 


«11  +  «12  +  «13  +  2Mi(fei  +  t*2  +  w«)  =  0, 

«12  +  «M  +  «28  +  2ti2(Ui  +  W,  +  Ms)  =  0, 
«13  +  «23  +  «83  +  2M8(Mi  +  W^^  +  W3)  =  0*). 

Bei  einer  beliebigen  reducierten  oder  nicht-reducierten  Form  f(jSi)  ist 
der  zur  Substitution  8  gehörende  Bereich  B  eben  durch  diese  Sub- 
stitution S  coUinear  auf  einen  Bereich  der  zuletzt  gemeinten  Art  be- 
zogen; der  über  die  Bandcurven  der  Bereiche  B  aufgestellte  Satz  gilt 
somit  allgemein. 

Lassen  wir  nun  den  Punkt  y  eine  Randcurve  des  Bereiches  B 
überschreiten,  so  werden  die  demnächst  sich  anreihenden  positiven 
Formen  q>(Zt)  nicht  mehr  durch  S,  sondern  durch  eine  neue  Substitution 
8'  in  reducierte  verwandeli  Dieser  Substitution  S'  gehört  dann  ein 
mit  B  benachbarter  Bereich  f  zu;  und  indem  wir  in  gleicher  Weise 
fortfahren  y  werden  wir  schliesslich  das  ganze  EUipseninnere  durch  ein 
Netz  von  Bereichen  B  ausfüllen  können. 

Die  Beschaffenheit  dieses  Bereichnetzes  wird  nun  von  Selling  ein- 
gehend untersucht  Es  zeigt  sich^  dass  kein  Bereich  B  durch  eine  ein- 
zige in  sich  zurücklaufende  Curve  (8)  berandet  sein  kann  (S.  pg.  183). 
Auf  dem  Rande  jedes  Bereiches  werden  somit  Ecken  auftreten.  Dabei 
giebt  es  abgesehen  von  etwaigen  auf  der  Ellipse  f(z^  =  0  selbst  ge- 
legenen (rationalen)  Ecken  zwei  verschiedene  Arten  von  Eckpunkten^ 
die  Selling  ihrer  Natur  nach  als  ,,Spaltungspunkte''  und  ,|Kreuzungs- 
punkte'^  unterscheidet  (S.  pg.  184  u.  f.).  Die  in  einem  Spaltungspunkte 
zusammenlaufenden  Bandcurven  (8)  verlieren  nach  Durchschreiten  des 
Eckpunktes  ihren  Charakter  als  Grenzen  zweier  Bereiche  B,  so  dass 
hier  die  einzelne  solche  Randcurve  immer  in  mehrere  andere  ,,ge- 
spalten'^  erscheint.  Dagegen  behält  bei  Durchschreiten  eines  Kreuzungs- 
punktes die  einzelne  Curve  (8)  beiderseits  den  Charakter  als  Grenze 
von  Bereichen  B.  In  einem  Eckpunkte  verschwinden  stets  zwei  von 
den  sechs  Grössen  b^^,  bizf  •  •;  ^84  ^^^  definiten  Form  q>(Zi).  Spaltungs- 
punkte werden  geliefert  von  den  drei  Combinationen: 

&12  =  *34  =  0,       &18  =  *24  =  0>       &14  =  &23=0j 

den  übrigen  zwölf  Combinationen  gehören  Kreuzungspunkt«  zu. 

*)  Bei  der  geometrischen  Interpretation  dieser  Gleichungen  hat  man  an  der 
Festsetzung  (5)  pg.  620  festzuhalten,  derzufolge  in  den  Gleichungen  (8)  des  Textes 

die  Coefficienten  a^^  durch  a.j^  = ^r  fl^C^i»  w,,  Uj)  zu  ersetzen  sind.    Natürlich 

kann  man,  wenn  man  will,  an  Stelle  der  Liniencoordinaten  u^  durch  die  Trans- 
formation (4)  pg.  620  die  Punktcoordinaten  y^  einführen. 

34* 
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Von  den  eben  gemeinten  Eckpunkten  macht  Selling  Gebrauch 
beim  Beweise  des  Satzes ^  dass  bei  gegebener  Discritninante  D  nur  eine 
begrenzte  Aneahl  reducierter  indefiniter  Formen  f{z^  existiert  (S.  pg.  194). 
Da  nämlich  der  ganze  Bereich  B  eine  und  dieselbe  reducierte  Form 
f{z^  liefert,  so  dürfen  wir  zu  deren  Bestimmung  den  Punkt  y  sogleich 
in  eine  Ecke  des  Bereiches  B  legen.  Der  Erfolg  ist,  dass  zwei  unter 
den  zugehörigen  Zahlen  bn  verschwinden;  womit  zugleich  die  u, 
bestimmt  werden.  Der  Ansatz  der  Reductionsbedingungen  fQr  die 
Coefficienten  von  tpißi)  liefert  daraufhin,  wie  die  nähere  Untersuchung 
zeigt,  solche  Einschränkungen  für  die  Coefficienten  aik  der  reducierten 
Formen  /"(je?,),  dass  bei  gegebenem  D  in  der  That  nur  eine  endliche 
Anzahl  zulässiger  ganzzahliger  Wertsysteme  a^  angegeben  werden  kann. 

Denken  wir  der  einfachen  Sprechweise  halber  die  Form  f{z^ 
gleich  selbst  reduciert,  so  wird  für  diese  Form  in  einer  vom  vorigen 
Kapitel  her  sehr  bekannten  Weise  ein  ,^Process  der  continuierlichen 
Beduetion^^  begründet.  Von  dem  zur  Substitution  5=1  gehörenden 
Bereiche  B  durchlaufen  wir  das  Netz  nach  allen  Richtungen  hin  und 
werden  jedesmal  bei  Übertritt  in  einen  neuen  Bereich  zu  einer  wei- 
teren mit  f(Zi)  äquivalenten  und  gleichfalls  reducierten  Form  den  Fort- 
gang nehmen,  wobei  diese  letztere  Form  aus  der  voraufgehenden  im 
allgemeinen  durch  eine  der  sechs  Substitutionen  von  pg.  529  hervor- 
geht, in  besonderen  Fällen  jedoch  durch  eine  aus  einer  kleinen  An- 
zahl weiterer,  aus  jenen  sechs  erzeugbarer  Substitutionen*). 

Dass  nach  diesen  Ergebnissen  und  insbesondere  wegen  der  End- 
lichkeit der  Red uciertenan zahl  bei  gegebenem  D  sich  für  die  repro- 
ducierenden  Gruppen  1}  der  indefiniten  temären  Formen  wörtlich  die- 
selben Folgerungen  ziehen  lassen,  wie  wir  sie  oben  (pg.  472  ff.)  für  die 
reproducierenden  Gruppen  der  indefiniten  Hermite'schen  Formen  aus- 
führten, ist  selbstverständlich.  Es  entspringt  der  Satz:  Die  reprodu- 
cierenden Gruppen  Ff  der  indefiniten  temären  Formen  f{Zi)  sind  hyper- 
bolische Rotationsgruppen  y^endlicher^^  Charaktere  Cp,  w),  und  der  Process 
der  continuierlichen  Beduction  liefert  im  Einzelfalle  ein  System  erzeugen- 
der Substitutionen  der  Gruppe,  Doch  erinnern  wir  daran,  dass  wegen 
der  Beschränkung  auf  die  Reductionsbedingungen  (4)  pg.  527  die  hier 
entspringende  reproducierende  Gruppe  noch  nicht  die  Gesamtgruppe 
ist,  sondern  eine  in  letzterer  enthaltene  Congruenzgruppe  zweiter 
Stufe  darstellt  (cf.  pg.  528). 


*)  Man  vergl.  hiermit  die  ganz  analogen  Erörterungen  über  die  indefiniten 
Hermite^scben  Formen  pg.  470. 
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§  8.    Arithmetisohes  Bildungsgesets  der  £;- Gruppen  1}  der 

indefiniten  Formen  f{Zi). 

Durch  die  entwickelten  Methoden  können  wir  bei  jeder  Gruppe 
Ff  einer  indefiniten  temären  Form  ein  System  erzeugender  Substitu- 
tionen bestimmen  und  von  hieraus  beliebig  viele  weitere  Substitutionen 
dieser  Gruppe  berechnen.  Aber  es  gilt  hier  im  speciellen,  was  pg.  446 
allgemein  angegeben  wurde:  durch  Combination  der  Erzeugenden  in- 
ductiv  auf  den  ^^allgemeinen^'  arithmetischen  Charakter  von  1}  zu 
schliessen,  gelingt  nur  in  Ausnahmefällen.  Andrerseits  wird  durch 
die  Angabe,  dass  durch  die  temären  Substitutionen  unserer  1}  die 
zugehörige  Form  f{z^  in  sich  transformiert  wird,  der  arithmetische 
Charakter  dieser  Substitutionen  nur  erst  mittelbar  angegeben.  Ge- 
rade wie  bei  den  indefiniten  Hermite'schen  Formen  (pg.  482)  werden 
wir  eine  directe  Kenntnis  des  arithmetischen  Bildungsgesetzes  der 
Gruppe  1/  anstreben,  um  auf  diese  Weise  das  „Zustandekommen 
der  Gruppe''  unmittelbar  zu  verstehen.  Es  ist  hierbei  das  Einfachste, 
gerade  wie  oben  (pg.  482)  die  £;- Substitutionen  der  1}  auf  ihre  Bau- 
art zu  untersuchen,  da  die  Combination  der  S- Substitutionen  leichter 
übersehbar  ist,  als  die  der  temären  ^sr^  Substitutionen. 

Formen,  die  rational  in  einander  transformierbar  sind,  liefern 
commensurabele  Gruppen  (cf.  pg.  507);  und  es  sind  die  gemeinsamen 
Untergruppen  „Congmenzgruppen'',  die  unseren  arithmetischen  Hilfs- 
mitteln verhältnissmässig  leicht  zugänglich  sind.  Wir  werden  somit 
unsere  Aufgabe  bis  zum  gewissen  Grade  vollständig  lösen,  falls  wir 
aus  jedem  System  rational  in  einander  transformierbarer  Formen 
wenigstens  eine  Form  zur  näheren  Untersuchung  heranholen.  Diesem 
genügen  wir  nach  pg.  518,  falls  wir  uns  auf  die  Formen: 

f{Zi)  =  axfi**  +  6^2*  +  c  V 

beschränken,  wo  a,  &,  c  in  dem  daselbst  angegebenen  Sinne  ge- 
braucht sind. 

Die  Zahlen  a,  &,  c  sind  nun  nicht  alle  von  einerlei  Zeichei),  und 
wir  können  nötigenfalls  durch  Zusatz  des  unwesentlichen  Factors  —  1 
erreichen,  dass  nur  eine  unter  ihnen  positiv  ist.  Indem  wir  weiter 
eventuell  noch  eine  Permutation  der  Zi  vornehmen,  dürfen  wir  die  zu 
untersuchende  Form  in  der  Gestalt: 

(1)  f{0>)  =pz^^  —  3^/  -  rV 

anschreiben,  wo  p,  q,  r  drei  positive  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  je 
zwei  relativ  prim  zu  einander  sind,  und  von  denen  keine  einen  qua- 
dratiscfien  Factor  ausser  1  aufweist  (cf.  pg.  518). 
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Wir  setzen  nun  zuDächst  die  continuierliche  temäre  Gruppe  aUer 
Substituticnen  {erster  Art)  der  Form  (1)  in  sich  an.  Zu  diesem  Zwecke 
benutzen  wir  die  Vermittlung  der  Form  (y^  y^  —  y,*) ,  welche  wir 
von  (1)  aus  vermöge  der  (irrationalen)  Transformation: 

(2)     yi  =  s!iVp+ffiVry    Vi^^iVi,    yz  =  f^iVp  —  hV^ 

erreichen.  Für  die  Form  (y^yg  —  y^)  sind  nämlich  die  gesuchten  ter- 
nären  Substitutionen  aus  (7)  pg.  14  bekannt.  Gehen  wir  zu  den  Zi 
zurück,  so  finden  sich  von  (7)  pg.  14  aus  für  die  zu  f{e^  gehörenden 
»i  -  Substitutionen : 

(3)  £?/  =  anZi  +  ai^ß%  +  Oi^e^ 

folgende  neun  schematisch  zusammengestellten  Goefficienten : 

um  die  gesamte  continuierliche  Gruppe  von  /*(;?,)  zu  gewinnen,  müssen 
wir  hier  für  a,  /3,  y,  ö  alle  reellen  unimodularen  Zahlqnadrupel  ein- 
tragen.    Die  correspondirenden  g- Substitutionen  sind  natürlich: 

(5)  ^•~W+^        "^^        aS-ßY^l.- 

Die  reproducierende  1}  gewinnen  wir  nun,  indem  tvir  hier  a,  ß,  y,  d 
in  der  allgemeinsten  Weise  so  bestimmen,  dass  die  neun  Goefficienten  (4) 
der  gi' Substitution  ganze  rationale  Zahlen  werden. 

Um  diese  Forderung  näher  zu  discutieren,  setzen  wir  die  Goeffi- 
cienten der  ;8r,- Substitution  wie  in  (3)  gleich  an  und  entnehmen  zu- 
nächst aus  (4): 

«11 +  «83—«*+*%     a22+l-=2a*,     «11— a33=/J*  +  y^    a^^  —  l=2ßy. 

Da  die  an  ganze  rationale  Zahlen  werden  sollen,  so  müssen  (a  +  dy 
und  (/J  +  yY  auch  solche  sein,  und  wir  nennen  die  letzteren  etwa 
A,  J?,  C,  D]  offenbar  handelt  es  sich  hierbei  um  nicht-negative  ganze 
Zahlen,     Die  §- Substitution  nimmt  daraufhin  die  Form  an: 

1/2  +  VB      yc  +  VT) 

(6)  («'^)='  '-'^       ' 
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und  da  sie  onimodular  ist,  so  haben  wir: 

(7)  ^  — B+C— 2)  =  4. 

Umgekehrt  berechnen  sich  von  hieraus  a^i,  or^gy  cc^  stets  und  nur 
dann  ganzzahlig,  wenn  die  Congruenzen  gelten: 

A  =  B,  C=D  (mod.  2);        A+  B  =  C+D  (mod.  4). 

Unter  Benutzung   der  Gleichung  (7)    ersetzt  man  diese  Congruenzen 
leicht  durch: 

(8)  A  =  B=  C=  D  (mod.  2).  — 

Für  die  sechs  noch  rückständigen  Goefficienten  «a  finden  wir  ans 
den  Formeln  (4)  und  (6): 


(9) 


yACqr^  rcc^^  —  qa^^ ,    j/BDq r  =  ra^^  +  ff «ga > 


VADpq^pa^^  +  qa^^,     YBCpq  =l?a,2  —  qt^^i- 

Dieser  Ansatz  ist  nun  auf  Grund  der  Forderung  ganzzahliger  an 
weiter  zu  discutieren. 

Ist  erstlich  keine  unter  den  Zahlen  A^  B,  C^  D  gleich  Null,  so 
bilden  wir  folgenden  Anzatz: 

^  =  Pi  2i  »'i  ^1  «^    -B  =  ft  ?2  ^«^s  6*, 

Hierbei  sollen  a^,  b^,  (?y  d^  die  grossten  in  A  bez.  By  C,  D  aufgehenden 
Quadrate  sein;  die  rückständigen  Factoren  können  wir  dann  jeweils 
so  zerlegen,  dass  $i  prim  gegen  pqr  ist,  während  pi  in  p^  qi  in  q,  r»* 
in  r  aufgeht. 

In  den  Gleichungen  (9)  stehen  nun  allenthalben  rechter  Hand 
und  also  auch  links  ganze  rationale  Zahlen.  Aus  der  ersten  dieser 
Gleichungen  schliessen  wir  somit,  dass 

(10)  l>PiPa-ft2«-*'n**a-«i«a 

ein  Quadrat  ist;  und  da  die  vier  in  (10)  hervorgehobenen  Factoren 
gegen  einander  durchgehends  relativ  prim  sind,  so  ist  jede  der  vier 
Zahlen: 

(11)  pp^p^,    q^q^y    rr^r^y    s^s^ 

einzeln  ein   Quadrat.    Nun   ist  weder  q^  noch  q^  durch  das  Quadrat 
einer  von  1  verschiedenen  Primzahl  teilbar.     Jeder  Primfactor  von  q^ 
wird  somit  in  q^  aufgehen  müssen  und  umgekehrt;    d.  h.  wir  haben 
•    ffi  =■  ffa  und  folgern  in  derselben  Art  Sj  =  5, . 

Indem  wir  die  übrigen  Gleichungen  (9)  einer  entsprechenden  Dis- 
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cussion  unterwerfen,  bestimmt  sich  der  für  Ay  B,  Cy  D  gemachte  Au- 
satz des  näheren  zu: 

A=p^q^r^sa\    B=p^q^r^sh\ 

bei  den  Factoren  $y  welche  sich  alle  als  gleich  erweisen,  ist  der  Index 
fortgelassen. 

Erst  jetzt  benutzen  wir,  dass  pPiP%  ein  Quadrat  sein  muss.  Haben 
Pi  und  p^  den  grossten  gemeinsamen  Teiler  p^^  so  sei  p^  =^PoPif 
JPs  "^  PoPi'  ^^  alsdann  auch  p  -  PiP^  ein  Quadrat  ist,  so  folgert  man 
wie  oben  p  ^^PiP%*  Man  kann  den  Factor  p^  m  s  hineinnehmen  und 
lasse  die  oberen  Indices  bei  p^j  p^  fort.  Indem  man  die  analoge  Über- 
legung für  r^,  r^,  ^j,  q^  durchfährt,  bleibt  schliesslich  der  Ansatz  (12) 
zwar  formal  unverändert;  indes  ist  jetzt  s  nicht  mehr  notwendig  prim 
gegen  pqr^  sondern  bedeutet  irgend  eine  noch  nicht  näher  bestimmte, 
durch  kein  Quadrat  >  1  teilbare  Zahl,  und  es  treten  die  drei  Glei- 
chungen hinzu: 

(13)  p  =PiP2,    q  =  2i&,    r  =  r^r^.  — 

Dieses  Ergebnis  bleibt  nun  auch  dann  bestehen,  wenn  unter  den 
Zahlen  Aj  B^C^B  eine  oder  mehrere  yerschwinden.  Ist  z.  B.  die 
Zahl  Z)  =*  0,  so  setze  man  Aj  B,  C  wie  oben  an  und  benutze  gleich- 
falls wie  oben  die  erste,  dritte  und  letzte  Gleichung  (9).  Es  ergeben 
sich  die  Darstellungen: 

A^p^q^r^sa^y    B  =  p^q^r^sb*,    C^p^q^r^Si? 
mit  der  Bedingung,  dass  die  drei  Producte: 

Quadrate  sein  müssen.  Hieran  knüpft  man  dieselbe  Betrachtung  wie 
oben  und  findet  die  ersten  drei  Gleichungen  (12),  in  dem  oben  be- 
zeichneten Sinne  verstanden,  wieder;  die  vierte  Gleichung  (12)  wird 
man  dann  einfach  hinzuschreiben  können,  indem  man  auf  der  rechten 
Seite  derselben  unter  d  die  Zahl  0  versteht.  Ebenso  erledigen  sich  die 
übrigen  Fälle  teilweise  verschwindender  Zahlen  Aj  B,  C,  B, 

Die  ganze  Zahl  s  als  gemeinsamer  Teiler  von  J.,  JB,  C,  B  wird 
zufolge  (7)  in  4  aufgehen.  Da  aber  s  durch  kein  Quadrat  teilbar  ist, 
so  hat  man  nur  die  beiden  Möglichkeiten  s  =  1  und  s  =  2.  — 

Wir  setzen  nun  bei  beliebig  gewählten  Zerlegungen  (13)  der 
Zahlen  p,  q^  r  in  positive  ganzzahlige  Factoren  die  Ausdrücke  (12) 
für  Af  B,  Cy  B  in  (9)  ein  und  fragen,  ob  für  die  Ganzzahligkeit  der 
an  noch  weitere  Bedingungen  erforderlich  sind  oder  nicht. 

Die  linken  Seiten  der  ersten  beiden  Gleichungen  (9)   sind  ganze 
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durch  pr  teilbare  Zahlen,  die  einander  zufolge  (8)  modulo  2  congruent 
sind.  Sind  somit  p  und  r  beide  ungerade ,  so  berechnen  sich  a^^  und 
«31  ganzzahlig.  Ist  eine  der  Zahlen  p,  r,  etwa  p^  gerade,  so  sind  zwei 
von  den  Zahlen  A,  B,  C,  D  und  deshalb  zufolge  (8)  alle  durch  2 
teilbar.     Es  wird  demnach  ABpr  durch  8  und  also  als  Quadrat  sogar 

durch  16  teilbar  sein.    Die  ganze  Zahl  yABpr  ist  daraufhin  durch  4 

teilbar  und  also  ein  Multiplum  von  2p,  und  dasselbe  folgt  für  YCDpr. 
Es  werden  sich  demnach  auch  jetzt  wieder  a^,  und  a^j^  ganzzahlig  be- 
rechnen. Die  gleiche  Betrachtung  wird  man  sofort  fQr  die  übrigen 
Gleichungen  (9)  durchführen,  so  dass  sich  sämtliche  cca  ganzzahlig 
bestimmen. 

Indem  wir  jetzt  nach  einander  s «»  1  und  s  ^=»2  nehmen ,  haben 
wir  folgendes  Theorem  gewonnen:  Die  reproducierende  Gruppe  der 
unter  (1)  gegd)enen  temären  indefiniten  quadraüschen  Form  f(jSi)  be- 
steht in  der  Gestalt  als  ^-Gruppe  aus  allen  Substitutionen  der  beiden 
Gestalten: 


aV]M\  +bVptrt  y--        c  Vp^  +  d  Vp^r,  y— 


(14) 


—  cy^  +  dVp^r,  y--       ^iVPir^-  ^Vp^t yr 


(15) 


—^VKÜ  +  ä  Vp^r^  y—         aVPiT^  —bVp^r^  y- 


1/2  ^^''  }/2 

ioelche  folgenden  Vorschriften  gemäss  gebildet  sind:  Es  ist  erstlich  eine 
beliebige  Zerlegung  (13)  (fer  Zahlen  p,  q,  r  in  positive  ganzzahlige  Factor en 
heranzuziehen.  Für  diese  Zerlegung  ist  alsdann  (damit  die  Substitutionen 
(14)  und  (15)  unimodtdar  u^den)  die  erste  bez.  zweite  der  Gleichungen: 

vorzulegen  und  in  allen  Quadrupeln  ganzer  Zahlen  a,  b,  c,  d  auszulösen; 
jedocJi  gut  hierbei  im  Falle  (14),  d.  ü  für  die  erste  Gleichung  (16)  noch 
die  Vorschrift: 

(17)  ap^q^r^  =  bp^q^r^  =  cp.q^r^  =  dp^q^r^     (mod.  2). 

Die  Congruenz  (17)  tritt  an  Stelle  der  Bedingung  (8).  Letztere 
ist  für  5  =  2,  d.  h.  für  die  Substitution  (15)  stets  von  selbst  erfüllt. 
Bei  lauter  ungeraden  Zahlen  p,  9,  r  wird  man  an  Stelle  von  (17)  ein- 
facher schreiben: 
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(18)  a  =  'b^c  =  d    (mod.  2); 

und  übrigens  bemerke  man,  dass  diese  Bedingung  im  Falle: 

(19)  |)  ^  —  q^  —  r     (mod.  4) 

durch  die  erste  Gleichung  (16)  hereits  als  gewährleistet  anzusehen  ist. 
Aus  (19)  ergiebt  sich  nämlich: 

Äffi^i  =  —  ft?i^2  =PiQir^  =  —  l>2?2^i     (mod.  4), 
so  dass  die  erste  Gleichung  (16)  für  diesen  Fall  liefert: 

a«  +  6«  ^  c*  +  d^  =  0     (mod.  4). 

Da  das  Quadrat  einer  ungeraden  Zahl  ^  1  modulo  4  ist,  so  sind  hier 
entweder  alle  Zahlen  a,  b,  Cy  d  oder  keine  gerade*).  — 

Aus  dem  arithmetischen  Bildungsgesetz  ist  nun  das  Zustande- 
kommen der  Gruppe  f)  direct  ersichtlich.  Man  hat  hierbei  allerdings 
noch  eine  leichte  zahlentheoretische  Discussion  anzustellen.  Je  nach 
der  Zerlegung  (13)  und  je  nachdem  s  «»  2  oder  1  gesetzt  ist,  hat  man 
eine  Reihe  verschiedener  ^^Typenf^  von  Substitutionen  zu  unterscheiden. 
Dabei  können  wir  den  einzelnen  Typus  eindeutig  durch  das  Symbol 
(jPii  ä^i;  ^n  ^)  festlegen.  Die  Anzahl  der  combinatorisch  möglichen 
Typen  ist  2TpTqTrj  wenn  man  unter  Tpj  ..  die  Anzahl  aller  Teiler 
von  Pf  . .  versteht.  Es  ist  aber  nicht  gesagt,  dass  für  jede  Zerlegung 
(13)  beide  Gleichungen  (16)  in  (brauchbaren)  ganzen  Zahlen  a,  6,  c,  d 
lösbar  sind.  Die  Anzahl  n  der  in  1}  unrklich  auftretenden  Typen  ist 
demnach  ^2TpTgTr. 

Sollen  nun  zwei  Substitutionen  V  und  V  aus  1}  combiniert 
werden,  so  seien  die  Typen  derselben  (p^,  q^,  r^;  5)  und  (p/,  g/,  r/;  s). 
Der  Typus  {p",  g/',  r/';  s")  von  F"  =  FF'  bestimmt  sich  dann 
folgendermaassen:  Man  verstehe  unter  x,  X,  ft,  v  die  grössten  gemeinsamen 
Teiler  von  Pi  und  p/,  hez.  q^  und  g/,  r^  und  r/,  s  und  s' ;  alsdann  gilt: 

\^^)  Pi   =-^^;     ?i   =-x%-y     ^i j;;^-;     ^   —  71* 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  stellt  man  nach  Durchführung  der 
Combination  VV  durch  eine  leichte  arithmetische  Überlegung  fest. 
Hierbei  hat  man  z.  B.  zu  zeigen,  dass  p^p^',  vom  grössten  quadratischen 
Factor  befreit,  gleichfalls  p^"  liefert.  Nennen  wir  jenen  Factor  ä*, 
so  müsste  also  gelten: 


(21)  P,"  =  ^, 


*)  Die  vollständige  Angabe  des  arithmetischen  Bildangsgesetzes  der  Gruppen 
Fy  findet  sich  zuerst  in  der  Abhandlung  des  Verf.  ,Xb^r  indefinite  quadrcUische 
Farmen  mit  drei  und  vier  Variabelen^^,  Göttinger  Nachrichten  vom  18.  Dec.  1898. 
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In  der  Tbat  folgt  unter  Benutzung  von  (13); 

P    =PlP2'PlP2    =xjr    '—^ ^, 

80  dass  das  Product  der  beiden  letzten  Factoren  rechter  Hand  ein 
Quadrat  ist.  Da  aber  jeder  dieser  Factoren  von  quadratischen  Teilern 
frei  ist,  so  folgt  ihre  Gleichheit  und  damit  die  Relation  (21). 

Als  HaupUypus  bezeichnen  wir  (1,  1,  1;  1).  Aus  (20)  aber  lesen 
wir  die  folgenden  Angaben  ab:  Hat  eine  der  Substitutionen  V,  Y 
den  Haupttypus,  so  weist  VV  den  Typus  der  anderen  auf;  die  beiden 
Substitutionen  W  und  Y  V  besitzen  denselben  Typus;  haben  V  und 
Y  gleichen  Typus,  so  hat  VY  stets  den  Haupttypus.  Man  kann 
diese  Angaben  auch  in  die  Gestalt  des  folgenden  Satzes  kleiden:  Die 
Substitutionen  des  Haupttypus: 

a  +  hVpr  cVr  +  ^Vp^Z 

(22)  \  J        l 

bilden  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  n;  tmd  die  zugehörige 
comple^nentäre  Gruppe  ö«*)  ist  eine  Ahd'sche  Gruppe^  welche  neben  der 
identischen  Substitution  nur  Operationen  der  Periode  zwei  enthält''^*). 

Als  eine  unmittelbare  arithmetische  Anwendung  der  vorangehen- 
den Entwicklungen  ergiebt  sich  hier  eine  Methode,  die  gesamten  ganz- 
zahligen Auflosungen  der  „quatemären  PelFschen  Gleichung'': 

a*  —  Vpr  +  c^rq  —  d^qp  =  4 

oder  auch  der  allgemeineren  Gleichungen  (16)  aufzustellen.  Auf  Grund 
der  Hermite-Selling'schen  Theorie  kann  man  nämlich  in  jedem  Falle 
eine  endliche  Anzahl  von  „Fundamentallösungen''  (den  erzeugenden 
Substitutionen  entsprechend)  ausfindig  machen,  durch  deren  Combi- 
nation  alsdann  alle  übrigen  Lösungen  zu  gewinnen  sind. 

§  9.     Neue  Oonstmotionsmethode   des  DisoontintLitätsbereiohes   der 

einzelnen  Hauptkreisgrappe  J}. 

Neben  die  durch  die  Hermite-Selling'sche  Theorie  begründete 
Methode  zur  Construction  des  Discontinuitatsbereiches  einer  einzelnen 
Gruppe   Ff  reihen   wir   hier   eine   zweite   Methode,   welche   in   praxi 

*)  D.  i.  diejenige  Gruppe  endlicher  Ordnung  n,  auf  welche  sich  F,  rednciert, 
falls  die  Substitutionen  des  Haupttypus  für  nicht  yerschieden  gelten. 

**)   Wegen   der   Bezeichnungs weisen    und    näheren  Theorie   der   AbePschen 
Gruppen  sehe  man  H.  Web  er 's  „Lehrbuch  der  Algebra**  Bd.  2  pg.  82. 
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nvenigstens  bei  den  niedersten  Fällen  schneller  zum  Ziele  führt ,  ob- 
schon  sie  in  Ansehung  der  allgemeinen  Theoreme,  z.  B.  demjenigen 
von  der  Endlichkeit  der  Charaktere  (p,  n),  die  Entwicklungen  von 
Hermite  und  Selling  nicht  zu  ersetzen  vermag.  Wir  gründen  unsere 
Construction  auf  das  bereits  bei  der  Modulgruppe  sowie  der  Picard- 
schen  Gruppe  mit  Vorteil  benutzte  „Princip  der  Gruppenerweiterungen 
durch  Spiegelungen^ 

Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  be- 
trachteten Gruppen  und  bemerkeu,  dass  die  einzelne  unter  ihnen  st^ts 
durch  die  Spiegelung  t'  =  —  l  an  der  imaginären  %'Axe  erweitenmgs- 
ßhig  ist;  die  dergestalt  erweiterte  Gruppe  heisse  F,  die  ursprüng- 
liche r. 

Die  Spiegelungen  in  F  sind  nach  „M/'  I  p.  198  durch  6=0  cha- 
rakterisiert und  haben  also  die  Gestalt: 

^  {-  cVp,r^+  dV^,)yq,t  -  a  Vp,  q,r,' 

wobei  nach  einander  für  a,  c,  d  alle  ganzzahligen  Losungen  der  beiden 
Gleichungen  einzusetzen  sind: 

a^p^q.r^  -f  c^p^q^r^  —  d^p^q^r^  =  4, 

Der  Symmetriekreis  der  einzelnen  Spiegelung  ist  alsdann  durch  die 
Gleichung  gegeben: 

(3)  (-  c V^r,  -f  dV^,)  Yq,  (g^  +  rj')  -  2a V^^^.l 

Das  erste  Hauptziel  der  Untersuchung  soll  uun  sein,  in  der  ^-HdOh 
ebene  das  Diagramm  der  gesamten  Sgmmetriekreise  von  F  festexdegen. 
Dieselben  werden  die  Halbebene  mit  einer  Einteilung  in  Ereisbogen- 
polygone  versehen,  welche  bezüglich  F  äquivalent  sind.  Das  einzelne 
Polygon  kann  endlich  oder  uaendlich  viele  Seiten  haben;  doch  trifft 
in  den  niedersten,  weiterhin  wirklich  zur  Untersuchung  gelangenden 
Fällen  stets  die  erstere  Möglichkeit  endlich  vieler  Seiten  zu.  Zu  den 
Symmetriekreisen  gehört  stets  die  imaginäre  Axe,  sowie  auch  der 
Kreis  des  Radius  1  um  i  =  0.  Wir  wollen  daraufhin  dasjenige  Po- 
lygon des  Netzes  festzustellen  suchen,  welches  die  imaginäre  Axe  als 
eine  Seite  aufweist,  links  von  derselben  und  ausserhalb  des  Einheitskreises 
gelegen  ist,  sowie  an  den  Punkt  ß  =  i  mit  einer  Ecke  heranragt;  durch 
diese  Vorschrift  möge  der  „Ausgangsraum"  des  durch  die  Symmetrie- 
kreise  gebildeten   Polygonnetzes   definiert   sein.     Die   zur  Auffindung 


III,  2.  Reproducierende  Gruppen  ternärer  o.  quaternärer  quadratischer  Formen.  541 

dieses  Ausgangsraumes  zur  Verfügung  stehenden  Mittel  sollen  nun  kurz 
besprochen  werden. 

Der  einfachen  Ausdrucksweise  halber  ziehen  wir  neben  der  S- Halb- 
ebene YorQbergehend  auch  wieder  das  ihr  entsprechende  Ellipseninnere 
der  projectiven  Ebene  heran.  Dem  Symmetriekreise  (3)  correspondiert 
in  der  projectiven  Ebene^  wie  man  leicht  feststellt,  die  durch : 

(4)  ^A^i  —  öt^ijer^  —  crjiEfj  «■  0 

dargestellte  ^^rationale''  Gerade.  Wir  unterscheiden^  ob  diese  Gerade 
die  durch  f{z^  =  0  dargestellte  Curve  Cg  iu  rationalen  Punkten  schneidet 
oder  nicht  Die  Rechnung  zeigt,  dass  Ersteres  stets  und  nur  dann 
zutrifft,  wenn  p^Qi^^s  ein  Quadrat  ist  Man  hat  demnach  den  Satz: 
Der  Symmetrielialbkreis  (3)  erreicht  die  reelle  i-Axe  in  gwei  parabolischen 
Punkten  oder  stellt  die  Bahncurve  einer  in  F  enthaltenen  cydiscfien  hyper- 
bolischen Gruppe  dar,  je  nachdem  p^ii^^s  ein  Quadrat  ist  oder  nidit 
Sind  insbesondere  alle  drei  Zahlen  p,  q^  r  ungerade,  so  tritt  der  erstere 
Fall  nur  ein,  wenn  die  Substitution  (1)  den  Typus  (p,  1,  r;  1)  hat.  — 

Sei  nun  zuvörderst  j^sg^r^^  nickt- quadratisch^  so  soll  die  erzeugende 
Substitution  V  der  cyclischen  Gruppe  bestimmt  werden.  Wir  setzen 
V  als  zum  Haupttypus  gehörig  voraus,  müssen  dann  freilich  nach- 
träglich untersuchen,  ob  V  etwa  in  der  Gestalt  V^  durch  eine  gleich- 
falls r  angehörenden  Substitution  V  darstellbar  ist,  welche  letztere 
alsdann  die  Erzeugende  der  gesamten  cyclischen  Gruppe  ist.  Bei  der 
Berechnung  von   V  verfährt  man  zweckmässig  wie  folgt 

Indem  man  V  in  der  Gestalt  (22)  pg.  539,  jedoch  unter  Ersatz 
von  a,  6,  c,  d  durch  a,  &',  c\  d\  ansetzt,  hat  man  zu  fordern,  dass 
die  durch: 

{c'Vr-cey^  Vi  d"  +  n^  +  26'  Vfr%  +  (c'  V'r  +  d'  l/^  >^j=  0 

gegebene,  gegen  die  reelle  Axe  orthogonale  Bahncurve  von  V  mit 
dem  Kreise  (3)  coincidiert.     Hieraus  ergiebt  sich  der  Ansatz: 

(5)  6V  -="  —  uaq^ ,    öc  =  udp^ ,    öd'  =*  ucr^^ 

wo  u  eine  ganze  Zahl  bedeutet  und  o  der  grösste  gemeinsame  Teiler 
von  aq^y  dp^^  cr^  ist,  der  zufolge  einer  leichten  Discussion  der  Glei- 
chungen (2)  nur  gleich  1  oder  2  sein  kann.  Setzen  wir  noch  a'  ^=  t 
und  benutzen,  dass   V  unimodular  ist,  so  kommt: 

(6)  (sH^  -  {^p^q^r^s-^)  u*  —  U\ 

Die  f^leinste  positive^  Lösung  dieser  PeW sehen  Gleichung  mit  nicht- qua- 
dratisdiem  {'^p^qi^^^'^^)  ^i^f^t  die  gesuchte  hyperbolische  Erzeugende  V 
in  der  Gestalt: 
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Setzen  wir  z.  B.  p  =  11,  2ss=r  =  l  und  wählen  als  Symmetrie- 
kreis die  imaginäre  Axe^  so  ist  j?^  =  1,  a  «  2,  0-^(2  =  0,  a  «»  2  zu 
nehmen.  Die  PelPsche  Gleichung  (6)  wird  in  diesem  Falle  ^*  —  1 1  u*  =  4 
und  liefert  die  kleinste  Losung  t  =  20^  t«  =  6,  so  dass  man  findet: 

10-3/11, 

0,  10  +  3)/n, 

Diese  Substitution  lässt  sich  durch  Wiederholung  der  gleichfalls  in  F 
enthaltenen  Substitution: 

yn  -  3 

herstellen;  letztere  ist  somit  die  Erzeugende  der  cyclischen  Gruppe.  — 
Stellt  zweitens  Piii^^s  ein  Quadrat  dar,  so  gehört  zu  jedem  der 
beiden  Fusspunkte  des  Symmetriekreises  (3)  eine  cyclische  parabolische 
Gruppe.  Wir  benutzen  für  die  einzelne  dieser  Gruppen  V  und  V  im 
gleichen  Sinne  wie  soeben  und  haben  im  Ansätze  yon  V  jetzt  a'  =*2 
zu  setzen*).  Zur  Bestimmung  von  V  hat  man  dann  die  beiden 
Gleichungen: 

Vap^r^  —  c  dftfi  +  d'cp^q^  =  0, 

V^pr  —  c^qr  +  d'^pq  =  0, 

deren  erste  zum  Ausdruck  bringt,  dass  der  Fixpunkt  von  V  mit  einem 
der  Fusspunkte  des  Halbkreises  (3)  zusammenfällt,  während  die  zweite 
bedeutet,  dass  V  unimodular  ist.  Durch  Auflösung  von  (8)  findet 
man  V,  c,  et  auf  zwei  Weisen  (den  beiden  Fusspunkten  des  Halb- 
kreises (3)  entsprechend)  mit  rationalen  ganzen  Zahlen  proportional. 
Im  Falle  ausschliesslich  ungerader  p,  q,  r,  wo  die  Substitution  (1)  not- 
wendig den  Typus  (p,  1,  r;  1)  hat,  ergiebt  sich: 

h'  IC  :d'  ^=>  q(acp  +  2d)  :  p(cdq  +  2a) :  r(d^q  —  d^p). 

Der  Proportionalitätsfactor  zur  endgültigen  Bestimmung  von  V,  c,  d' 
ist  wegen  (18)  pg.  538  so  zu  bestimmen,   dass  V,  c\  d'  gerade  ganze 

*)  Soll  übrigens  eine  parabolische  Substitution  nicht  zum  Hanpttypus  ge- 
hüiea,  so  mnss  eine  der  Zahlen  p,  g,  r,  etwa  p,  gerade  sein,  und  es  muss  der 
Typus  (2,  1,  1;  2)  vorliegen. 
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Zahlen  werden.    Der  kleinste  positive  hierbei  zulässige  Proportionalitäts- 
fador  liefert  die  Erzeugende  V. 

Als  Beispiel  wählen  wir  den  Fall  p  =  5,  g  =  r  =»  1 ,  wo  die 
Combination  a  =  0,  c  =  d=l  einen  hierher  gehörigen  Symmetrie- 
kreis liefert.  Dabei  ergiebt  sich  6' :  c  :  (f  ==  2  :  5  :  1 ,  falls  wir  die 
oberen  Zeichen  in  der  letzten  Proportion  bevorzugen.  Die  parabolische 
Erzeugende  bestimmt  sich  daraufhin  leicht  zu: 


\-5  +  V5,     l-2|/5/ 


Für  die  Auffindung  der  Symmetriekreise  von  F  ist  nun  die  Heran- 
ziehung der  in  F  enthaltenen  eüiptiscfieti  Substitutionen  wichtig.  Von 
vornherein  ist  klar,  dass  jeder  im  Inneren  der  Halbebene  gelegene 
Schnittpunkt  zweier  Symmetriekreise  Fixpunkt  einer  elliptischen  Sub- 
stitution ist,  deren  Periode  aus  dem  Schnittwinkel  jener  Kreise  leicht 
bestimmbar  ist.  Findet  sich  umgekehrt  auf  einem  einzelnen  Sym- 
metriekreise der  Fixpunkt  einer  elliptischen  Substitution  der  Periode  Z, 
so  werden  sich  an    dieser  Stelle  insgesamt  l   Symmetriekreise    unter 

gleichen  Winkeln  -|-  kreuzen. 

Zur  Construction  des  oben  definierten  Ausgangsraumes  der  Poly- 
gonteilung verfahren  wir  hiernach  folgendermaassen.  Wir  markieren 
zunächst  die  imaginäre  ^-Axe  und  auf  ihr  den  Punkt  g  «»  i  als  ersten 
Eckpunkt  e^  unseres  Polygons.  Man  suche  sodann  auf  der  genannten 
Axe  in  der  Richtung  auf  g  «=  i  cx>  den  e^  nächst  gelegenen  Fixpunkt 
einer  elliptischen  Substitution,  wenn  anders  es  für  F  einen  derartigen 
giebt,  und  nenne  diesen  Punkt  e^.  Kommt  jedoch  ein  solcher  ellip- 
tischer Fixpunkt  nicht  vor,  s^  ist  der  parabolische  Punkt  g  »=  i  cx)  als 
zweite  Ecke  ej  zu  benutzen.  Ist  im  ersteren  Falle  l  die  Periode  der 
zu   ^2    gehörenden  elliptischen  Substitution,    so   schliesst   sich   an   die 

erste  Polygonseite  e^  in  e^  nach  links  unter  dem  Winkel  y  die  zweite 

Seite  an.  Im  letzteren  Falle  hat  man  die  parabolische  Erzeugende 
des  Fixpunktes  g  s=  i  cx)  zur  Bestimmung  der  zweiten  Polygonseite 
heranzuziehen.  Man  wird  demnächst  auf  der  zweiten  Seite  den  mit  e^ 
nächst  benachbarten  elliptischen  resp.  parabolischen  Punkt  e^  bestim- 
men und  in  gleicher  Art  fortfahren. 

Da  bei  unseren  Gruppen  nur  die  Perioden  Z  =  2, 3, 4, 6  vor- 
kommen, so  kann  man  sich  bei  der  Aufsuchung  der  Ecken  e  zunächst 
auf  die  Perioden  2  und  3  beschränken,  muss  dann  freilich  nach  Auf- 
findung eines  Fixpunktes  nachsehen,  ob  derselbe  nicht  vielleicht  noch 
zu  einer  höheren  Periode  4  oder  G  gehört. 
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Ist  F'  eine  elliptische  Substitution  der  Periode  2  und  vom  Typus 
{Pij  ^\i  ^1?  0>  80  hat  deren  Fixpunkt  in  der  projectiven  Ebene  die 
Coordinaten: 

Da   dieser   Punkt   auf  der   durch   (4)   pg.  541    dargestellten   Geraden 
liegen  soll,  so  gilt  die  Gleichung: 

(9)  ol)'q^p^r^  +  dcp^q^r^  =  cd'r^p^q^. 
Wegen  a  =  0  tritt  hierzu  noch  die  weitere  Gleichung: 

(10)  -  6'*A'g/<  +  e''p,'q,'r,'  -  d'^p^'q^'r,'  =  4s'-'. 

Eine  Substitution  F'  der  Periode  3  hat  stets  den  Haupttypus^ 
weil  sie  mit  ihrer  eigenen  vierten  Potenz  identisch  ist;  hier  tritt  an 
Stelle  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  das  System: 

^     ^  -b'^pr  +  c''rq--d''qp^3. 

Gehort  übrigens  zum  Ejreise  (3)  eine  cyclische  hyperbolische  Gruppe 
(was  in  der  Folge  die  Regel  ist),  so  gewinnt  man  aus  einem  ellip- 
tischen Fixpunkte  auf  dem  Ejreise  deren  sogleich  unendlich  viele  durch 
Ausübung  der  Substitutionen  jener  Gruppe. 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  zu  jp  =  7 ,  g  =  5,  r  =  1  gehörende 
Gruppe.  Um  die  auf  der  imaginären  ^-Axe  gelegenen  elliptischen 
Punkte  mit  Z  =»  2  zu  gewinnen,  hat  man  in  (9)  einzusetzen  c  «=  c2  =  0 
und  findet  V  «»  0,  so  dass  (10)  liefert: 

(c'*p,'-d'*p,')q,'  =  4s'-K 

Hieraus  folgt  g,'  =  1.     Setzt  man  weiter,|>/  =  7,  so  würde 

—  d'*  =  4s'-i     (mod.  7) 

folgen,  was  unmöglich  ist,  da  links  ein  Nichtrest  und  rechts  ein  Rest 
von  7  stehen  würde.  Es  ist  somit  p^'  ^^  1,  und  man  gewinnt  als 
„kleinste  positive"  Losung  c'  =  3,  d'  =  1,  ^  =  2;  die  Ecke  Cg  liegt 
demnach  bei: 

F2 

und  man  zeigt  sofort,  dass  zwar  die  zu  e^  gehörende  elliptische  Sub- 
stitution der  Periode  2  in  F  enthalten  ist,  dass  aber  Substitutionen 
der  Perioden  4  oder  6  mit  e,  als  Fixpunkt  der  Gruppe  F  nicht  an- 
gehören. 

Die  sich  in  e^  anschliessende  Polygonseite  wird  durch: 

(-  3  +  V7)  d«  +  f,')  +  (3  +  V^)  =  0 
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geliefert.    Um  auf  ihr  die  nächstfolgende  Ecke  e,  zu  gewinnen^  haben 
wir  zn  setzen: 

a  =  0,    c  =  3,    d  =  1,    jPj  =  1,    Ji  =  5,    5  =  2. 

Hier  prüfe  man  nun  die  Gleichungen  (11).    Die  erste  liefert  c=3d\ 
und  die  zweite  geht  daraufhin  über  in:  ' 

—  76'«+  10d'«  =  3. 

Die  kleinste  Losung  V  ^^  d'  =  1  dieser  Gleichung  liefert  in  der  That 
den  nächsten  Eckpunkt  e^,  welcher  liegt  bei: 

Indem  wir  nun  in  der  vorstehend  geschilderten  Weise  Seite  an 
Seite  reihen^  nehmen  wir  das  Zutreffen  des  einfachsten  Falles  an,  dass 
sich  nämlich  die  Kette  der  Seiten  nach  endlich  vielen  Gliedern  schliesst 
und  hierbei  ein  Ausgangspolygon  von  endlicher  Seitenanzahl  ergiebt. 
Es  bietet  zwar  auch  die  nähere  Untersuchung  der  Fälle,  wo  diese 
Annahme  nicht  zutrifft,  grosses  Interesse  dar;  jedoch  liefern  die  weiter- 
hin zu  betrachtenden  Beispiele,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde, 
stets  Ausgangspolygone  mit  endlich  vielen  Seiten. 

Die  in  der  Gruppe  F  enthaltenen  Substitutionen,  welche  unser 
Ausgangspolygon  in  sich  transformieren,  werden  offenbar  für  sich  eine 
Gruppe  0  bilden.  Diese  letztere  Gruppe  G  kann  nach  Lage  der  Sache 
nur  eine  cyclische  elliptische  Gruppe  sein,  und  im  Fixpunkte  dieser 
Gruppe  gewinnen  wir  ein  Centrum  des  Ausgangspolygons.  Ist  l  die 
Ordnung  von  G,  so  wird  man  durch  l  vom  eben  gemeinten  Centrum 
ausziehende  Kreise  das  Ausgangspolygon  in  l  äquivalente  Teile  zer- 
legen; und  es  ist  alsdann  ein  eineeiner  dieser  Teile  der  hier  eigentlich 
gesuchte  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  F.  Zum  Beweise  hat  man 
nur  zu  bemerken,  dass  das  Ausgangspolygon  nicht  auch  noch  durch 
eine  Substitution  zweiter  Art  aus  T  in  sich  transformierbar  ist.  Eine 
solche  Substitution  würde  nämlich  im  Polygoncentrum  einen  im  Inneren 
der  Halbebene  gelegenen  Fixpunkt  besitzen  und  würde  somit  nach  „M.^^ 
I  p.  199  eine  Spiegelung  vorstellen.  Durch  jenes  Centrum  laufen  aber 
(nach  Voraussetzung)  keine  Symmetrielinien  von  F  hindurch. 

Durch  die  letzten  Betrachtungen  ist  zugleich  bewiesen,  dass  bei 
der  einzelnen  der  in  Rede  stehenden  Gruppen  höchstens  eine  „Classe^^ 
elliptischer  Fixpunkte  auftreten  kann,  durch  welche  Symmetriekreise 
nicht  hindurchziehen.  Natürlich  können  elliptische  Punkte  dieser  Art 
auch  gänzlich  fehlen.  Dann  ist  die  eben  mit  l  bezeichnete  Ordnung 
der  Gruppe  G  gleich  1;    und  das  wiederholt  genannte  Ausgangspolygon 

Fricke-Klein,  Automorphe  Fonotionen.    I.  35 
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ist  unter  diesen  Umständen  bereits  selber  der  Discontinuitätshereich  der 
Gruppe  r.  Offenbar  wird  sich  die  Gruppe  F  in  dem  Falle  aus  Spie- 
gelungen allein  erzeugen  lassen*). 

§  10.    Beispiele  reproducierender  Gruppen  reeller  Formen  /*(^i)« 

Die  Ansätze  der  voraufgehenden  Paragraphen  sollen  nun  an  einigen 
Beispielen  zur  wirklichen  Durchführung  gebracht  werden.  Wir  be- 
zeichnen dabei  die  einzelne  Form  (1)  pg.  533  abgekürzt  durch  das 
Symbol  [pj  q,  r]  und  sprechen  im  Anschluss  hieran  auch  sogleich  von 
einer  Gruppe  [p,  g,  r]. 

Die  denkbar  einfachsten  Beispiele  werden  von  den  Formen  [1,  q,  1] 
geliefert.  Die  zugehörigen  Gruppen  sind  zwar  insofern  nicht  neu, 
als  sie  offenbar  mit  der  Modulgruppe  commensurabel  sind  (cf.  pg.  518). 
Andrerseits  ist  vielleicht  gerade  interessant^  dass  von  Seiten  der  Trans- 
formationstheorie der  elliptischen  Functionen  den  Gruppen  [1^  q,  1] 
bereits  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  wurde.  Wir  werden  den 
vorliegenden  Paragraphen  ausschliesslich  diesen  Gruppen  widmen. 

Was  zunächst  das  Bildungsgesetz  der  Gruppen  [1,  q,  1]  angeht^ 
so  gilt  folgender  Satz:  Im  Fälle  einer  geraden  ZaM  q  besteht  die  eur 
Form  [1,  q,  1]  gämende  Gruppe  aus  aUen  unimodtdaren  Substitutionen: 

(i)  t  =  ''-  ^-k  ?-+_0^^ 

^  y  V«,  t  +  ^V«! 

.  ^ .  .\ 

mit  ganzen  rationalen  ZaJilen  a,  ß,  y^  ö;    bei  ungeradem  q  besteht  die 
Gruppe  aus  allen  unimodularen  Substitutionen: 

(2)     ^^^s+ßw,  ^_"yi'^+^ 


yVffi  t  +  ^Vqi  yl/^.  j  +  dl/?i 

wobei  für  die  erste  Substitution  (2)  noch  die  Bedingung: 

(3)  a  +  ß  +  y  +  d  =  0  (mod.  2) 

gilt,  übrigens  aber  a,  ß,  y,  d  rationale  ganze  Zahlen  sind. 

Diese  Angaben  lassen  sich  sehr  leicht  aus  den  allgemeinen  For- 
meln von  pg.  537  ableiten.     Ist  z.  B.  q^  und  damit  q  gerade,  so  ver- 


f)  Die  im  yorliegenden  Paragraphen  auBeinandergesetsten  Methoden  sind 
vom  Verf.  hereits  in  einer  Reihe  einzelner  Arbeiten  zur  Verwendung  gebracht; 
man  vergl.  die  Aufsätze:  y,Üb€r  eine  besondere  Glosse  discontinuierlicher  Gruppen 
reeller  linearer  Substitutionen'^  1  und  II,  Math.  Annalen  Bd.  38,  pg.  60  und  461 
(1890  und  91);  „Specielk  automorphe  Gruppen  und  quadratische  Formen"  Math. 
Annalen  Bd.  39,  pg.  62  (1891). 
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folge  man  erstlich  die  Substitution  (14)  pg.  537.  Die  Congruenz  (17) 
pg.  537  liefert  c^d^O  (mod,  2),  und  daraufhin  folgt  aus  der 
ersten  Gleichung  (16)  pg.  537 ,  dass  auch  a^h  (mod.  2)  ist  Es 
liefert  somit  der  Anzatz  (14)  pg.  537  eine  Substitution  von  der  eben 
unter  (1)  angegebenen  Gestalt,  wie  auch  leicht  ersichtlich  umgekehrt 
jede  solche  Substitution  eine  zulässige  Substitution  (14)  pg.  537  er- 
giebt  Prüfen  wir  ferner  den  1.  c.  gegebenen  Ansatz  (15)  und  halten 
etwa  an  der  Annahme  eines  geraden  q^  fest,  so  ist  wegen  der  jetzt 
gültigen   zweiten  Gleichung  (16)  offenbar    c^d  (mod.  2),   und  also 

können  wir  im  zweiten  und  dritten  Coefficienten  }/2  fortheben  und  den 

oben  bleibenden  Factor  y2  mit  Yq^  zu  Yq^  =  V^2g2  vereinen.  Heben 

wir  dem  gegenüber  im  ersten  und  vierten  Coefßcienten  }/2  gegen  YOif 
so  sind  wir  zur  Gestalt  (1)  zurückgeführt.  Ähnliche  Überlegungen 
treten  im  Falle  eines  ungeraden  q  ein. 

Die  Substitutionen  des  Haupttypus  (cf.  pg.  539)  bilden  in  jedem 
Falle  eine  ausgezeichnete  Untergruppe,  die  wir  als  die  „Hauptunter- 
ffruppef'  bezeichnen  wollen.  Im  vorliegenden  Falle  besteht  dieselbe  aus 
allen  Substitutionen: 

(4)  ^-^-^A     -9-9ßy-i 

mit  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  d,  welche  bei  ungeradem  q  die  Bedingung 
(3)  erfüllen.     Jetzt  führe  man  an  Stelle  von  ^  eine  neue  Yariabele  cd 

durch  g=  öj/g  ein,  so  dass  sich  die  Substitution  (4)  transformiert  in: 


(5) 


am  +  ß 


Hieraus  entspringt  der  folgende  Satz:  Die  Hauptuntergruppe  der  Form 

[1;  i)  1]  9^  durdi  die  Transformation  i*:^  mYq  hei  geradem  q  direä 
in  diejenige  Untergruppe  der  Modulgruppe  Über,  welche  in  „M."  I  pg.  40 
der  „Transformation  g^  Ordnung  erster  Stufef'  zu  Gnmde  gelegt  umrde; 
bei  ungeradem  q  wird  man  indes  wegen  (3)  nur  erst  zu  einer  leicht  zu 
gewinnenden  Untergruppe  innerhalb  der  eben  genannten  Congruenzgruppe 
3"^  Stufe  geführt. 

Der  Discontinuitätsbereich  der  in  Rede  stehenden  Untergruppe 
der  Modulgruppe  wurde  nun  in  „M.*'  II  pg.  40  flF.  als  f,TransformationS' 
polygon  c^  Ordnun^^  sehr  ausführlich  untersucht  Auch  wurde  dort 
bereits  auf  die  Thatsache  hingewiesen,  dass  das  Polygon  durch  die 
Substitution : 

(6)  a/ L       d.i.       r 1 

in  sich  transformiert  wurde,  und  dass  eben  deshalb  die  Gruppe  durch 

36* 
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Zusatz   dieser   Substitution   erweiterungsfähig    erschien*).     Die    Sub- 
stitution (6)  aber  subsumiert  sich  direct  unter  (1)  bez.  (2). 

Für  die  endgültige  Angabe  der  Discontinuitätsbereiche  der  Gruppen 
[1,  q,  1]  in  niederen  Fällen  q  werden  wir  an  die  in  ,^."  I  und  II 
angegebenen  Transformationspolygone  anknüpfen  und  von  hier  aus 
schrittweise  zur  Gesamtgruppe  aufsteigen.  Es  soll  dies  hier  an  einigen 
Beispielen  wirklich  durchgeführt  werden. 

1)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [1,  2,  1]. 
Das  Transformationspolygon  zweiter  Ordnung  ist  in  „M."  I  pg.  289 
durch  Figur  71  gegeben  und  ist  hierneben  in  Figur  171  reproduciert. 

Es  besitzt  die  beiden  parabolischen  Ecken  ^  =  0 
und   S  SS  cx>^  sowie  zwei  elliptische  Ecken  bei 

±1+» 


S 


]/2 


wie  in  der  Figur  angedeutet  ist.  Im  vorliegen- 
den Falle  ist  die  Hauptuntergruppe  innerhalb  der 
Gesamtgruppe  ^^zweiter^  Art  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  des  Index  vier;  denn  es  tritt  neben 
dem  Haupttypus  hier  noch  ein  weiterer  Typus  mit 
qi'=2  auf;  und  es  ist  überdies  zur  Gewinnung 
der  Gesamtgruppe  zweiter  Art  die  Spiegelung 
g'  e=  —  g  zuzufügen.  Die  dementsprechend  zu  fordernde  Einteilung 
des  Transformationspolygons  in  vier  Teilpolygone  wird  nun  gerade 
durch  die  imaginäre  t^-Axe  und  den  Einheitskreis  der  i- Ebene  geliefert, 
welche  beide  zu  den  Symmetrielinien  der  Gruppe  gehören.  Wie  in 
Figur  171  durch  starkes  Ausziehen  der  Randcurven  hervorgehoben 
ist;    gelangen    wir    solchergestalt    zu    Ereisbogendreiecken    der    Winkel 

y,  — ,  0.     Man  hat  also  das  Ergebnis:    Die  rq^roduderende  Gruppe 

der  Form  [1,  2, 1]  ist  die  Haupthreisgnippe  der  Signatur  (0,  3;  2,  4,  cx>)**). 
Übrigens  kann  man  die  vorliegende  Gruppe  auch  als  Untergruppe 
der  ^^umfassendsten''  Picard'schen  Gruppe  auffassen.  Sie  gehört  da- 
selbst zu  derjenigen  Classe  von  Symmetriehalbkugeln  der  tetraedrischen 
Halbraumteilung  (pg.  82),  welche  z.  B.  durch  die  Halbebene  |  +  ^?  =  0 
repräsentiert  wird.     Mit  Hilfe    der  Figuren  20  und  21   pg.  82  wird 


*)  Siehe  wegen  der  fanciionentheoretiBchen  Folgen  dieseB  Umstandes  nament- 
lich die  Entwicklungen  in  „M/*  II  pg.  56  ff. 

**)  Die  Erzeugung  dieser  Gruppe  sowie  ihre  Commensurabilität  mit  der  Mo- 
dulgruppe  untersuchte  bereits  Hurwitz  in  der  Arbeit  „Über  eine  Reihe  neuer 
Functionen,  welche  die  dbsoJtUen  Invarianten  gewisser  Chruppen  ganzzahliger 
linearer  Transformationen  hilden^\  Mathem.  Annalen  Bd.  20  pg.  125  (1882). 
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man  leicht  übersehen,  daes  die  Halbraomteilnng  auf  der  Ealbebene 
^  •}-  fl  •=  0  gerade  dag  Dreiecknetz  der  Signatar  (0,3;  3,  4,  so)  aue- 
Bchneidet.  Auch  zam  ariäimeti sehen  Biidangsgesetz  unserer  Gruppe 
kommt  man  von  hier  aus  leicht  zurOck. 

3)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [1,  6,  1]. 
In  der  zu  $  =  6  gehöreadeu  Gruppe  sind  alle  vier  hier  möglichen 
Typen   mit   j, '=1,2, 3, 6    eutlialten;    denn   neben   dem   Haupttypus 
kommen  z.  B.  folgende  Substitutionen: 


-Vi, 


\     fVs,   V2\     /    0,  1\ 


in  der  Gruppe  vor.     Die  Hanptnntergmppe    wird  demnach  in  der  Ge- 
samtgruppe zweiter  Art  den  Index  8  haben. 


Das  Transformationapolygon  sechster  Ordnung  (cf.  „M."  II  pg.  42) 
ist  in  Figur  173  reproduciert.    Die  beiden  über^einander  getragenen 
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Netze  von  Moduldreiecken  gehen  durch  die  Spiegelung  an  dem  Ein- 
heitskreise der  g- Halbebene  in  einander  über^  wie  man  an  der  Figur 
leicht  verfolgt.  Durch  diesen  Kreis  und  die  imaginäre  Axe  wird  das 
Polygon  in  vier  Teilbereiche  zerlegt.  Zwei  weitere  Symmetriekreise 
vollenden  die  Achtteilung. 

Wir  werden  solcher- 
weise,  wie  Figur  173 
in  etwas  kleinerem  Maass- 
stabe ausführt,  zu  EreiS" 
bogenvierecken  der  Winkel 

|,  |,  f ,    0    gefOhri 

Die  mit  e^  bis  e^  bezeich- 
neten Ecken  des  Aus- 
gangsvierecks liegen  bez. 
bei   folgenden   Punkten : 


Pig.  173. 


t 


l  <x> 


—  Yä  +  i  —Vi  +  i 


}ß 


y» 


die  zugehörigen  Erzeugenden  haben  folgende  Gestalt: 

1/6 


Fl 


(7) 


V-1,  0/' 

/     ]/3,     2l/2\ 
V-T/2,   -}ß) 


\0,      1/' 


-/2,   -1/3 
1/3,        1/2 


0 


Als  Ergebnis  merken  wir  an:  I>%e  reprodtmerende  Gruppe  der  Form 
[1,  6,  1]  ts^  die  durch  die  Erzeugenden  (7)  naher  charakterisierte  Haupt- 
hreisgruppe  aus  der  Familie  der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  cx)).  — 

3)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [1,  5,  1], 

Das  Transformationspolygon  fünfter  Ordnung  ist  in  „M/^  II  pg.  196 

untersucht  und  daselbst  in  Figur  5  angegeben;    letztere  ist  hierneben 

als  Figur  174  reproduciert.     Wegen  der  nun  in  Kraft  tretenden  Con- 

gruenz  (3)  pg.  546  ist  die  zur  Ecke  ^  «»  cx>  gehörende  parabolische 

(1    2l^5\ 
'     1     )'   ^^  ^^^^  ^^^  verticalen  Symmetriegeraden  hier 

einander  in  den  Intervallen  )/5  folgen.  Der  in  Figur  174  stark  mar- 
kierte Ereis  um  den  Nullpunkt  wird  in  der  g-Halbebene  der  Einheits- 


kreis.   Derselbe  erreicht  linker  Hand  den  Polygon rand  bei  g 


-2  +  * 
Vi 


welches  zufolge  Figur  174  für  das  Transformationspolygon  einen  ellip- 
tischen Fixpuukt  der  Periode  2  liefert    Innerhalb  der  Gruppe  [1,  5,  1] 
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handelt  ee  sich  hier  sogar  um  eine  elliptische  Substitution  der  Periode  4, 
welche  wir   als   V^  unter  (8)  angeben.    FQgen  wir  dementsprechend 


an  den  EiofaeitskretB  im  Punkte  - 


weiteren  Symmetrie- 


,  -«  +  * 
V6 

kreis  unter    dem  Winkel  -i-  an,  so   schliesst  sich  bereits   die  Eette 
der      Symmetriekreiae 
des   Ausgangsb  ereich  es 
zu    eiuem    Kreisbogen- 
viereck der  Winkel 

zusammen. 

Das  hieraus  ent- 
springende Vierecknetz 
ist  in  Figur  175  wieder 
etwas  verkleinert  an- 
gedeutet.    Die  Ecken  ^  bis  e^  des  ÄnsgangsviereckB  liegen  bei: 
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die  zugehörigen  Erzeugenden  sind: 

'^»     \-i,  0/'  '^*     Vo,    1  /' 

(8) 

y. 


-    I  y 


1/2  ]/2/  \       ''    2  '      |/2 

Es  gilt  also  der  Satz:  Die  reprodwAerende  Gruppe  der  tertiären 
Form  [ly  5,  1]  ist  die  durch  die  Erzeugenden  (8)  näher  charakterisierte 
Hauptkreisgruppe  der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  4,  od).    — 

An  die  zuletzt  discutierte  Gruppe  schliessen  wir  noch  folgende 
Bemerkungen  an: 

Da  nach  „MJ*  II  pg.  196  die  beiden  einander  inversen  Gauss'schen 
Formen  a;*  —  5y*  und  —  a;*  +  5y*  äquivalent  sind,  so  sind  auch  die 
beiden  ternären  Formen  [1,  5^  1]  und  [5,  1,  1]  äquivalent  und  haben 
somit  im  wesentlichen  gleiche  reproducierende  Gruppen.  Nur  liegt  bei 
Einhaltung  des  Bildungsgesetzes  (14)  und  (15)  pg.  537  der  Disconti- 
nuitätsbereich  der  Gruppe  [5,  1,  1]  etwas  anders,  als  in  Figur  175*); 
und  das  arithmetische  Bildungsgesetz  selbst  nimmt  eine  veränderte 
Gestalt  an. 

In  letzterer  Hinsicht  kann  man  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
Die  Gruppe  [5,  1,  1]  besteht  aus  allen  Substitutionen: 

(9)    (     '*>^+^'     cVb  +  d\        /     a  +  bVE,     c  +  dy5\ 
\—cY5  +  d,     a|/5-6/        \-c  +  dV5,     a-bVö) 

der  Determinanten  1  und  2  mit  ganzen  rationalen  Zahlen  a,  b,  c,  d. 
Die  erste  Gleichung  (16)  pg.  537  haben  wir  nämlich  entweder  nur 
durch  gerade  oder  nur  durch  ungerade  Zahlen  a,  6,  c,  d  zu  losen.  Im 
letzteren  Falle  würde  aber  die  fragliche  Gleichung  modulo  8  reduciert: 

2|?i  —  2i)2  =  4  (mod.  8) 

ergeben,  was  bei  j?  =  5  unmöglich  ist.  Man  kann  somit  in  (14) 
pg.  537  die  Nenner  2  einfach  fortheben  und  wird  hierdurch  auf  die 
soeben  unter  (9)  genannten  unimodularen  Substitutionen  geführt.  — 
Übrigens  ist  die  hier  in  Bede  stehende  Gruppe  keine  andere  als  die- 
jenige Gruppe  der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  4,  cx>),  zu  welcher  unr  bereits 
pg.  463  bei  den  Hermit^ selten  Formen  der  Determinante  D  =  b  geführt 
wurden.    Das   Vierecknetz   wurde   daselbst   in   Figur  164   dargestellt^ 


*)  Man  vergL  die  auf  die  Gruppe  [5,  1,  1]  bezogenen  Rechnungen  pg.  548. 
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während  Figur  163  zu  derjenigen  Untergruppe  gehört ,  welche  der 
jetzigen  Hauptuntergruppe  correspondiert. 

Wie  wir  pg.  482  fanden ,  beatand  nämlich  jene  Untergruppe  aus 
allen  Substitutionen: 

(10)  ^"JT^y       «5-5yy-l, 

WO  a  und  y  ganze  complexe  Zahlen  der  Gestalt  (a  -{-  iV)  sind  und  ä 

zu  a,  y  zvi  y  conjugiert  ist.  Setzen  wir  i  )/5  an  Stelle  von  ^  so  wird 
der  Hauptkreis  in  den  Einheitskreis  transformiert;  die  weitere  Trans- 
formation durch  (  . '  ^ )  führt  den  Hauptkreis  in  die  reelle  Axe  über. 

Die  Substitution  (10)  nimmt  dabei  die  Gestalt  an:* 

/      (a  +  S)  +  i(y-y)V5,      i^a  ^  ä)  +  (y  +  y)V5\ 
V-i(a-ä)  +  ()>  +  y)>/5,      (a  +  5)-i(y_y)>/5/ 

Setzt  man  hier  a  =»  a  —  ic,  y  »^  d  -{-  ib,  so  wird  man  nach  Fortheben 
des  gemeinsamen  Factors  2  zu  den  unimodularen  Substitutionen  von 
der  zweiten  Gestalt  (9)  geführt;  und  diese  bilden  in  der  That  die 
Hauptuntergruppe.  — 

Unser  pg.  483  ausgesprochener  Satz,  die  vorliegende  Vierecksgruppe 
könne  nicht  noch  in  einer  umfassenderen,  gleichfalls  eigentlich  discontinuier- 
lidien  Hauptkreisgruppe  Fq  enthalten  sein,  soll  nun  hier  bewiesen  werden. 

Man  wolle  nämlich  erstlich  die  gesamten  im  Ausgangsviereck 
Figur  175  gelegenen  Symmetriekreise  von  Tq  feststellen.  Keiner  der- 
selben kann  ein  eigentlicher  Halbkreis  mit  „endlichem^'  Radius  sein; 
ein  solcher  würde  nämlich  vom  Viereck  ein  Stück  abschneiden^  welches 
keinen  parabolischen  Punkt  mehr  aufweisen  könnte.  Die  fraglichen 
Symmetriekreise  (wenn  anders  überhaupt  solche  existieren)  sind  also 
Parallele  zur  imaginären  ^-Axe;  und  sie  werden  das  Ausgangsviereck 
in  n  Streifen  gleicher  Breite  zerlegen.  Ist  jedoch  n>  1,  so  tritt 
wenigstens  ein  Schnittpunkt  einer  dieser  Parallelen  mit  der  Seite  e^ 
auf,  wobei  der  eine  der  beiden  Schnittwinkel  im  Ausgangsviereck 
stumpf  ist  und  also  von  weiteren  Symmetriekreisen  durchzogen  wird. 
Dies  erkannten  wir  bereits  als  unmöglich  und  also  ist  n«»  1,  d.  h. 
Fq  hat  keine  anderen  Symmetrielinien  als  die  Seiten  des  Vierecks- 
netzes. 

Es  folgt  hieraus 9  dass  jede  Substitution  von  I^  das  Vierecknetz 
in  sich  transformiert.  Da  es  aber  offenbar  keine  von  der  Identität 
verschiedene  Transformation  des  Ausgangs  Vierecks  in  sich  giebt,  so 
ist  letzteres  Discontinuitätsbereich  von  Fq]  und  dies  sollte  bewiesen 
werden. 
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§  11.    FortsetBiing:   Gegen  die  Modulgrnppe  inoomxneiuiiirabele 

Grappen  [pj  g,  r]. 

Indem  wir  nunmehr  an  solche  Gruppen  [p,  q^  r]  herangehen,  die 
gegen  die  Modulgruppe  incommensurabel  sind^  bringen  wir  die  Unter- 
suchungsmethoden des  vorletzten  Paragraphen  (pg.  540  ff.)  zur  Anwendung. 
In  der  That  sind  die  nachfolgenden  zehn  Beispiele  nach  jener  Methode 
untersucht  Es  mag  hier  genügen,  wenn  wir  in  jedem  Falle  das  End- 
resultat angeben.  Die  Richtigkeit  kann  man  immer  leicht  auch  hinter- 
her bestätigen.  Erstlich  nämlich  erkennt  man  an  der  Gestalt  der 
Erzeugenden  F^,  F,,  ...  im  Einzelfalle  direct,  dass  dieselben  in  der 
Gruppe  [p,  i,  r]  enthalten  sind.  Weiter  bestätige  man  durch  Be- 
trachtungen der  Art,  wie  sie  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  aus- 
geführt wurden,  dass  das  Ausgangspolygon  der  einzelnen  Gruppe  von 
keinen  weiteren  Symmetriekreisen  durchzogen  sein  kann.  Man  muss 
hierbei  berücksichtigen,  welche  Schnittwinkel  der  Symmetriekreise  bei 
unseren  Gruppen  zulässig  sind.  Endlich  wird  man  ohne  jede  Mühe 
bestätigen,  dass  das  Ausgangspolygon  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  keine 
von  der  Identität  verschiedene  Transformation  in  sich  zulässt.  Nur 
in  drei  unter  den  neun  in  Aussicht  genommenen  Fällen  ist  das  ein- 
zelne Polygon  centriert;  und  es  ist  dann  jedesmal  das  Centrum  der 
Fixpunkt  einer  in  der  Gruppe  [p^  g,  r]  enthaltenen  elliptischen  Sub- 
stitution der  Periode  zwei. 

1)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [3,  1,  1]. 

Man  wird  hier  zum  Netze  der  Kreisbogendreiecke  mit  den  WinJceln 

tf  *9f  ^If 

Y,  -7-,  -ß-  geführt,  und  zwar  in  derjenigen  Lage  der  g-Halbebene,  wie 

sie  durch  Figur  176  charakterisiert  ist.   Dabei  liegen  die  in  der  Figur 
mit  e^,  ^2}  ^8  bezeichneten  Ecken  des  Ausgangsdreiecks  in  den  Punkten: 


S  =  ^     — T 


^1/2  -1+» 


—  1  +  1/3  '      —  1  +  ]/3 

Die  zugehörigen  erzeugenden  Substitutionen  sind: 


1^1  = 


(1) 


F, 


V^  +  i' 
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Man  bat   ala  Resultat:    Die  reprodacierende  Gruppe  der  tertiären 
Form  [3,  1,  1]  isi  die  Sauptkrei^ujope  der  Signatur  (0,3;  2,4,6). 
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Die  Form  [3,  1,  1]  ist  von  Selliog  a.  a.  0.  pg.  220  betrachtet. 
Die  Figur  4  auf  der  der  Selling'sGlien  Abhandlung  beigefQgten  Tafel 
stellt  direct  das  einzelne  Dreieck  der  Winkel  -i->  T'  T  ^' 
2)  Reprodacierende  Gruppe  der  Form  [3,  5,  1]. 

Das  System  der  Symmetriekreiae  liefert  im  Falle  der  Gruppe 
[3,  5,  1]   eine  Einteilung  der  t  Halbebene  in   KreisbogenmereeJce  der 


Winiel  y,  y,  y»  -j>    welche  in  Figur  177   dai^estellt  ist     Die 
Ecken  e,,  . .,  e^    des  natäi  gewohnter  YorBchrift  ansgewählten  Ans- 
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gangsvierecks  liegen  der  Reibe  nach  bei: 


e=i, 


/—  y 


—  1  +  ya '   yi5  —  ys '         ys 

Die  diesen  Ecken  correspondierenden  Erzeugenden  sind: 


Vi 


0,1' 


V-l,  0/ 


0, 

V8  +  1 


yi  +  i 

Vi 


(2) 


V2 


0 


VS  +  3  }/»  +  1 


2 

V8+1 


V5, 


2 

ys  —  3 


>^ 


,    V, 


Vf> 

V6 

V2' 

Vi 

Die  reproducierende  Gruppe  der  temären  Form  [3,  5,  1]  ist  die 
durch  die  vier  Erzeugenden  (2)  näher  charakterisierte  Gruppe  aus  der 
Familie  der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  6). 

3)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [3,  13,  1]. 
Hier  liegen  die  Dinge  ähnlich,  wie  im  yoraufgehenden  Falle.   Man 
gewinnt  wieder  ein  Nela  von  Ereisbogenvierecken ,  und  zwar  solcbe  der 

Winkel  y>  y>  "ä"»  t>  ^^®  ^^^  ^°  Figur  178  nacbsehen  wolle.    Die 


Mg.  178. 


vier  Ecken  e^,  ..,  e^  haben  der  Reihe  nach  folgende  Werte  g: 


ty2 


—  6  +  t  —  2  ys  +  i 


'   —  1  +  ys '  y39  —  yia ' 


yis 


und  die  zugehörigen  erzeugenden  Substitutionen  sind: 
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V^ 


0,  1 


=(-.;;). 


(3) 


0 


V3  4-  6 


ys  +  i 


n  = 


2        '  2 


yis 


,  F, 


2 


/13, 


2 


i  +  2V8 
1/2        ' 

Vis 

1/2       ' 


Di€  rcprorfuciercwcfe  Gruppe  der  Form  [3,  13,  1]  ist  die  durch  die  Er- 
zeugende (3)  festgelegte  Gruppe  der  Signatur  (0,  3 ;  2,  2,  6,  4). 

4)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [7,  1,  1]. 

Die  Gruppe  der  Form  [7,  1^  1]  liefert  ein  erstes  Beispiel  für  den 

Fall,   dass   der   Ausgangsbereich   des   durch   die   Symmetriehalbkreise 

hergestellten  Polygonnetzes  noch  nicht  der  Discontinuitätsbereich  der 

Gesamtgruppe    ist.      Man   wird    hier   zunächst   zu   einem   Netze   von 

Kreisbogenvierecken  der   Winkel  y»  t»  Y'  T  8®^^"^**      Aber  diese 


Fig.  179. 

Vierecke  sind  centriert,  und  die  Centren  liefern  die  Fixpunkte  einer 
in  der  Gruppe  enthaltenen  Classe  elliptischer  Substitutionen  der  Pe- 
riode evoei. 

Der  Discontinuitätsbereich  der  Gesamtgruppe  zweiter  Art  hat  dem- 
entsprechend zwei  Seiten  der  ersten  Art  und  daneben  drei  solche  der 
zweiten  Art,  die  von  Symmetriehalbkreisen  geliefert  werden.  Den 
Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  erster  Art  legt  man  am  einfachsten 
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in  der  durch  Figur  179  bezeichneten  Art  fest.  Im  Sinne  der  Sprech- 
weise des  vorigen  Abschnitts  sind  die  Ecken  6|y  e^,  e^,  64  als  die 
„festen",  die  übrigen  vier  aber  als  „bewegliche"  Ecken  des  Polygons 
zu  bezeichnen.  Den  festen  Ecken  kommen  der  Reihe  nach  folgende 
f- Werte  zu: 

'     —2+1/7'    3  — V?'      —2+1/7' 
und  die  entsprechenden  Erzeugenden  sind: 


-y     ,/7z  \  I       -,/~      f 


(4) 


—  V7  — 2 


n=       _...      "'      .     F, 


Die  rqproduderende  Gruppe  der  Form  [7,  1,  1]  ist  die  durcli  die 
Erzeugenden  (4)  näher  definierte  Hauptkreisgruppe  von  der  Signatur 
(0,  4;  2,  2,  2,  4). 

Die  Hauptuntergruppe  der  vorliegenden  Gruppe  besteht  aus  allen 
unimodularen  Substitutionen: 

a  +  bVl       c  +  dVl' 
2  >  2 

—  c  +  dl/7       g  — 51/7    '' 
2  >  2 

und  in  ihr  bilden  alle  Substitutionen  mit  geraden  Zahlen,  d.  i.  alle 
Substitutionen,  deren  Coefficienten  ganee  algebraische  Zahlen  sind,  auf's 
neue  eine  Untergruppe.  Die  letztere  ist  im  wesentlichen  mit  jener 
Gruppe  identisch,  zu  welcher  wir  pg.  489  von  den  Hermite'schen 
Formen  der  Determinante  2) «»  7  aus  geführt  wurden.  Die  Trans- 
formation der  Gruppe  aus  der  einen  in  die  andere  Gestalt  wird  man 
nach  Analogie  der  pg.  553  für  2)  =  5  ausgeführten  Bechnung  sofort 
vollziehen. 

5)  Beproducierende  Gruppe  der  Form  [11,  1,  1]. 
Diese   Gruppe   wurde   bereits   in   der  Theorie   der   „natürlichen'^ 
Discontinuitatsbereiche  (pg.  279  u.  f.)  als  Beispiel  herangezogen.    Sie 
liefert   eine  Einteilung  der  {;- Halbebene  in  ein  Nets  von  Kreisbogen* 
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mm  mf  mf  0mf 

Vierecken  der  Winkel  y,  y;  j?  T>   ^®   ^®   Figur   180   wiedergiebt. 

Die  Ecken  e^,  ..^  e^  des  nach  der  jetzigen  Vorschrift  gewählten  Aus- 
gangspolygons  haben  die  folgenden  g- Werte: 


tl/2 


Fig.  180. 


—  1  +  t 


—1/11  +  t}/8 

* '    —  3  +  yn '   -  3  4-  VIT'        6  —  yTi 
und  liefern  dementsprechend  die  folgenden  Erzeugenden: 


F.= 


(5) 


1/2'     )/2 

1         J_ 
1/2'     >/2, 


3  +  vTr 


.y.- 


^b  +  Vu 


6  +  ]/i  i 
2 

1  —  VIT 


Die  reproduciercnefe  Gruppe  der  Form  [11,  1,  1]  ist  die  durch  die 
Substitutionen  (5)  näJher  erklärte  Haupthreisgruppe  der  Signatur  (0,  4; 
2,  2,  3,  4). 

6)  Keproducierende  Gruppe  der  Form  [15,  1,  1]. 

Auch  in  diesem  Falle  gewinnen  wir  ein  Vierecknete,  und  zwar  sind 

die  Winkel  des  einzelnen  Vierecks  y,  y,  y,  -j-  (cf.  Figur  181).  Die 

Ecken  e^,  . .,  e^  des  Ausgangsvierecks  sind   in  folgenden  Punkten  ^ 
gelegen: 
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und  von  bierana  berechnet  man  die  folgenden  Erzeugenden: 

„  yi  +  Vs' 


(6) 


Vi 
0 


VI  2  K8  +  V6. 

Vi'  y% 

-  s  ys+Vft      _  yä 
Vä      '       vi  , 

Die  reprodttcierettde  Grtt^e  der  Form  [15,  1,  1]  ist  die  durch  die 
Sid>sHlitiionen  (6)  ^laräkterisierte  Gruppe  der  Signatur  (0,  4;  3,  2,  2,  4). 

7)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [1,  3,  7]. 
Das  Beispiel   [1,  3,  7]  führt   auf  KreishogenfUnfeeke  mit  lauter 
rechten   Winkdn;   das  betreffende  Netz  ist  in  Figur  182   angedeutet. 
Den  Ecken  e,, . .,  e^  des  ÄtugangefOnfeckB  kommen  folgende  £-Werte  zu; 


jyi. 

s  —  Y'i' 


-8  +  'V8 
3  )/3  —  V2I ' 


—  2]/S+y2l' 


-1  +  iyi 

]/3 
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Die  fünf  erzeugenden  Substitutionen  sind: 


0,  1 


^-(- :  )■  -.- 


(7) 


F,  = 


yr 


-8  +  V7 
1/2 


3+V^ 


^2 


-/-iy^ 


0 


,  V^ 


1 

V» 

Vi' 

Vi 

>/2' 

1 

]/2 

>^+2,/5- 


V^2 


1/3 


-       }/3,  -KI 

]/2  y2 


Flg.  182. 

Die  reproducierende  Gruppe  der  Form  [1,  3,  7]  ist  die  durch  die 
Substitutionen  (7)  charakterisierte  Haupikreisgruppe  der  Signatur  (0,  5; 

X^i      jSj      ^f      ^f      SJj» 

8)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [7,  5,  1]. 

Auch  das  Beispiel  [7,  5,  1]  führt  auf  ein  Fünfechnete  und  zwar 
handelt  es  sich  hier  um  Ereisbogenfünfecke  mit  vier  rechten  Winkeln 

und  einem  Winkel  y  (cf.  Figur  183).    Die  Ecken  e^,  . .,  e^  des  Aus- 
gangsfünfecks sind  durch  die  folgenden  g- Werte  festgelegt: 

^      iy2      ^yi  +  iys     -Vl  +  i     -y6  +  i]/2, 

und  von  hier  aus  berechnet  man  als  die  zugehörigen  Erzeugenden: 

Fricke-Klein,   Aatomorphe  Fnnctioneii.    I.  86 
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Vt 


0,  1 


(-:j).  >-.-  - 


0, 

3  +  }/7 


(8) 


1  +  V7 


3  + Vi 


F,= 


2         '  8 

—  8  +  V?,/£-     1  — J/7 


]/2 
1/5 


r. 


Vi 

Vi' 

1/2' 


2 


Vö, 


2 


'    ^'°"(_ 


) 


Fig.  188. 

Die  reproducierende  Gruppe  der  Form  [7,  5,  1]  ist  die  durdh  die 
Siibstitutianen  (8)  festgelegte  Gruppe  der  Signatur  (0,  5;  2,  2,  2,  2,  3). 

9)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [19,  1,  1]. 

Das  zur  Form  [19,  1,  1]  gehörende  System  der  Symmetriekreise 
liefert  ein  Netz  centrierter  EreisbogensecJiseckey  und  die  Centren  sind 
Fixpunkte  elliptischer  Substitutionen  der  Periode  ewei  der  Gruppe. 
Bei  der  Festlegung  des  Discontinuitatsbereiches  der  Gruppe  erster  Art 
verfahren  wir  ebenso  wie  in  Nr.  4  Es  ist  ein  solcher  Bereich  in 
Figur  184  durch  stärkere  Umrandung  hervorgehoben,  wobei  die  punktiert 
gezeichneten  Seiten  keine  Symmetrielinien  der  Gruppe  sind.  Die  mit 
Ci  bis  e^  bezeichneten  Ecken  haben  folgende  g- Werte: 

8  +♦  1  +  1 1/2  _      i\/2 —  1  +  t  >/2         —  3  +  t 

'      _3-J-yT9'     _4-f.j/i9'      31/19—13'     —4  +  ^19'     —3+1/19* 

Übrigens  sind  hier  die  Ecken  e^  und  e^  äquivalent.  Man  stelle 
somit  nach  den  Vorschriften  des  vorigen  Abschnitts  ein  kanonisches 
Polygon  mit  den  fünf  Ecken  ß^,  .  . 
zeugenden  sind  alsdann: 


e^   her.     Die  zugehörigen   Er- 
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Vi- 


(9)    Vi 


3 


Vi'  Vit 


—  4  +  Vi9 
V2 


—  4  —  Vl9' 

Vi 
1 

~vt 


F,  = 


r. 


—  3  1/19 +  13' 
V2 

0 


Vi' 

VTg  +  i 

vi 


Fig.  184. 


Die  reprodacierende  Gruppe  der  Form  [19,  1,  1]  ist  die  durch 
die  ßnf  Erzeugenden  (9)  charakterisierte  Hauptkreisgruppe  der  Signatur 
(0,  5;  2,  2,  2,  2,  4). 


36' 
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10)  Reproducierende  Gruppe  der  Form  [23,  1,  1]. 
Bei  der  Gruppe  [23,  1,  1]  liegen  die  Verbältnisee  ganz  ähnlich 
wie  im  Torigen  Falle,    Es  stellt  sich  wieder  ein  Netz  eentrierter  Ereis- 
bogensechsedce  ein;    und  die   Centren  sind  Fixpunkte   elliptischer   Sab- 
atitationen   der   Periode   zwei.     Die   Winkel   des    einzelnen   Sechsecks 
sind  "i-,  Y7  X'  T'  T'  T"     ^^^  Ecken  c,,  . .,  eg  des  in  Figur  185 
wiedei^egebenen  Discontinuitätsbereichs  haben  folgende  g-Werte: 
■     yäs  +  i  ys     a  +  iyä        »^2        -a  +  iyB     —  Vää  +  iyä 
'      7  —  1/23   '  syäs  — »'   6  — i/is'    2yä8  — 8*       7  — y« 
Auch  hier  sind  e,   und  ^   äquiTBlent,   so   dass  Erzeugende  der 
Grnppe  bereits  die  folgenden  fünf  Substitatiouen  sind: 


*sc:*2>-' 


(io)n- 


1       1 

vi'  vi/ 

/ 

-VS3 
7  +  ^23 

7  +  K83\ 
2 

i  +  V» 

«        / 

• 

vi' 

Vi      • 

2yä3-j\ 

Vi      / 

1         ' 

/ 
\ 

0, 

-  6  +  V'28 

vi     ' 

6  +  V2a 
Vi 

0 

Kj- 

Vi' 

V     vi 

V2 
3 

"vi  / 
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Die  reproduderende  Gruppe  der  Form  [23,  1,  1]  ist  die  durch  die 
Substitutionen  (10)  festgelegte  Hauptlireisgruppe  der  Signatur  (0,  5; 
2,  2,  2,  3,  4).  - 

Man  könnte  hier  im  Anschluss  an  die  Entwicklungen  von  pg.  538 
noch  die  Frage  aufwerfen,  ob  im  einzelnen  Falle  [p,  q,  r]  die  ver- 
schiedenen combinatorisch  möglichen  Substitutionentypen  sämtlich  oder 
nur  teilweise  in  der  Gruppe  wirklich  auftreten.  Es  zeigt  sich,  dass 
in  jedem  Fälle  aUe  möglichen  Typen  auch  wirMich  auftreten.  Man  be- 
weist dies  stets  leicht  durch  Combination  der  bei  den  Erzeugenden 
der  einzelnen  Gruppen  [p,  q,  r]  vorkommenden  Typen. 

Die  unter  1)  behandelte  Form  [3,  1,  1]  ist,  wie  daselbst  bereits 
bemerkt  wurde,  von  Selling  ausführlich  betrachtet.  Von  den  übrigen 
hier  behandelten  Formen  kommt  nur  noch  [11,  1,  1]  bei  Selling 
explicite  zur  Geltung.  Man  vergleiche  die  a.  a.  0.  pg.  218  von  Selling 
gemachten  Angaben,  sowie  die  Figur  3  der  dort  beigefügten  Tafel, 

in  der  man  das  Kreisbogenviereck  der  Winkel  y,  y,  y,  -7-  direct 

wiedererkennen  wird. 

Die  Entwicklungen  des  vorliegenden  Paragraphen  sind  der  Mehr- 
zahl nach  zuerst  in  den  pg.  546  genannten  Aufsätzen  des  Verf.  ver- 
öffentlicht. Die  Discontinuitätsbereiche  der  unter  6)  und  7)  behandelten 
Gruppen  hat  Eepinski  im  Anzeiger  der  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Erakau  vom  Juni  1892  angegeben. 

§  12.    Arithmetisohefl  BildtmgsgesetB  der  g-Grappen  1}  bei 

oomplezen  temären  Formen  f(0i). 

Dem  zweiten  in  §  1  pg.  503  entwickelten  Ansätze  lag  der  Körper 
H  aller  complexen  Zahlen  von  der  Gestalt  (a  -f-  ib)  zu  Grunde.  Es 
sei  f{iSi)  eine  irreducibele  ternäre  quadratische  Form,  deren  Coefficienten 
irgend  welche  ganze  Zahlen  aus  52  sind.  Dann  gehörte  innerhalb  52 
zu  f{£i)  eine  reproducierende  Gruppe  I},  deren  S- Substitutionen  nun- 
mehr auf  ihr  arithmetisches  Bildungsgesetz  näher  untersucht  werden 
sollen. 

Es  wird  zunächst  möglich  sein,  die  Form  f(zi)  durch  rationale 
Transformation  sowie  nötigenfalls  Behaftung  mit  einem  Factor  auf  die 
Gestalt  zu  bringen: 

(1)  f(^i)  =  P^i'  —  ?^2*  —  ^^3*5 

und  man  überzeugt  sich  gerade  wie  im  reellen  Falle,  dass  man  von 
den  drei  in  52  enthaltenen  ganzen  Zahlen  p,  q^  r  folgende  Annahmen 
machen  darf:   Je  zum  von  den  Zahlen  p,  q,  r  sind  relativ  prim^  und 
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keine  unter  ihnen  hat  einen  von  einer  Einheit  verschiedenen  quadratisdien 
Factor.  Indem  wir  uds  auf  die  Ergebnisse  von  §  2  pg.  507  berufen^ 
beziehen  wir  die  Untersuchung  sogleich  auf  die  besondere  Form  (1). 

Da  in  52  die  elementaren  Divisionsgesetze  gelten  ^  so  kann  man 
die  Überlegung  von  §  8  pg.  534  flf.  hier  fast  Wort  fiir  Wort  wieder- 
holen, nur  dass  stets  die  ganzen  Zahlen  aus  Sl  an  Stelle  der  dortigen 
rationalen  ganzen  Zahlen  treten. 

Vor  allem  bleibt  der  Ansatz  (4)  pg.  534  bestehen;  und  wir  haben 

(2)  ^'  =  7fT*        ""^^       «*-/Jy  =  l 

in  der  allgemeinsten  Weise  derart  zu  bestimmen^  dass  die  neun  Coef- 
ficienten  oa  in  (4)  pg.  534  ganze  Zahlen  von  Sl  werden. 
Gerade  wie  dort  finden  wir  von  hieraus  erstlich: 

Ya  +  VB     VC  +  |/5' 

2  '  2 

wo  Ä,  Bf  C,  D  ganze  Zahlen  aus  Sl  sind,  für  welche  gilt: 

(4)  A  —  B  +  C''D  =  4, 

(5)  A^B  =  C  =  D  (mod.  2). 

Diese  Bedingungen  gewährleisten  die  Ganzzahligkeit  der  drei 
Coeffidenten  a^^,  022^  ^ss* 

Für  die  übrigen  sechs  Coefficienten  an  hat  man  dann  wie  pg.  535 
die  Gleichungen: 


(6) 


YJ~Bpr  =  ragi  +  pa^ ,       yCDpr  =  ra^^  —  ^«13, 
yj^Cqr  =  rcf82  —  (Z^as)        VSDqr  =  ra^^  +  qa^^, 


YADpq  =?l>ai2  +  gajji ,        VBCpq  =  pa^^  —  qa^^. 

Hieran  knüpfen  sich  für  die  ganzen  Zahlen  Ä,  B,  C,  D  analoge 
Überlegungen,  wie  an  das  Formelsystem  (9)  pg.  535.  Indem  wir  erst- 
lich annehmen,  dass  unter  den  Zahlen  A^  B^  C,  D  keine  verschwindet, 
bilden  wir  die  Ansätze: 

Ä  =  i'p.qir.s^a^      B  =  i^Paft^a^s^S 

C'  =  i^P3?8^8«s <^\      D  -=  i'^p^q^r^s^d^. 

Hierbei  ist  unter  a^  das  grösste  in  A  aufgehende  Quadrat  verstanden; 
und  der  übrig  bleibende  Factor  ist  in  der  Art  zerlegt,  dass  p^  in  p, 
Ji  i°  9)  ^1  i^  ^  aufgeht,  während  s  prim  gegen  pqr  ist.  Den  Factor 
i    setzten  wir  hinzu,  um  die  Zahlen  jPn  $1;  •  •  •  nach  Belieben  durch 


(9) 
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,;a8socierte''  Zahlen*)  ersetzen  zu  können.     Offenbar  darf  man  den  Ex- 
ponenten X  auf  die  beiden  Werte  0  und  1  beschränken.     Nach  den- 
selben Principien  sollen  die  übrigen  drei  Formeln  (7)  aufgebaut  sein. 
Die  erste  unter  den  Gleickungen  (6)  zeigt,  dass  ABpr  und  damit: 

(8)  i'^'^^PPiPi '  QiQ% '  rr^r^ '  s^s^ 

ein  Quadrat  innerhalb  des  Körpers  52  unserer  complexen  Zahlen  ist. 
Bei  den  über  p,  q,  r  gültigen  Voraussetzungen  folgt  hieraus^  dass  g^  q^ 
sowie  auch  s^s^  mit  Quadraten  associert  sind,  und  eben  dieserhalb  ist 
q^  mit  g^;  sowie  Sg  mit  s^  associert.  Nun  können  wir  die  Zahl  q^ 
noch  durch  eine  mit  ihr  associerte  Zahl  ersetzen;  wir  wählen  demnach 
gleich  q^  «=  q^  sowie  auch  s^'^  s^. 

Durch  Benutzung  weiterer  Gleichungen  (6)  specialisieren  wir  den 
Ansatz  (7)  dahin,  dass: 

< 
C  =  i^Piq^r^sb^,         D  •=  i^^p^q^r^scP 

zu  setzen  sind. 

Nun  benutzen  wir,  dass  auch  pPiP^  mit  einem  Quadrat  associert 
ist.  Haben  demnach  p^  und  p^  den  grössten  gemeinsamen  Factor  p^, 
und  ist  Pi  =  PqPi\  P%^='PqP%}  so  wird  auch|jp/pj'  mit  einem  Quadrate 
associert  sein,  und  wir  dürfen  demnach  sogleich  wieder  PiP%^='P 
setzen.  Den  gemeinsamen  Factor  p^  von  p^  und  p^  nehmen  wir  in  s 
hinein  und  lassen  übrigens  die  oberen  Indices  bei  p^  und  p^  fort. 
Indem  wir  entsprechende  Betrachtungen  an  q  und  r  knüpfen,  gelangen 
wir  zu  den  drei  Gleichungen: 

(10)  l>=i?il>a,     2  =  2i&,     r  =  r^r^, 

während  fortan  s  nicht  mehr  notwendig  prim  gegen  pqr  sein  muss. 
Endlich  bleibt  uns  übrig  zu  fordern,  dass  i'^+^j  i'^'^^, ...  Quadrate 
im  Zahlkörper  Ä  sind.  Hieraus  ergiebt  sich  x  =  A  =  ^  =»  v,  da  % 
kein  Quadrat  in  Sl  darstellt.  Nehmen  wir  demnach  die  einander  gleichen 
Zahlen  i**,  i^,  ...  in  s  hinein,  so  folgt  definitiv: 

A  =p,qir^sa\        B=p^q,r^sb\ 

^     ^  C  =  Piq^r^S(?y         D^p^q^r^scP. 

Dieses  Ergebnis  bleibt  nun  gültig,  falls  unter  den  Zahlen  A,  B, 
C,  D  eine  oder  mehrere  verschwinden.  Ist  z.  B.  D  =  0,  während  -4, 
By  C  nicht  verschwinden,  so  wird  man  den  Ansatz  (7)  nur  erst  für 
Af  B  und  C  aufschreiben  und  sodann  zur  näheren  Durchführung  a^n 


*)  Wegen  des  Begriffs  der  associerten  Zahlen  sehe  man  Dirichlet-Dede- 
kind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  pag.  438  der  4.  Aufl. 
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die  erste  ^  dritte  und  letzte  Gleichung  (6)  anknüpfen.  Man  gewinnt 
durch  Wiederholung  der  eben  vollzogenen  Schlussweise  die  drei  ersten 
Gleichungen  (11)  und  wird  die  vierte  einfach  hinzusetzen,  indem  man 
in  ihr  d  =  0  nimmt  — 

Die  vorstehende  Entwicklung  ist  jetzt  umzukehren.  Wir  wählen 
also  eine  beliebige  Zerlegung  (10)  der  Zahlen  p^  q,  r  und  denken 
ganze  complexe  Zahlen  s,  a,  b,  c,  d  auf  irgend  eine  Art,  jedoch  so  be- 
stimmt, dass  die  beiden  Bedingungen  (4)  und  (5)  gültig  sind.  Wir 
dürfen  uns  hierbei  unter  je  vier  associerten  Zerlegungen  z.  B.  von  pi 

Pi'Piy     (iPi)  '  {— iPi)  y     {—Pi)'i-P2)f    i—iPi)'(}Pi) 

offenbar  auf  eine  einzige  beschränken.  Andrerseits  ist  s  zufolge  (4) 
ein  nicht-quadratischer  Teiler  von  4,  und  man  hat  also  die  vier  Mög- 
lichkeiten: 

(12)  5=1,     i,     1  +  i,     l~i. 

Es  fragt  sich,  ob  für  die  Ganzzahligkeit  von  «ig,  •.•^ce^  noch 
weitere  Bedingungen  hinzukommen  oder  nicht. 

Um  hierüber  zu  entscheiden,  setze  man  die  Werte  (11)  für  .^,  B^ 

Cy  D  in  die  Formeln  (6)  ein  und  löse  nach  den  an  auf.    Indem  man 

benutzt,  dass  je  zwei  unter  den  Zahlen  p,  g,  r  relativ  prim  sind,  findet 

man  für  die  Ganzzahligkeit  der  a^x  als  hinreichend  und  notwendig  die 

Bedingungen: 

abq^s  ^  cdq^s 

(13)  •  acp^s^bdp^s 

adr^s^  bcr^s, 

Auf  diese  Weise  haben  wir  das  Schlussergebnis  gewonnen:  Die  ge- 
suchte Polyedergruppe  Ff  besteht  atis  allen  Sübstittdionen: 


(mod.  2). 


(14)     :       _       _  _ 


2  ^-^^-^  2 

mit  ganstm  Zahlen  a,  b,  c,  d  aus  A,  die  die  Bedingungen: 

(15)  Piqirisa^  —  p^q.r^sb^  +  p^q^r^sc^  —  ^hq^r^sd"  =  4y 

(16)  PiqiriSa^^p^q^r^sb^^p^q^r^sc^^p^q^riSd^   (mod.  2) 

sotüie  die  Congnienzen  (13)  befriedigen.  Es  sind  hierbei  alle  möglichen 
Zerlegungen  (10)  mmlassen,  jedodi  von  zwei  „associerten"  Zerlegungen 
immer  nur  eine  beizubehalten. 

Macht  man  Fallunterscheidungen  für  p,  g,  r,  so  gestatten  die  Be- 
dingungen (13)  in   den   einzelnen  Fällen    weitere  Beductionen.     Sind 
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z.  B.  alle  drei  Zahlen  p,  q,  r  prim  gegen  2,  so  ergiebt  sich  aus  (16) 

leicht: 

a^b^c^d   (mod.  1  +  i). 

Für  5  =  1  4-  t  sind  alsdann  die  Congnienzen  (13)  von  selbst  erfällt. 
Ist  aber  5  =  1  oder  i,  und  wählt  man  a,  6,  c,  d  ^  0  (mod.  1  +  i), 
so  sind  die  Bedingungen  (13)  gleichfalls  von  selbst  erfüllt  Sind  hin- 
gegen a,  6,  c,  d  ^  1  (mod.  1  +  0>  ^^  ergiebt  sich  aus  (16),  dass  not- 
wendig p^q^^r  (mod.  2)  zutreflFen  muss.  Die  Bedingungen  (13) 
sind  dann  nicht  ^nzlich  überflüssig,  reducieren  sich  jedoch  auf  eine 
unter  ihnen,  etwa  auf  ab'^qcd  (mod.  2).  — 

Übrigens  wird  man  hier  wieder  eine  Einteilung  aller  Substitu- 
tionen (14)  in  eine  Reihe  verschiedener  Ttfpen  durchführen,  welche 
den  verschiedenen  Zerlegungen  (10),  sowie  den  verschiedenen  Werten 
der  ganzen  Zahl  s  entsprechen.  Für  die  Gombination  dieser  Typen 
gelten  durchaus  wieder  die  Überlegungen  von  pag.  538*). 

§  13.    Beispiele  von  reprodncierenden  Folyedergruppen  I}. 

Bei  der  Untersuchung  der  Discontinuitätsbereiche  von  Polyeder- 
gruppe Ff  unserer  Art  wird  man  sich  zweckmässig  auf  solche  Fälle 
beschränken,  bei  denen  1}  der  Erweiterung  durch  die  Spiegelung 
S'  =  —  S  fähig  ist  Als  Bedingung  für  die  Zulässigkeit  dieser  Er- 
weiterung findet  man,  dass  mit  der  Substitution 

stets  auch 

in  1}  enthalten  sein  muss.  Wir  schliessen:  Die  einzelne  Polyedergruppe 
Ff  ist  jedenfalls  dann  durch  die  Spiegelung  g'  =  —  g  der  Ertveiterung 
auf  eine  Gruppe  zweiter  Art  1}  fähig,  wenn  p,  q  und  r  y,rationay^  ganze 
Zahlen  sind.  Wir  wollen  diese  Bedingung  fortan  als  erfüllt  voraus- 
setzen. Es  ist  dieser  Fall  deshalb  besonders  interessant,  als  jetzt 
f(Zi)  eine  reelle  Form  ist,  welche  im  rationalen  Zahlkörper  eine  „reelle 
reproducierende  Gruppef*  besitzt,  d.  i.  eine  solche,  die  in  der  ternären 
Gestalt  reelle  Coefficienten  hat.  Diese  letztere  Gruppe  wird  eine  hyper- 
bolische oder  elliptische  Rotationsgrnppe  sein,  je  nachdem  f(Zi)  für 
reelle  jer,  indefinit  oder  definit  ist     Natürlich  ist  diese  Rotationsgruppe 

♦)  Die  Entwicklungen  des  §  12  sind  vom  Verf.  in  der  Note  „Zur  Theorie 
der  ternären  quadratischen  Formen  mit  ganzen  compUxen  Coefficienten*^,  Cröttinger 
Nachr.  1895  Hefb  1  mitgeteilt.  Der  Standpunkt  ist  daselbst  insofern  noch  all- 
gemeiner, als  an  Stelle  des  im  Texte  gewählten  EOrpers  Sl  ein  beliebiger  ima- 
ginärer quadratischer  Körper  zu  Grande  gelegt  wird. 
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in  der  „complexen  reprodiicierenden  Gnipp&'  I},  um  welche  es  sich  hier 
handelt,  als  Untergruppe  enthalten. 

Die  einzelne  ternäre  Form  (1)  pg.  565  bezeichnen  wir  wie  früher 
symbolisch  durch  |j),  q,  r]  und  übertragen  diese  Benennung  auch  so- 
gleich auf  die  zugehörigen  Gruppen.  Wir  betrachten  nunmehr  einige 
Beispiele. 

1)  Reproducierende  Polyedergruppe  [1,  —1,  —1]. 

Da  die  hiermit  vorgelegte  Form  [1,  —  1,  —  1],  d.  i.  ausführlich 
geschrieben  e^^  +  e^^  +  0^*,  für  reelle  gt  definit  ist,  so  ist  die  zuge- 
hörige „reelle"  reproducierende  Gruppe  eine  elliptische  Rotationsgruppe, 
und  zwar  werden  wir  zu  einer  Oktaedergruppe  geführt  werden. 

Um  zunächst  allgemein  die  ^-Substitutionen  der  vorliegenden  1} 
aufzustellen^  haben  wir  in  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  ein- 
zutragen: 

Wir  gewinnen  auf  diese  Weise  für  die  Substitutionen  von  I}: 

wobei  für  die  ganzen  complexen  Zahlen  a,  b,  c,  d  die  Bedingungen 
gelten: 

(2)  s(a«-f  &«-f  c^+t?)  =  4, 

(3)  a  =  h  =  c  =  d  (mod.  1  +  i), 

sowie  im  Falle  5^1  (mod.  1  -|-  t): 

(4)  ah  ^=.  cd  (mod.  2). 

Es  ist  nun  erstlich  leicht  zu  sehen^  dass  für  ^  =  1  +  ^  keine 
Lösungen  a,  b,  c,  d  der  Bedingungen  (2)  und  (3)  existieren.  Aus  (2) 
folgt  nämlich  in  diesem  Falle: 

(5)  a^+h^+(^+d^=2  +  2i  (mod.  4). 

Sind  nun  a,  b,  c,  d  prim  gegen  (1  +  0;  ^^  ^^"d  a*,  6*,  c\  (?^  +  l 
(mod.  4);  hier  ist  offenbar  die  Bedingung  (5)  nicht  erfüllbar.  Sind 
hingegen  a,  h,  c,  d  durch  (1  +  0  teilbar,  so  sind  a*,  6*,  c*,  dP  ^  0 
oder  ^  2i  (mod.  4);  also  kann  auch  jetzt  in  keiner  Weise  die  Con- 
gruenz  (5)  befriedigt  werden. 

Für  s  =  1  oder  i  folgt  aus  (2) 

aa  +  62+c«+d^  =  0   (mod.  4). 

Sind  nun  a,  &,  c,  d  prim  gegen  (1  +  0>  ^^  erfordert  diese  letztere 
Gongruenz,  dass  die  vier  Zahlen  a,  b,  c,  d  modulo  2  entweder  unter 
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einander  congruent  sind^  oder  dass  zwei  Yon  ihnen  ^1^  die  beiden 

anderen  ^  i  sind.     Wir  schliessen^  dass  die  Congruenz  (4)  in  jedem 

Falle  von  selbst  erfüllt  ist. 

Man    kann   die   vorstehende   Überlegung    dahin   zusammenfassen^ 

dass  die  (Gruppe  [1,  —  1,  —1]  aus  aUefi  St^tihdionen 

a  +  »&  c  +  id'» 

— 2~~'  — 2~ 

W  I— c  +  td  a-ih 

—^ '  — 2  - 

der  Determinanten  1  und  i  besteht,  unter  a,  b,  c,  d  ganze  die  Bedingung 
(3)  erfüllende  Zahlen  aus  £1  verstanden.  Die  unimodularen  Substitu- 
tionen (6)  bilden  für  sich  eine  Untergruppe  des  Index  2,  aus  welcher 
die  Gesamtgruppe  durch  Zusatz  der  Substitution  g'«atg  hervorgeht. 
Letztere  entspricht  der  mit  (3)  übereinstimmenden  Auswahl  a  ™  b «» 
1  +  i,  (.  =  Ä  =  0. 

Man  stelle  nun  erstlich  die  ^^reelle''  reproducierende  Gruppe  auf. 
Indem  man  die  unter  (2)  pg.  534  ausgeführte  Transformation  mit  den 
Entwicklungen  von  pg.  17  u.  f.  vergleicht^  zeigt  sich^  dass  die  einzelne 
unimodulare  Substitution  (6)  stets  und  nur  dann  eine  reelle  js^r  Substi- 
tution liefert,  wenn  a,  b,  c,  d  reelle  ganze  Zahlen  sind.  Die  Auflösung 
von: 

in  rationalen  ganzen  Zahlen  liefert  aber  insgesamt  zu^lf  leicht  angeb- 
bare Substitutionen ;  welche  eine  Tetraedergruppe  bilden*).  Der  Zu- 
satz von  g'  SS  ig  führt  alsdann^  wie  schon  angegeben^  zur  Oktaeder- 
gruppe. 

Auf  der  anderen  Seite  sondere  man  aus  der  unimodularen  Gruppe 
die  zum  Centrum  g  =  oo  gehörende  parabolische  Botaiionsgruppe  aus. 
Man  hat  }/«>0,  d.  i.  also  id^^^c  zu  setzen.  Es  werden  somit  (a-f-^^) 
und  (a  —  ib)  zwei  complexe  ganze  Zahlen  sein,  deren  Product  4  ist. 
Dieserhalb  muss  wenigstens  eine  von  ihnen  durch  2  teilbar  sein;  da 
sie  aber  offenbar  modulo  2  congruent  sind,  so  muss  auch  die  andere 

den  Factor  2  haben.    Es  sind  somit  "  -^  *     ganze  Zahlen  ans  A,  und 

da  ihr  Product  gleich  1  ist,  so  sind  sie  selber  Einheiten.  Berücksich- 
tigt man  noch,  dass  c  durch  (1  -f-  t)  teilbar  sein  muss,  so  findet  man 
als  Substitutionen  der  fraglichen  parabolischen  Rotationsgruppe: 

g'  =  ,>g4.n,(l  +  i)  +  n(l-0,    i/  =  0,..,3, 
unter  m  und  n  beliebige  rationale  ganze  Zahlen  verstanden. 

*)  Die  fraglichen  zwölf  Sabstitntionen  haben  direct  die  in  „IkoB.'^pag.  38  unter 
(22)  angegebene  Gestalt. 
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Man  erweitere  nun  jede  der  eben  abgeleiteten  Rotationsunter- 
gruppen durch  £'  =*  —  S  ^^^  conatruiere  die  beiden  zugehörigen 
Systeme  der  Symmetriekreise  in  der  g-Ebeue,  welche  in  Figur  186 
Aber  einander  gelf^^ert  erscheinen.  Vier  unter  den  Symmetrielinien 
sind  in  der  Figur  teilweise  stärker  markiert.  Man  denke  im  g-Ealbraume 
die  vier  zugehörigen  Symmetriebalbkogeln  errichtet,  von  denen  drei 
Hatbebenen  sind.  Diese  vier  Halbkugeln  grensen  ein  Kugelsdialentetraeder 
ein,  dessen  Ähnlidikeit  mit  dem  pg.  82  besprodtenen  Ausgangsteiraeder  der 


Picardschen  Gruppe  dired  evident  ist*),  und  welches  uns  den  Disconli- 
nuitätsbereich  der  eruieiterten  Grt^pe  [1,-1,  —  1]  darstellt. 

Das  fragliche  Tetraeder  kann  nämlich  nicht  ?on  weiteren  Sym- 
metriehalbkugelu  der  1}  durchzogen  sein.  Eine  eigentliche  Halbkugel 
würde  in  der  That  ein  RaumstUck  ofme  parabolischen  Zipfel  abschnei- 
den, während  alle  Symmetriehai  beien«n  (deren  Spiegelungen  in  der  zu 
1  =  <x  gehörenden  parabolischen  Rotationsgruppe  enthalten  sein  wer- 
den) bereits  in  Figur  186  gezeichnet  sind.  Da  endlich  bei  der  Gestalt 
des  fraglichen  Tetraeders  eine  von  der  Identität  verschiedene  Transfor- 
mation desselben  in  sich  nicht  vorkommen  kann,  so  stellt  dasselbe 
wirklich   den  gesuchten  Diseontinuitätabereich  dar. 


•)  Die  CoBimenBürabilität  der  Gruppe  [1.  —  1,  —  ']  n>it  der  Picard'achen 
Gruppe  ergiebt  sich  übrigeuB  leicht  aus  den  Principien  vod  §  2  pg.  60<  S. 
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2)  Reproducierende  Polyedergruppe  [3,  1,  1]. 

Die  in  der  Polyedergruppe  [3,  1,  1]  enthaltene  reelle  reproducie- 
rende Gruppe  ist  in  §  11  unter  Nr.  1  behandelt.  Sie  war  die  Haupt- 
kreisgruppe der  Signatur  (0,  3;  2,  4,  6),  und  ihr  gehörte  die  in  Fig.  176 
pg.  555  dargestellte  Einteilung  der  g- Halbebene  in  Ereisbogendreiecke 

der  Winkel  y?   4";  "g-  zu« 

Um  zunächst  die  gesamten  Substitutionen  der  vorliegenden  Gruppe 
zu  betrachten^  so  haben  wir  in  den  Formeln  von  pg.  568  zu  setzen: 

während  p  =  3  als  Primzahl  in  £1  die  Zerlegungen  1  •  3  und  3  •  1 
liefert.    Man  hat  also  den  Ansatz: 

aVpi  +  &yS  y^  cVPi  +  ^VPt 

(7) 

wo  a^  b,  c,  d  vier  ganze  Zahlen  aus  Sl  sind,  welche 

(8)  5(i>ia«-A6«  +  l>,c«-jp,(P)  =  4, 

(9)  a  =  h  =  c  =  d  (mod.  1  +  0, 
sowie  für  s  ^  1  (mod.  1  +  *)  a^c^  noch:    • 

(10)  ah  =  cd  (mod.  2) 
erfüllen. 

Wegen  der  Bedeutung  von  ft  und  p^  ^^'ß*'  *^^  (8)  ^  s  =  1  +  i 
«2+ j«+c«+eP=2  +  2i   (mod.  4). 

Hieran  knüpft  sich  dieselbe  Überlegung,  wie  an  die  Congruenz  (5). 
Wir  finden,  dass  s  =  1  +  »  unbrauchbar  ist,  sowie  dass  die  Bedingung 
(10)  durch  (8)  und  (9)  bereits  erfüllt  ist.  In  (7)  hat  man  somit  nur 
noch  s  =  \  und  s=^i  zuzulassen. 

Nun  folgt  aus  „M."  I  pg.  198,  dass  die  Substitution: 

6'  =  ?^l^-     mit     ad  — /Jy=l 

eine  Spiegelung  darstellt,  falls  a  und  d  conjugiert  complex,  sowie 
ß  und  y  reell  sind. 

Um  demnach  erstlich  alle  Spiegelungen  mit  s  =  1  zu  charakteri- 
sieren, haben  wir  in  (7)  für  a,  c,  d  rationale  ganze  Zahlen,  für  6  eine 
rein  imaginäre  ganze  Zahl  zu  setzen.  Zur  Vorbereitung  der  weiteren 
Überlegung  wollen  wir  unter  diesen  Spiegelungen  gleich  diejenigen 
aussondern,  deren  Symmetriekreise  durch  i  =  i  hindurchlaufen.  Man 
findet  leicht,    dass   alle   derartigen  Spiegelungen  an   der  Bedingung 
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b  ^  id  und  folglich  i^i  (a' ~|- c')  ■=  4  erkennbar  sind.  Letztere  Glei- 
chong  aber  zeigt  Pi '^^  1  und  ist  nur  auf  die  zwei  Weisen  a  ■=  2, 
c  •=•  0  und  a  —a  0,  c  =  2  l&sbar.  Setzen  wir  noch,  um  (9)  zu  be- 
friedigen, h  '='  2mi  mit  beliebiger  rationaler  ganzer  Zahl  m,  ao  ent- 
springeii  die  beiden  EreiBScharen : 

(11)  mVdiV  +  >?»)  —  2|  -  2myST]  +  «V'a  =0, 

(12)  (-  1  +  ,«/3)  («'  +  1J»)  -  2mySn  +  (1  +  ml/3)  =  0 . 


Um  zweitens  auch  für  s  ->  t  die  Spiegelungen  aufzufinden,  tragen 
wir  in  (7)  für  Ys  den  Wert  ~\i*  ein  und  ßuden,  dass  für  eine  Spie- 
gelung o(l  +  t),  c(l  +  i),  d{l  +  i)  reell  und  i(l  +i)  rein  imaginär 
sein  müssen.  Da  a,  b,  c,  d  hierbei  notwendig  durch  (1  +  0  teilbar  sein 
müssen,  so  haben  wir  den  Ansatz: 

o(l+t)  — 2a',  b{l+i)-=2ib',  c(l  +  i)  — 2c',  d(l  +  i)==i2d', 
wr>  die  a'i  b',  c'  d'  rationale  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  Substitution 
(7)  nimmt  damit  die  nachfolgende  Qestalt  au: 
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cYpi  +dyp, 

a'Vp^  —  ib'Vp^ 


|/2  V2 

Soll  nun  der  Punkt  S  =  i  auf  dem  Symmetriekreise  liegeU;  so  ist 
6'=:d'  zu  fordern,  und  hieraus  entspringt: 

l?i(a'«  +  c'«)  =  2,     d.i.    i?i  =  l,    a'=:l,    c'=  +  l. 

Indem  wir  noch  der  Gleichmässigkeit  halber  m  für  6'  =  d'  schreiben, 
gewinnen  wir  die  beiden  weitere  Kreisscharen  durch  den  Punkt  t  =  i: 

(13)  (1  +  w]/3)  (r  +  12^)  -  2g  -  2m>^i?  +  (-  1  +  mV^  =  0 , 

(14)  (-  1  +  ml/3)  (6«+  ,^2)  -  2|  -  2w}/3i?  +  (      1  +  w]/3)  «  0 . 

Weitere  Symmetriekreise 
unserer  Gruppe  gehen  nicht 
mehr  durch  den  Punkt 
5  —  i  hindurch.  — 

Nunmehr  wolle  man 
in  der  5-Ebene  alle  vier 
Kreissysteme  (11)  bis  (14) 
construieren,  indem  man 
jedesmal  m  alle  ganzen 
rationalen  Zahlen  von — cx> 
bis  +CX)  durchlaufen  lässt. 
Es  entspringt  die  in  Figur 
187  charakterisierte  para- 
bolische Einteilung  der  ^' 
Ebene    in    Dreiecke    der 

Winkel  y;  t»  T^   wobei 

der  Grenzpunkt  des  Netzes 
bei  g  =  i  gelegen  ist.  Als 
Ausgangsdreieck  wählen 
wir  dasjenige  mit  den  Ecken  e^,  e^,  63,  welche  bei 

5=(2+l/3)i, 


Fig.  188. 


6  —  21/3 


—  t 


liegen;  dieses  Dreieck  erstreckt  sich  links  bis  ins  Unendliche. 

Man  lasse  jetzt  das  Dreiecknetz  der  Fig.  187  mit  den  in  Fig.  17G 
pg.  555  dargestellten  Netze  der  reellen  reproducierenden  Gruppe  [3, 1,  1] 
conicidieren.  Insbesondere  sind  in  Figur  188  diejenigen  Kreise  ge- 
zeichnet, welche  die  beiderseitigen  Ansgangsdreiecke  eingrenzen.    Da- 
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bei  sind  die  Seiten  7^  und  e^'e^'  Stücke  eines  und  desselben  Kreises 
und  ebenso  die  Seiten  e^e^  und  e^e^'.  Überdies  ist  in  Figur  188  die 
reelle  Axe  markiert^  welche  leicht  ersichtlich  gleichfalls  zu  den  Sym- 
metrielinien  von  1/  gehört. 

Über  den  fOnf  Symmetrielinien  der  Figur  188  errichte  man  nun 
die  Symmetriehalbkugeln  bez.  -halbebenen  im  g-Halbraume.  Dieselben 
werden  im  HcJbraume  ein  Kugelschalenpentaeder  eingrenzen^  in  uoelchem 
wir  einen  Discontinuitätsbereich  der  vorliegenden  Ff  besitzen.  Die  Ent- 
stehung dieses  Pentaeders  stellt  man  sich  am  besten  so  vor^  dass  man 
erstlich  durch  Rotation  des  Dreiecks  e^e^e^  um  die  reelle  ^-Axe 
einen  Bing  herstellt  Von  letzterem  werden  dann  durch  die  über  der 
reellen  Axe  errichteten  Halbebene ,  sowie  durch  die  über  dem  Kreise 
t^2  stehende  Halbkugel  beiderseits  Stücke  abgeschnitten.  Der  inmitten 
noch  übrig  bleibende  Teil  des  Ringes  liefert  das  fragliche  Pentaeder. 

Unser  Pentaeder  hat  insgesamt  neun  Kanten  und  sechs  Ecken. 
Aus  Fig.  188  liest  man  leicht  ab^  dass  unter  den  neun  Kantenwinkeln 

sechs   rechte  Winkel  vorkommen^   während  zwei  Winkel  -^  und  ein 

Winkel  y  auftreten.     Von  den  sechs  Ecken  ist  die  bei  S  =  i  gelegene 

parabolisch;  alle  übrigen  liegen  im  Innern  des  Halbraums  und  sind 
diedrisch. 

Dass  das  Pentaeder  einen  Discontinuitätsbereich  von  1/  darstellt^ 
beweist  man  in  gewohnter  Art.  Erstlich  kann  das  Pentaeder  von 
keiner  weiteren  Symmetriehalbkugel  geschnitten  werden.  Letztere 
müsste  nämlich,  da  doch  nicht  ein  gänzlich  im  Innern  des  Halbraumes 
gelegenes  Stück  abgeschnitten  werden  darf^  durch  ^  =  i  hindurchlaufen. 
Aber  alle  durch  ^  =  t  hindurchlaufenden  Symmetriekreise  hatten  wir 
bereits  in  Figur  187  markiert.  Bei  dieser  Sachlage  stellt  das  Pen- 
taeder entweder  den  Discontinuitätsbereich  dar  oder  es  giebt  wenig- 
stens noch  eine  von  der  Identität  verschiedene  Transformation  des 
Pentaeders  in  sich.  Letzteres  erkennt  man  wegen  der  oben  beschrie- 
benen Gestalt  des  Pentaeders  leicht  als  unmöglich. 

Fügen  wir  dem  wiederholt  genannten  Pentaeder  sein  Spiegelbild 
an  der  Halbebene  ^  =»  0  an^  so  liefert  das  hiermit  entspringende  Doppel- 
pentaeder einen  Discontinuitätsbereich  unserer  Gruppe  erster  Art  i/. 
Letztere  ist  somit  aus  vier  Substitutionen  erzeugbar ,  von  denen  zwei 
bereits  als  Substitutionen  V^  und  F,  unter  (1)  pg.  554  genannt  sind. 
Die  dritte  ist  {;'=■  —  g  oder  in  ternärer  Gestalt: 

diese  Substitution  gehört  gleichfalls  der  reellen  reproducierenden  Gruppe 
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an.     Neu  hingegen  ist  die  vierte  Erzeugende: 

.. V2" '  "^  y2     ^ 

)/2  "^  2 

welcher  die  folgende  ternäre  ^(-Substitution  parallel  geht: 

1  +  i,        -  1  +  i 
3,  —  1  +  3i 

l+3i,      —3 

§  14.    Über  arithmetisohe  Bildungsgesetze  bei  den  reproduoierenden 

Gruppen  qnatemärer  Formen  F{0i), 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  nähere  Besprechung  des  letzten  unter 
den  drei  Ansätzen  des  §  1  pg.  503  übrig.  Wir  gingen  von  einer  in- 
definiten ganzzahligen  quatemären  quadratischen  Form  F(jsi)  aus, 
welche  durch  reelle  Transformation  in  die  Gestalt  4:(a:i*+a;2*+a:3*— 0:4*) 
überfuhrbar  ist;  und  wir  zeigten  in  §  4,  pg.  513  ff.,  dass  die  zugehörige 
reproducierende  Gruppe  Fy  eine  eigentlich  discontinuierliche  Polyeder- 
gruppe ist. 

Über  diese  Gruppen  hat  Bianchi  eine  grosse  Reihe  von  Unter- 
suchungen veröffentlicht,  welche  mit  zahlreichen  Einzelbeispielen  aus- 
gestattet sind.  Bianchi  wurde  zu  den  fraglichen  Gruppen  von 
seinen  Untersuchungen  über  die  Picard'sche  Gruppe  hingeführt. 
Die  Substitutionscoefficienten  der  Picard'schen  Gruppe  waren  ganze 
complexe  Zahlen  des  quadratischen  Körpers  Sl  der  Basis  [1,  %]  oder 
kurz  des  Körpers  [1,  i].  Hier  ergab  sich  ohne  weiteres  die  Verall- 
gemeinerung,  nun  auch  die  ganzen  Zahlen  irgend  eines  anderen  imaginären 
quadratischen  Körpers  [l,  il/rj,  unter  r  eine  rationale  ganze  positive 
Zahl  verstanden^  zur  Bildung  unimodularer  ^-Substittitionen  heranzuzielien. 
Dass  jede  so  entspringende  Gruppe  eine  eigentlich  discontinuierliche 
ist;  erscheint  hier  gerade  so  selbstverständlich,  wie  bei  der  Picard'schen 
Gruppe;  in  der  That  giebt  es  in  einem  imaginären  quadratischen 
Körper  £1  keine  infinitesimalen  ganzen  Zahlen. 

Von  den  Arbeiten  Bianchi's,  welche  den  so  bezeichneten  An- 
satz behandeln,  nennen  wir  die  folgenden:  „Sui  gruppi  di  sostituzioni 
lineari  con  coefficienti  appartenenti  a  corpi  quadratici  imfnaginarif^*)^  „iS«t 
gruppi  di  sostituzioni  lineari^^**),  y^Ricerche  suüe  forme  quatemarie  quadra- 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  40  pg.  332  (1891). 
**)  Mathem.  Annalen  Bd.  42,  pg.  30  (1892). 
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iiclie  e  sui  gruppi  poliedrici'**).  Am  Schlüsse  der  zweiten,  sowie  in 
der  dritten  dieser  Abhandlungen  tritt  die  Beziehung  zu  den  quater- 
nären  Formen  in  den  Vordergrund.  Wir  erkannten  bereits  oben 
(pg.  496  u.  f.)  in  der  Picard'schen  Gruppe  die  reproducierende  Gruppe 
der  quatemären  Form  (ß^^  -}-  z^^  —  e^z^,  Bianchi  giebt  an,  dass  die  re- 
producierende Gruppe  von  (z^-^-rz^ — z^z^  entsprechend  zu  der  oben 
vermöge  des  Korpers  [l,  lYr]  definierten  Polyedergruppe  hinführe  (vgl. 
die  Einleitung  zu  der  zuletzt  genannten  Abhandlung). 

Diesen  letzteren  Gegenstand  wollen  wir  hier  ausführlich  behan- 
deln, d.  h.  wir  wollen  die  reproducierende  Gruppe  der  quatemären  Form 
W+^^s* — ^1^4)  arithmetisch  vollständig  charakterisieren.  Der  Kürze 
halber  nehmen  wir  an,  dass  die  positive  ganze  rationale  Zahl  r  ^  1 
(mod.  4)  sei.  Übrigens  darf  man  voraussetzen,  dass  r  frei  von  quadrati- 
schen Teilern  ausser  1  ist.  Den  Zahlkörper  der  Basis  [1,  i)/r]  be- 
zeichnen wir  durch  H, 

Um  zunächst  die  continuierliche  Gruppe  aller  cx)^  Substitutionen 
der  Form  {z^  +  rz^  —  z^z^  in  sich  aus  dem  allgemeinen  Ansätze  (10) 
pg.  47  abzuleiten,  schreiben  wir 

Die  Umrechnung  der  a.  a.  0.  gegebenen  j^^- Substitution  auf  z^^  z^,  z^,  z^ 
liefert  für  die  Coefficienten  a^  der  gesuchten  jeTi- Substitution  folgende 
Ausdrücke  in  den  Coefficienten  a,  /),  y,  d  der  ^-Substitution  : 

«11  =  ««,         ^11=  ßß,         «4i  =  yy»         «44=**, 

«12  =  «^  +  ß^7      «18  =  («^  —  ß^)iV^i      «42  =  y*  +  *y, 

«48  — (y*  — *y)*y^7 

ay  +  yä                     gy^yl               „P*  +  *?,       „ 
«11  =  - -9 '       «81  =     ^.,/-    '       ^4  " 9 '       ^t 


ad  +  da  +  Py  -|-  yp                           ad  -{-  da  —  ßy  —  yß 
«22  =  2 '  "83  "^  2 ' 

ad  —  da  —  py  -f  yp      .    /-  ad  ~  da  +  py  -  yp 

«28  — i; *r^'         «32  = z^Tr 

Es  sind  nun  a,  /),  y,  d  als  complexe  Zahlen  der  Determinante  1  in 
der  allgemeinsten  Weise  derart  zu  bestimmen,  dass  die  sechzehn  Coef- 
ficienten aik  rationale  ganze  Zahlen  werden. 

Zu  diesem  Ende  zeigen  wir  erstlich,  dass  die  drei  Zahlen  ot],,  a^^ 
043  notwendig  die  Congruenz  befriedigen  werden: 

(1)  «13  =  «23  =  «48  =  0   (mod.  r). 

*)  Annali  di  matematica,  Ser.  2,  Bd.  21,  pg.  237  (1893). 
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In  der  That  beweist  man  leicht  die  Richtigkeit  der '  drei  folgenden 
Gleichungen: 

(«22  +  «S»)"»*  +  («23   —  «82^"  =  ^«n<^4A  > 

denn  die  beiden  Seiten  der  ersten  Gleichung  haben  übereinstimmend 
den  Wert  4:raaßß,  die  beiden  Seiten  der  zweiten  Gleichung  aber 
4ryydd  und  endlich  diejenigen  der  dritten  Araadd.  Aus  der  ersten 
jener  drei  Gleichungen  folgt  die  Teilbarkeit  von  «u*  durch  r.  Da 
aber  r  keinen  quadratischen  Factor  >  1  hat,  so  ist  auch  a^^  ^  0 
(mod.  r).  Die  beiden  anderen  Gleichungen  zeigen,  dass  auch  a^  und 
«28  durch  r  teilbar  sind. 

Nun  beweist  man  weiter  ohne  Mühe,  dass  folgende  Gleichungen 
zutreffen: 

2aä  =  2a,,,         2ad  =  («^  +  a,,)  +  (a,,  -  ^)iY?, 
(2)         I      _ 

|2a/J  =  «,,  -  {y)ir,     2ay  =  2a,,  +  2a^,ifr . 

Es  sind  somit  die  hier  links  stehenden  Ausdrücke  ganze  Zahlen  aus 
i2;  und  dasselbe  zeigt  man  auf  gleiche  Art  auch  noch  für  die  zwölf 
übrigen  analog  gebauten  Verbindungen  2/3a,  2/3^,  . . .,  288. 

Indem  man  das  Product  der  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  um 
dasjenige  der  beiden  letzten  vermindert,  ergiebt  sich  für  4a'  eine 
ganze  Zahl  aus  Sl.  Ebenso  findet  man,  dass  auch  4/3',  47/^,  4d'  ganze 
Zahlen  des  £5rpers  i2  sind.    Es  sind  infolge  dessen: 

2(««  +  ;*),        2(^»  +  ^),        2(y*  +  /),    _   2(a*_+d-») 

rationale  ganze  Zahlen;  und  da  dasselbe  von  4aa,  4/3/3,  ^yy^  4tdd 
gilt,  so  sind  auch  die  acht  Ausdrücke: 

2{a±a)\         2(ß±ßy,        2(y±y)%         2{d  ±~dy 

rationale  ganze  Zahlen,  welche  offenbar  fUr  die  oberen  Zeichen  positiv, 
für  die  unteren  negativ  ausfallen. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  gilt  der  Ansatz: 

(3)  2y2a  =  yÄ,  +  iyÄ,, 

wo  Ai  und  A^  nicht-negative  rationale  ganze  Zahlen  sind;  und  entspre- 
chende Darstellungen  wird  man  sofort  für  /3,  y,  d  ansetzen. 

Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  dass  weder  a  noch  einer  der  drei 
Coefficienten  /3,  y,  d  reell  oder  rein  imaginär  ist.  Wie  in  den  früheren 
Fällen  können  wir  auch  hier  leicht  zeigen,  dass  das  Schlussresultat,  zu 
welchem  wir  unter  der  genannten  Voraussetzung  gelangen  werden,  auch 
in  den  übrigen  Fällen  erhalten  bleibt 

37* 
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Die  grossten  in  A^  und  A^  aufgehenden  Quadrate  rationaler  Zahlen 
mögen  a^^  und  a^^  heissen^  und  die  rückständigen  Factoren  schreiben 
wir  r^i  und  r^t,  unter  t  ihren  grossten  gemeinsamen  Factor  verstan- 
den.    Aus 

(4)  21/2«  =  {a.yf,  +  ia,yF;)Yi 

folgt  nun  nach  der  obigen  Überlegung  durch  Quadrieren  eine  ganze 
Zahl  aus  H.  Da  r^  und  r^  relativ  prim  sind^  so  folgt  hieraus,  dass 
ri'r2  =  r  zutrifft.  Dieserhalb  ist  t  relativ  prim  gegen  r;  denn  andern- 
falls würde  entweder  r^^t  oder  r^t  entgegen  der  Voraussetzung  einen 
quadratischen  Teiler  >  1  haben. 

Da  t  ungerade  oder  ^  2  (mod.  4)  ist,  so  folgt  aus  (4) 

8aa  =  8«!!  =  («i^^i  +  ^^^^^* 
Wir  schliessen  auf  «1*+  a^^O  (mod.  4),  da  wegen  r  ^  1  (mod.  4) 
die  Zahlen  r^  und  r^  modulo  4  congruent  sind.  Aber  (a^*  -f"  ^^  kann 
nur  dann  durch  4  teilbar  sein,  wenn  a^  und  a^  zugleich  gerade  Zahlen 
sind.  Setzen  wir  demnach  sogleich  2a^  und  2a2  f ür  Oj  und  a^,  so  er- 
giebt  sich: 

al/2  =  (a,l/r,  +  ia,yrj>^^". 

In  derselben  Weise  findet  man  die  drei  weiteren  Gleichungen: 

ßV2  ==  {Wt;' +  ih,y7^)  y? , 
Yy2=^{cyrj+ic,yr^yt'\ 

d}/2  =  {d,yi^'+  id,y^')yr, 

welche  gerade  so  zu  verstehen  sind,  wie  die  Gleichung  für  a. 

Nun  ergiebt  sich  aus  (2),  dass  die  Quotienten  der  a,  ß,  y^  d  ra- 
tionale Zahlen  aus  Sl  (d.  i.  Quotienten  ganzer  Zahlen  aus  Sl)  sind. 
Es  ist  daraus  zu  schliessen,   dass   die  vier  Zahlen  t  einander  gleich 

sind,  und  dass  weiter 

f  ff         fff  f         /f         fff 

r,  =  r,  =  ri   =  r,   ,        r^  =  r,  =  r,  =  r^ 

sein  wird.  Die  Zahl  t  als  Teiler  von  2«*,  ...,  2d^  kann  nur  gleich 
1  oder  2  sein. 

Wir  sind  auf  diese  Weise  zu  den  beiderlei  unimodularen  Substitu- 
tionen gefahrt: 

/«.  yi-i  +  i  <h  y^i ,    h  y't  + '  ^  v^i 

\Ci  V^i  +  ic*  V^i  >        ^i  V^i  +  ^^i  V* 

yä       '  Vi 


s. 
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Man  hat  nun  umgekehrt  zu  fragen,  ob  für  eine  beliebige  Zerlegung 
Ti  *  r^  von  r  die  einzelne  Substitution  dieser  Art  stets  ganzzahlige  atk 
liefert  oder  nicht.  Die  Substitutionen  (5)  liefern  in  der  That  immer 
ganzzahlige  atk]  bei  den  Substitutionen  (6)  müssen  indes  noch  die 
Gongruenzen: 

(7)  üj^^a^,        61  =  62  >         ^1  =  ^2  7         ^  =  ^a    (™od.  2) 

erfüllt  sein.  Es  gilt  somit  das  Theorem:  Die  reproducierende  Gruppe 
der  hiqxiadratischen  Form  {z^  -f"  ^^^ —  ^lO  ^*'  ganzer  positiver  Zahl  r, 
die  ^E 1  (mod.  4)  ist,  wird  von  allen  unimodularen  Substitutionen  (5) 
tmd  (6)  geliefert,  wobei  r^  •  r^  eine  beliebige  Zerlegung  von  r  ist,  und 
wobei  a^,  a^,  •  •  -^  d^  rationale  ganze  Zählen  sind,  die  im  Falle  (6)  die 
Gongruenzen  (7)  erfüllen. 

Versteht  man  unter  Tr  wie  pg.  538  die  Anzahl  aller  Teiler  von 
r,  so  hat  man  offenbar  2Tr  verschiedene  Typen  von  Substitutionen 
unserer  Gruppe  zu  unterscheiden.  Der  Typus  (5)  mit  r^  =  1  wird 
als  Haupttypus  zu  bezeichnen  sein^  und  alle  Substitutionen  vom  Haupt- 
typus bilden  die  Hauptuntergruppe,  Sie  ist  diejenige  Gruppe,  welche 
wir  im  Anfang  des  Paragraphen  nach  Analogie  der  Picard'schen  Gruppe 
in  Ansatz  brachten.  — 

Die  eben  behandelte  Form  (V+'*^s* — ^1^4)  ^^^st  sich  durch 
eine  ganzzahlige  Substitution  der  Determinante  2  in  (^i*+je^2*+^^8* — ^4^ 
überführen.  Beide  Formen  werden  demnach  nahe  verwandte  commen- 
surabele  Gruppen  liefern.  Die  letztere  Form  ist  nun  ein  sehr  specielles 
Beispiel  der  quaternären  Form: 

(8)  F(z,)  ^pe.'i-  qz,'  +  rz,'  -  se^' , 

welche  den  oben  behandelten  ternären  Formen  \jp,  g,  r]  nachgebildet 
ist  (cf.  pg.  533  ff.).  Auf  diese  Form  (8)  bezieht  sich  die  Untersuchung 
des  Verf.:  ^^Vber  indefinite  quadratische  Formen  mit  drei  und  vier  Ver- 
änderlichen*',  die  bereits  oben  (pg.  538)  genannt  wurde*).  Es  ist  da- 
selbst gelungen^  den  arithmetischen  Charakter  der  reproducierenden 
^-Gruppe  Ff  wenigstens  in  dem  Falle  vollständig  aufzuweisen^  dass 
p,  q,  r,  s  ungerade  positive  ganze  Zählen  sind,  von  denen  Jceine  durch  ein 
Quadrat  >  1  teilbar  ist,  und  von  denen  je  zwei  relativ  prim  sind. 

Bei  der  grossen  Allgemeinheit  dieser  Untersuchung  sei  es  erlaubt^ 
das  Ergebnis  wenigstens  in  demjenigen  (einfacheren)  Falle  hier  ohne 
Beweis  anzugeben,  dass  pqrs  ^  1  (mod.  4)  zutrifft.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung gilt  folgender  Satz:  Die  Substitutionscoefficienten  a,  ß,  y,  d 
der  reproducierenden  Gruppe  Fp  haben  die  Gestalt: 


•)  Cf.  Göttinger  Nachrichten  von  1893  Nr.  19. 
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M;o6ei  (Ziß  öfteren  Zeichen  für  a  und  ß,  die  unteren  für  y  und  d  gelten. 
Es  sind  hier  alle  Zerlegungen: 

P=PiP27        i  =  iiQ%f        r=-r^r^,        s  ^  s^s^ 
in  positive  Factoren  mzuiassen,  und  für  jede  Zerlegung  ist  der  Nenner  v 
der  Beihe  nach  mit  y2,  2,  2|/2  bu  identificieren.    Die  Oij  bi  sind  gansse 
rationale  Zahlen,   ivelche  einmai  bewirken  müssen,  dass  ad  —  ßy  '^^  1 
wirdy  und  welcfie  überdies  den  folgenden  Bedingungen  zu  genügen  haben: 

I.  Für  V  =  ]/2  muss  die  Congruem  gelten: 

(^1  +  (h  +  <h  +  ^i  =  K  +  h  +  h  +  h  (°iod-  2). 

II.  Für  V  =  2  müssen  entweder  gleichzeitig  die  Congruenzen  be- 
stehen: 

oder  aber  die  Congruenzen: 

ai  =  ajfc=  flf  +  1  =  Om  +  1 ,         &,=  6*=  6,  +  1  =  &„,  +  1  (mod.  2), 

wobei  i,  k,  l,  m  irgend  eine  Anordnung  der  Indices  1,  2,  5,  4  ist 

III.  Für  V  =>  2y2  müssen  alle  acht  Zahlen  ai,  bi  ungerade  sein. 
Wie  man  sieht^  sind  va,  vß,  vy,  v8  im  allgemeinen  ganze  Zahlen 

eines  biquadratischen  EörperS;  falls  wir  uns  auf  den  ^^Haupttypus^  d.  i. 
auf  |)i  «=»  2i  =  r^  =  Sj  =»  1  beschränken.  In  speciellen  Fällen,  z.  B. 
dem  oben  behandelten  mit  p  =  q  =  s  =  1,  kommen  wir  auf  quadra- 
tische Körper  zurück. 

§  15.    Beispiel  einer  reprodncierenden  Gmppe  Fy. 

Im  Gegensatz  zu  denjenigen  Polyedergruppen,  welche  wir  aus 
den  complexen  ternären  Formen  ableiteten,  gestatten  die  Gruppen  des 
vorigen  Paragraphen  stets  die  Erweiterung  durch  5'=  —  ^  auf  Gruppen 
zweiter  Art  Ff]  denn  man  findet  leicht,  dass  mit  der  Substitution: 


stets  auch 

in  der  einzeluen  Ff  enthalten  ist. 

Um  einen  Discontinuitätsbereich  der  einzelnen  F^  zu  finden,  wird 
man  erstlich  alle  in  dieser  Gruppe  enthaltenen  Spiegelungen  aufstellen 
und  die  regulär-symmetrische  Einteilung  des  g-Halbraumes  untersuchen, 
die  durch  die  Symmetriehalbkugeln  dieser  Spiegelungen  bewerkstelligt 
wird. 
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Wir  wollen  dies  hier  sogleich  an  der  reproducierenden  Gruppe 
der  Form  {z^  +  ^^3*  —  Zi  z^  ins  einzelne  verfolgen,  welche  sich  dem 
allgemeinen  Ansätze  (5),  (6)  pg.  580  unterordnet. 

Nach  ,,M/'  I  pg.  198  hat  man  hier  die  Spiegelungen  in  den  Sub- 
stitutionen: 

welche  zu  bilden  sind  für  alle  nach  pg.  581  zulässigen  Losungen  der 
beiden  Gleichungen: 

(2)  a^r^  +  a^r^  —  6x^1  r^  =  1    bez.  2 

in  ganzen  Zahlen  a,,  a^,  \,  0,;  die  pg.  581  formulierten  Bedingungen 
aber  erfordern,  dass  im  Falle  der  zweiten  Gleichung  (2)  die  Con- 
grueuzen  gelten: 

(3)  «1  ^  «8 ,        61  ^  0,        Ci  ^  0   (mod.  2). 

Der  Symmetriekreis  der  Spiegelung  (1)  ist  gegeben  durch: 

(4)  c.y»^i(l*  +  1?»)  -  2%a,y^,  -  2na,y7,  +  \V7,  =.  0. 

Ist  hier  im  besonderen  c^  ^  0,  so  kann  man  Gleichung  (4)  auch  in 
die  Gestalt  setzen: 

(5)  U-^)\L_-^VÄ\^A.    oder    -^, 

je  nachdem  die  erste  oder  zweite  Gleichung  (2)  gilt. 

Nun  ist  bei  jeder  reproducierenden  Gruppe  einer  Form  {z^+tz^—z^z^ 
der  Punkt  £  «a  00  ein  parabolischer.  In  der  That  liefert  fQr  c^  «=  0 
die  erste  Gleichung  (2)  Losungen,  nämlich  a^ «»  1,  0,^=0  für  r^eal 
imd  «1  =  0,  02  =  1  für  r2  =  l,  während  h^  willkürlich  wählbar  bleibt. 
Wir  gewinnen  hier  eine  Bediteckteilung  der  ^-Ebene  durch  zwei  Systeme 
von  Geraden,  die  den  Coordinatenaxen  £,  ij  parallel  laufen;  dabei  sind 

die  Gitterpunkte  des  Rechtecknetzes  bei  g  =  ^     1         gelegen,  unter 

a  und  b  beliebige  rationale  ganze  Zahlen  verstanden. 

Weiter  bemerken  wir,  dass  der  Ereis  mit  dem  Radius  1  um  ^  =  0 
leicht  ersichtlich  zu  den  Symmetriekreisen  unserer  Gruppe  gehört;  er 
entspricht  der  Losung: 

a^  =  CTg  =  0,     61  =  —  Ci  =  1,    ^1  =  1 

der  ersten  Gleichung  (2).  Endlich  aber  machen  wir  auf  die  mit  (3) 
in  Übereinstimmung  befindliche  Lösung: 

a,  =  «j  =  1 ,     61  =  Ci  =  2 ,    rj  =  1 ,    r,  =■  5 
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der  zweiten  Gleichung  (2)  aufmerksam;  sie  liefert  den  Kreis  des  Radius 
--=  um  den  Punkt  — ^7 

Die  beiden  zuletzt  genannten  Kreise,  sowie  die  vier  Symmetrie- 
geraden: 

5  =  0,     i?  =  0,     21  =  1,     2ri  =  y^ 

sind   nun   in  Figur   189    entworfen,   und   man   denke  über  ihnen  im 

^-Halbraume  die  zugehörigen  Symme- 
triehalbkugeln bez.  -halbebenen  errichtet. 
Die  vier  Halbebenen  grenzen  ein  nach 
oben  ins  Unendliche  ziehendes  Prisma 
ein.  Der  oberhalb  der  beiden  Symmetrie- 
hdlbktigeln  gelegene  Teil  dieses  Prismas 
ist  der  Discontinuität^ereich  unserer  vor- 
liegenden Ff.  Derselbe  stellt  ein  Kugei- 
schalenheocaeder  dar ,  welches  df  Kanten 


rzmiT 


it 


n 


und  neim  rech- 


Fig.  189. 


mit  zwei  Winkeln  — ,    . 

ten  Winkeln  besitzt  Von  den  suben 
Ecken  ist  die  bei  g  ^s  oo  parabolisch, 
die  übrigen  sechs  liegen  im  Innern  des  Halbraumes  und  sind  sämtlich 
diedrisch. 

Den  Beweis,  dass  im  Innern  des  Hexaeders  keine  zwei  bezüglich 
JV  äquivalente  Punkte  liegen,  führt  man  gerade  so,  wie  bei  den  Bei- 
spielen des  §  13  pg.  570  flF. 


Es  ist  hiermit  derjenige  Teil  des  für  den  letzten  Abschnitt  in 
Aussicht  genommenen  Programms  erledigt,  welcher  die  als  reprodu- 
cierende  Gruppe  quadratischer  Formen  definierbareu  g- Gruppen  be- 
handeln sollte.  Hierüber  greift  nun  unsere  gegenwärtig  erlangte  Kenntnis 
arithmetisch  definierter  t- Gruppen  noch  nach  einer  bestimmten  Rich- 
tung hinaus;  das  Nähere  in  dieser  Hinsicht  soll  im  nächsten  Kapitel 
entwickelt  werden. 


Drittes  Kapitel. 

Über  eine  specielle  Art  von  Haaptkreis-  and  Polyedergrappen 
mit  ganzen  algebraiseben  Sabstitntionseoefflcienten. 

Die  auffalligste  Besonderheit  der  in  den  beiden  voraufgehenden 
Kapiteln  betrachteten  arithmetischen  Bildungsgesetze  war  die,  dass  die 
ihnen  entsprechenden  Gruppen  elliptische  Substitutionen  nur  von  den 
Perioden  2,  3,  4,  6  enthalten  konnten.  Gruppen  mit  elliptischen 
Substitutionen  einer  von  diesen  vier  Zahlen  verschiedenen  Periode  er- 
scheinen demnach  für  die  Methoden  der  vorangehenden  Kapitel  unzu- 
gänglich. 

Es  lässt  sich  indessen  die  hiermit  bezeichnete  Beschränkung  durch 
Weiterentwicklung  eines  oben  pg.  537  gewonnenen  Ansatzes  hinweg- 
räumen. Wir  lernten  daselbst  in  (14)  und  (15)  die  Substitutionen 
derjenigen  g- Gruppe  kennen ,  die  wir  durch  das  Symbol  [p,  q,  r]  be- 
zeichneten. Dabei  bedeuteten  a,  b,  c^  d  sowie  p,  q^  r  zunächst  ratio- 
nale ganze  Zahlen;  hernach  (pg.  568)  erweiterten  wir  indessen  den 
Ansatz  dahin,  dass  a,  b,  ...,  r  ganze  complexe  Zahlen  des  Körpers 
zweiten  Grades  von  der  Basis  [1,  f)  bedeuteten.  Hierdurch  ist  unser 
weiterer  Weg  bereits  vorgeschrieben:  Wir  werden  an  dem  genannten 
Bildungsgesetze  der  St^stitutionen  hier  festhalten ,  wollen  jedoch  unter 
a^  by  . ,  .y  r  ganze  Zahlen  irgend  eines  von  vornherein  festgewählten  Zahl- 
körpers  n*^  Grades  Ä^*^  oder  kurz  Ä  verstehen. 

Das  Genauere  über  die  Definition  der  gedachten  Gruppen  werden 
wir  sogleich  in  §  1  festlegen.  Es  wird  nicht  schwierig  sein,  ein- 
zusehen, dass  man  auf  dem  gekennzeichneten  Wege  in  der  That  Gruppen 
gewinnt.  Aber  die  Hauptfrage  wird  sein,  wann  diese  Gruppen  eigent- 
lich discontinuierlich  sind.  Diese  Frage  ist  nur  durch  Heranholung 
einiger  tiefer  liegender  Sätze  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen, 
die  „Einheitentheorie''  betreffend,  endgültig  zu  entscheiden. 

Das  vorliegende  Kapitel  wird  vor  allem  auch  aufweisen  müssen, 
inwieweit  wir  auf  Grund  der  zu  entwickelnden  Principien  von  der 
arithmetischen  Seite  her  der  im  Kapitel  U,  2  entworfenen  Theorie  der 


586    IH-  Arithmetische  Bildungsgesetze  eigentlich  discontinuierlicher  {:-6rappen. 

Hauptkreisgruppen  zu  folgen  vermögen.  Nach  den  Andeutungen  von 
pg.  446  wird  man  die  Erwartungen  in  dieser  Hinsicht  gering  bemessen. 
In  der  That  werden  wir  nur  erst  die  beiden  niedersten  Gattungen  (p,  n) 
von  Hat^tkreisgruppen,  nämlidi  diejenigen  der  Charaktere  (0,  3)  und 
(1,  1)  auf  ihre  arithmetische  Erkennbarkeit  durch  unsere  Ansätze 
näher  untersuchen. 

Die  vorzutragenden  Entwicklungen  sind  ihren  wesentlichen  Ge- 
sichtspimkten  nach  durch  den  Verf.  in  der  Abhandlung  ,yZur  gruppen- 
theoretiscJhen  Grundlegung  der  automorphen  Functionen*'*)  veroflfentlicht. 
Es  handelt  sich  dabei  um  die  Verallgemeinerung  derjenigen  Principien, 
welche  bereits  vorher  für  die  beiden  speciellen  Gruppen  der  Signa- 
turen (0,  3;  2,  3,  7)  und  (0,  3;  2,  4,  7)  durch  die  Arbeit  des  Verf. 
„Über  den  arithmetischen  Charakter  der  m  den  Verzweigungen  (2,  3,  7) 
und  (2,  4,  7)  gehörenden  Dreiecks fundionen'^^  dargelegt  wurden. 

§  1.    Definition  der  Gruppen  [p,  q,  r]  bei  beliebigem  Zahlkörper  SL 

Es  sei  a,  ein  beliebiger  algebraischer  Zahlkörper  n^  Grades,  und 
es  seien  p,  q,  r  irgend  drei  von  null  verschiedene  ganze  Zahlen  aus  Sl. 
Man  kann,  wenn  man  will,  voraussetzen,  dass  keine  dieser  drei  Zahlen 
durch  ein  Quadrat  teilbar  ist,  und  dass  je  zwei  unter  ihnen  relativ 
prim  sind.  Doch  sehen  wir  zunächst  von  diesen  Forderungen  ab, 
formulieren  indessen  gleich  hier  die  Voraussetzung,  dass  weder  pr  noch 
qp  in  Sl  ein  reines  Quadrat  sein  soll 

Indem  wir  einstweilen  die  Nenner  in  den  Ansätzen  von  pg.  537 
abseits  lassen,  bilden  wir  mit  Hilfe  ganzer  Zahlen  a,  b,  c,  d  aus  Sl 
die  unimodularen  Substitutionen: 

,jx       /      («}^  +  &Vp^V?i,     icYp^^  +  dYp^yq 
\(-  c Yp^^  +  dYp^,)  Yq^ ,     (a]/j>i  r^  —  b )/^)  Yq 

jedoch  mit  der  Bestimmung',  dass  hier  nur  diejenigen  Zerlegungen: 

(2)  p=PiP2y   q  =  qiq27  ^  =  n^2 

zugelassen  werden  sollen,  bei  denen  je  eijier  der  Factorcn  gleich  1  und 
der  andere  dann  gleich  p  bez.  q,  r  ist. 

Die  hierin  liegende  Beschränkung  ist  übrigens  in  den  Fällen 
nicht  erforderlich,  dass  die  Anzahl  der  Idealclassen  in  Sl  gleich  1  ist, 
d.  h.   dass   in    Sl   die   elementaren   Divisionsgesetze    gelten.     Alsdann 

*)  Mathem.  Annalen,  Bd.  42  (1892)  pg.  564. 
**)  Mathem.  Annalen,  Bd.  41  (1892)  pg.  443. 
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können  wir  gerade  wie  oben  (pg.  537)  alle  möglichen  Zerlegungen  (2) 
der  Zahlen  p,  q^  r  in  Factoren  heranziehen,  die  in  Sl  ganzzahlig  sind. 
Ist  indessen  die  Anzahl  der  Idealclassen  >  1 ,  so  würde  die  Zu- 
lassung aller  ,,realen''  Zerlegungen  (2)  nicht  stets  auf  eine  Gruppe 
führen.  Die  Combination  zweier  „Typen''  (p^,  g^,  rj),  Q>/,  g/,  r/) 
gestaltet  sich  hier  nämlich  gerade  so  wie  oben  (pg.  538)  im  Falle 
des  rationalen  Körpers  i2.  Entspringt  durch  Combination  jener  Typen 
{Pi'}  ii\  ^ily  so  ist: 

Pi"  •  «*  =  PiPii 

wenn  x  der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  p^  und  j>/  ist.  Es  ist 
möglich,  dass  x^  und  damit  j>/'  nicht  mehr  real  sind,  selbst  wenn  dies 
von  Pi  und  p^^  gilt 

Will  man  die  Einschränkung  auf  die  oben  bezeichneten  Zer- 
legungen (2)  nicht  einhalten,  so  wird  man  von  den  Crrundlagen  der 
Idealtheorie*)  Gebrauch  machen  müssen«  Dies  wäre  an  sich  nicht 
schwierig,  doch  würde  uns  ein  ausführliches  Eingehen  hierauf  zu  weit 
von  unserem  eigentlichen  Ziel  ablenken;  mögen  demnach  folgende 
Andeutungen  genügen. 

Aus  den  Zahlen  p,  q,  r  sind  vor  allem  die  Hauptideale  op,  oq,  or 
herzustellen,  und  es  sind  alle  möglichen  Zerlegungen: 

dieser  drei  Hauptideale  je  in  zwei  Ideale  von  Sl  heranzuziehen.  Die 
S- Substitutionen  selbst  werden  wir  dann  in  der  Gestalt  ansetzen: 

Yä  +  Vb,    Vc+Vd\ 

-yc+YD,  yj-ys)' 

mit  dem  Zusatz,  dass  die  vier  Hauptideale  oA,  . ,,  oD  folgende  Zer- 
legung gestatten  müssen: 

oA  =  piX^  •  q^  •  a*,    oB  =  p^x^  •  qi  •  b^ 
0  C  =  \^iX^  •  qg  •  c*,     oD  =  }p^Xi  •  q,  •  b*, 

wo  Q,  b,  C,  b  gleichfalls  Ideale  aus  Sl  sind. 

Wegen  der  genaueren  Durchführung  dieser  allgemeinsten  Fassung 
unseres  Ansatzes  sei  auf  die  Abhandlung  des  Verf.  y^Eine  Anwendung 
der  Idealtheorie  auf  die  SubstituHonsgruppen  der  automorphen  Func- 
tionen'^**)   verwiesen.     Wir  beschränken   uns   hier   vielmehr   auf  die 


*)  Siehe  Dirichlet-Dedekind,  ^^VorUmngen  über  ZahlenÜieork'^  Sappl.XI, 
pg.  434  der  4*«^  Anfl. 

**)  Göttinger  Nachrichten  von  1894,  Nr.  2. 
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schon  oben  genannten  Zerlegungen  (2)^  bei  denen  je  einer  der  Factoren 
gleich  1  ist 

Sind  alle  drei  Zahlen  p,  q,  r  von  1  verschieden,  so  ist  die  Anzahl 
zugelassener  „Typen"  gleich  acht]  wir  werden  fiir  diese  Typen  die  von 
pg.  538  her  gebräuchliche  Bezeichnung  (p^,  q^y  rj  beibehalten.  Sind 
eine  oder  mehrere  der  Zahlen  p,  q,  r  gleich  1,  so  tritt  eine  leicht 
angebbare  Reduction  in  der  Anzahl  der  Typen  ein.  Bei  Combinationen 
reproducieren  sich  die  fraglichen  acht  Typen;  und  eben  hieraus  er- 
giebt  sich,  dass  die  zugehörigen  l- Substitutionen  (1)  in  ihrer  Gesamtheit 
eine  Gruppe  bilden,  die  wir  als  die  Gruppe  [p^  q,  r]  heeeichnen  wollen. 
Die  Substitutionen  vom  „Haupttypiis^*  (1,  1,  1)  bilden  für  sich  wieder 
eine  Untergruppe,  die  wir  als  die  Hauptuntergruppe  des  ZaJilentripels 
Pf  ffj  **  o<^6r  auch  als  die  ,ßauptuntergruppe  [p,  q,  r]"  bezeichnen.  Sie 
besteht  aus  allen  unimodularen  Substitutionen: 

(3)  (       ^  +  ^>^'  (cVr  +  dy^y^ 

\{—cyr  +  dyp)yq,        a  —  bYpr  ) 

mit  ganzen  Zahlen  a,  6,  c,  d  aus  i2. 


§  2.    Verschiedene  Erweiternngen  der  Gruppen  [p,  q,  r]. 

In  den  Ansätzen  von  pg.  537,  welche  sich  auf  Gruppen  [p,  q,  r] 
des  rationalen  Körpers  ß,  bezogen,  zeigten  die  Substitutionscoefficienten 

noch  die  Nenner  ]/2  oder  2.  Um  unserem  gegenwärtigen  Ansatz  die 
nötige  Allgemeinheit  zu  verschaffen,  müssen  wir  auch  jetzt  Substitutionen 
mit  Nennern  in  den  einzelnen  Coefficienten  hinzufügen.  Es  giebt  in 
dieser  Hinsicht  verschiedene  Möglichkeiten,  von  denen  wir  gewisse 
zwei  hier  behandeln  wollen. 

1)  Bei  gegebenem  Tripel  p,  q,  r  bilde  man  die  gesamten  unimodu- 
laren Substitutionen: 

(1)  ■  ' 


—  c  Vr^i  rt  +  ä  VP'i  Ty  y-  a  Vp,  r,  —  h  Vp^  r\  y— 

WO  V  irgend  eine  in  Sl  entlialtefie  oder  nicht  enÜuiltene  ganze  algebraische 
ZaJU  ist,  die  jedoch  so  gewählt  sein  soll,  dass  die  vier  SubstitttHons- 
coefficienten  von  (1)  selber  „ganz(^^  algebraische  Zahlen  sind.  Natürlich 
finden  wir  hier  neue  Substitutionen  nur  dann,  wenn  a,  b,  c,  d  nicht 
zugleich  durch  v  teilbar  sind.  Als  Beispiel  wählen  wir  £1  als  ratio- 
nalen Körper  und  setzen  p  =  o,  q  =  r  =  h  Hier  würden  wir  zu 
setzen  haben: 
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'2 

j  2 


-cVp,  +dVp,      aVp,  -bVp,  r 

-     -   2  '  2  / 

WO  dann  bekanntlich  unter  der  Bedingung  a.^6,  c^d(mod.  2) 
stets  ganzzahlige  Coefficienten  a,  ß,  y,  d  vorliegen,  selbst  wenn  a  und 
h  ungerade  sind. 

Combinieren  wir  zwei  Substitutionen  (1)  der  Nenner  v  und  v\ 
so  ergiebt  sich  eine  Substitution  mit  dem  gleichen  Bildungsgesetz,  wo- 
bei der  neue  Nenner  i/"  aus  vv  nach  Forthebung  von  gemeinsamen 
Factoren  mit  allen  vier  Zählern  entspringt.  Dass  die  neuen  Coefficienten 
a",  /5",  y",  d"  überdies  game  algebraische  Zahlen  sind,  geht  aus  ihrer 
Bauart  in  a,  ß,  y,  d;  a',  ß\  y,  d'  hervor.  Es  folgt  somit,  dass  die 
gesamten  unimodularen  Stdbstitutiayien  (1),  weldie  beim  einzelnen  Tripel 
Pf  i}  **  gebildet  werden  können^  eine  Gruppe  bilden. 

Da  die  Substitution  (1)  unimodular  sein  sollte,  so  ist 

(2)  a^Pilir^  —  6*l?8?i^2  +  c*i>ift^2  —  ^^^«2^  =  »'*• 

Man  folgert  hieraus,  dass  v  entweder  eine  ganze  Zahl  aus  Sl  oder  aber 
die  Quadratwurzel  einer  solchen  ganzen  Zahl  ist.  Man  erkennt  somit 
in  a*,  ß^j  y^,  d^  ganze  Zahlen  desjenigen  Körpers  Ä'  vom  Grade  2n, 

welcher  aus  Ä  durch  Adjunction  von  Ypr  hervorgeht  Nach  einem 
wohlbekannten  Satze  der  Zahlentheorie*)  schliessen  wir  hieraus,  dass 
im  Ansätze  (1)  beim  einzelnen  Tripel  |),  q,  r  stets  nur  eine  begrenzte 
Anzahl  von  Nennern  v  zulässig  ist. 

Die  Substitutionen  mit  v  =  1  bilden  eine  in  der  Gesamtheit  dieser 
Substitutionen  enthaltene  Untergruppe,  und  zwar  kommen  wir  hier 
zur  Gruppe   [p,  Qf  r]  des  vorigen  Paragraphen  zurück. 

Übrigens  soll  die  hier  besprochene  Gruppenerweiterung  bei  den 
Gruppen  der  Gattung  (1,  1)  wirklich  zur  Verwendung  gelangen.  — 

2)  Eine  zweite  Methode  der  Gruppenerweiterung,  welche  weit 
tiefer  liegt,  ist  auf  inductivem  Wege  aus  den  später  zu  betrachtenden 
Gruppen  der  Gattung  (0,  3)  gewonnen.  Wir  halten  an  der  Gestalt 
(1)  fest  und  nehmen  v  =  2;  aber  wir  lassen  alsdann  entgegen  der 
unter  1)  befolgten  Maassregel  auch  gebrochene  (nicht  mehr  durchweg 
ganze)  algebraische  Zahlen  gewisser  Bauart  als  Coefficienten  a,  ß,  y,  d 
zu.  Für  die  Sprechweise  ist  es  übrigens  zweckmässig,  die  vier  Nenner 
1/ <==>  2  fortzulassen,  dafür  aber  als  Determinante   der  Substitution  4 


*)   Dirichlct-Dedekind,    Vorlesungen  über  Zahlentheorie ,  pg.  494ff.  der 
dritten  oder  pg.  538  fr.   der  vierten  Auflage. 


590    n[.  Arithmetische  Bildungsgesetze  eigentlich  discontinnierlicher  (-Gruppen. 

zu  fordern.  Es  wird  sich  dann  wieder  um  ganzzahlige,  ^ber  ,jquadri- 
^nodtUare^'  Substitutionen  handeln,  denen  sich  die  bisherigen  unimodu- 
laren  in  der  Art  einordnen,  dass  bei  ihnen  c^  b^  c,  d  zugleich  durch  2 
teilbar  werden. 

Die  eigentümliche  Bauart  der  hier  zuzulassenden  quadrimodularen 
Substitutionen  ist  nun  durch  folgenden  Satz  ausgesprochen:  Es  wird 
angenommen,  dass  drei  gegen  2  relativ  prime  ganze  ZaMen  u,  v,  w  des 
Körpers  Sl  in  Vberereinstimmung  mit  der  Congruene: 

(3)  pu^  ^  gv*  +  ^^^  (mod.  4) 

bestimmt  sind.  Alsdann  bilde  man  für  den  Typus  (jp^,  q^y  r^)  edle  qua- 
drimodularen Substitutionen: 


u)    '     --vjrii  +  ^Vp^Viif  ((^Vpy^  +  dYp, 


(5) 


(mod.  2). 


welche  die  vier  Congrueneen  erfüllen: 

bvq^  +  c^Pi  +  dwr^  ^  0 
^^Qi  +  ^^^2  +  dup^  ^  0 

aupi  +  bwr^  -^  dvq^^O 

awr^  +  bup^  +  cvq^  ^  0^ 

Alle  (für  die  acIU  Typen  eu  bildenden)  Substitutionen  dieser  Art  stellen 
eine  Gruppe  dar*). 

Im  allgemeinen  wird  bei  Combination  zweier  quadrimodularen 
Substitutionen  eine  solche  der  Determinante  16  eintreten,  deren  Coeffi- 
cienten  nicht  zugleich  durch  2  hebbar  sind.  Wir  müssen  zeigen,  dass 
bei  den  hier  zugelassenen  quadrimodularen  Substitutionen  die  Com- 
bination zweier  unter  ihnen  auf  vier  durch  2  hebbare  Coefficienten 
führt,  und  dass  überdies  die  restierende  quadrimodulare  Substitution 
wieder  das  in  (5)  ausgesprochene  Bildungsgesetz  hat. 

Mögen  die  beiden  zu  combinierenden  Substitutionen  die  Typen 
GPi;  iif  ^i)  ^^^  (jPif  ii7  ^i)  haben;  und  möge  der  grosste  gemeinsame 
Teiler  von  p^^  p^  durch  x,  der  von  g^,  q^  durch  A,  endlich  der  von 
r^j  r/  mit  /li  bezeichnet  werden.  Man  berechnet  alsdann  den  Typus 
CPi";  9.1}  ^i")  ^^^  combinierten  Substitution  aus: 

(6)  l>r  •  «*  =  ftJPi',    ffr-^'  =  gig/,    <'f**  =  ^in'- 

Hat  aber  diese  letztere  Substitution  nach  Reduction  auf  die  Deter- 
minante 4  die  Zahlen  a\  b'\  c'\  d'\  so  gelten  die  Gleichungen: 


* 

'^)  Übrigens  bemerke  man,  dass  sich  im  Falle  eines  jeden  Typus  aus  zweien 
der  Congruenzen  (6)  die  beiden  anderen  herstellen  lassen. 
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2«' -<•«■«'(•+»■•  (*^) •■'  f;) -"•«  Cr) •  (t) 

wobei  man  alle  in  Klammern  eingeschlossenen  Grossen  leicht  als 
ganze  Zahlen  von  £1  erkennt. 

Es  ist  nun  hier  zu  beweisen,  dass  d\  V\  c\  d"  gange  Zahlen  von 
£1  sind,  welche  die  Congruenzen  (5)  für  den  Typus  (jp/',  q^\  r/')  be- 
friedigen. In  der  That  ergiebt  sich  dies  als  eine  einfache  Folge  aus 
der  vorausgesetzten  Gültigkeit  der  Congruenzen  (5)  für  die  zu  com- 
binierenden  Substitutionen. 

Wir  wollen  die  hier  eintretenden  Rechnungen  z.  B.  für  den  Fall 
wirklich  durchführen,  dass  die  Typen  der  zu  combinierenden  Sub- 
stitutionen (jp,  1,  1)  und  (p,  1,  r)  sind.  Es  gelten  dann  erstlich  die 
Congruenzen : 

av  +  cwr  -{-  du   ^0 

aup-^-bwr  -{-dvq^EO  *      ' 

aw   +  ^**     +  ^^2  ^  Oi 

sowie  für  die  zweite  Substitution: 

Vv  +  c  **P  +  d'wr  EU  0 

av  +  cw   -^  d'u    b=^0 

aup  -\-  b'  w  -{-  +  d'vq  eze  0 

awr  +  b'u  +  cvq  eE:  0 

aus  denen  wir  uns  berechnen  wollen: 


(mod.  2), 


(7) 


a?^     b h<?2  — I      d=z  b b  cp  ~ , 

b  ^=ap r  d  q  — .      c  =za [-»  —  % 


(mod.  2). 


tc 


w 
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(8) 


(9) 


(mod.  2). 


Für  die  ganzen  Zahlen  2a",  26",  . .  aber  finden  wir: 

2a"  =  aap  +  ^^'  —  ccpq  +  dd'  q, 
26"  =  a6'  +  6a'r  +  cd'qr  —  de  g, 
2  c'  =  acp  +  ^d'r  +  capr  —  dV , 
I2d"=  ad'  +  6c'  -  cV  +  da. 

Um  nun  zunächst  die  Ganzzahligkeit  von  a"  zu  beweisen,  er- 
setzen wir  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  für  2a"  die  Zahlen  a 
und  d  auf  Grund  von  (7).     Es  folgt: 

2a"  =  ^  {oipu  +  Vw  +  d'qv)  +  ^  (av  +  c'w  +  d'w)     (mod  2.) 

Da  hier  rechter  Hand  in  den  Klammern  durch  2  teilbare  Zahlen 
stehen,  so  ist  auch  2a"  durch  2  teilbar  und  also  a"  ganzzahlig.  Ebenso 
leicht  erweisen  sich  6",  c\  d"  als  ganze  Zahlen. 

Der  Typus  der  combinierten  Substitution  ist  (1,  1,  r).  Wir  haben 
also  zweitens  zu  zeigen,  dass  folgende  Congruenzen  statt  haben: 

6"t;  +  c'u  +  d"wr  ^  0 

av  +  c'w  +  d"Mp  ^  0 

au    +  6"m7  +  d"rg  ^  0 

^d'wr  +  6"up  +  c"t;(y  +  ^  0 

Um  etwa  die  erste   dieser  Congruenzen  nachzuweisen,  berechnen  wir 

aus  (8): 

2(6"  t;  +  d'u  +  d"wr) 

=  a(6't;  +  ^.pw  +  d'w^r)  +  6(a't;r  +  d'wr  +  c  fi?r) 

+  c{d'vqr  +  a'wj)r  —  6'«^r)  —  d{cvq  +  6'u  —  dtvr). 

Hier  stehen  rechter  Hand  in  allen  vier  Klammern  durch  2  teilbare 
Zahlen.  Wir  gewinnen  somit  eine  modulo  4  gültige  Congruenz,  falls 
wir  in  der  letzten  Gleichung  a  und  d  auf  Grund  von  (7)  ersetzen. 
Die  rechte  Seite  der  hierbei  eintretenden  Congruenz  ordnen  wir  nach 
6  und  c  an  und  finden  so: 

2(6"t;  +  c"w  +  rwr)  =  6[2a't;r  +  2d'ur  +  ^  (u^jp  —  v^q  +  «;*r)] 

+  c \2a'upr  -f-  2d'vqr  -| (v^q  —  u^p  —  w^r)\ ,     (mod.  4). 

Unter  Benutzung  der  Congruenz  (3)  ergiebt  sich  hieraus  weiter: 

2(6"  t;  +  c"m  +  rwr)  =  2br(dv  +  cw  +  d'w) 
+  2cr{aup  +  Vw  +  d*vq) 
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als  eine  modulo  4  geltende  Congruenz.  Die  rechte  Seite  ist  aber 
^  0  (mod.  4),  und  also  gilt  in  der  That  die  erste  Congruenz  (9). 
Die  übrigen  drei  ergeben  sich  durch  entsprechende  Rechnungen.  — 

Die  Gruppe  aller  durch  (3)  und  (5)  charakterisierten  quadri- 
modularen  Substitutionen  möge  als  die  „quadrimodularef^  Gruppe  [p,  g,  r] 
bezeichnet  werden.  In  ihr  ist  die  im  vorigen  Paragraphen  bestimmte 
ffUnimodtdare^'  Gruppe  [p,  g,  r]  als  Untergruppe  enthalten. 

§  3.    Hilfssätze  aus  der  Theorie  der  Einheiten. 

Der  Untersuchung  der  Discontinuität  unserer  Gruppen  haben  wir 
einige  Entwicklungen,  die  Einheitentheorie  betreffend,  vorauszusenden. 

Die  n  mit  Ä  conjugierten  Körper,  welche  übrigens  teilweise,  ja 
selbst  gänzlich  mit  einander  identisch  sein  dürfen,  mögen  i2,  Sl^^ 
SI2,  •  •  •;  ^n  —  1  heissen.  Es  mögen  im  ganzen  A  unter  diesen  Körpern 
reell  sein,  so  dass  die  (n  —  A)  übrigen  imaginär  sind;  da  sie  zu 
Paaren  conjugiert  sind,  so  ist  n  —  A  =  2^  eine  gerade  Zahl. 

Setzt  man  alsdann: 

(1)  .=A+^-i='^+l— ^ 

so  lassen  sich  aus  Sl  gerade  genau  v  und  nicht  mehr  Einheiten 
El,  JE?2,  . . .,  Er  herausgreifen,  die  in  dem  Sinne  von  einander  unab- 
hängig sind,  dass  eine  Gleichung: 

JE^i«'  •  E^"^    •  •  JE^A  =  1 

vermöge  ganzer  rationaler,  nicht  durchgängig  verschwindender  Zahlen 
a^,  Oj,  ...,  ür  in  keiner  Weise  befriedigt  werden  kann*). 

Ein  solches  System  unabhängiger  Einheiten  in  il  kann  man  aber 
nicht  nur  in  einer,  sondern  in  unendlich  vielen  Weisen  auswählen; 
und  jedem  solchen  System  gehört  eine  bestimmte  ganze  rationale 
und  positive  Zahl  d  als  „Discriminante''  zu.  Jede  EinJieit  E  lässt  sich 
im  gewählten  System  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  der  Gestalt  dar- 
stellen: 

(2)  E  =  £'E,^    E^^    "  E,^\ 

wo  a^,  . . . ,  a,  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  s  eine  in  Sl  vorkommende 
Einheitswurzel  bedeutet.  Es  kommen  in  Sl  nur  endlich  viele  Einheits- 
wurzeln 6  vor,  und  speciell  für  reelle  Körper  hat  man  nur  f  =  +  1. 


*)  Dies  ergiebt  sich  aus  dem  fundamentalen  Satze  DirichleVs  über  die 
Existenz  von  Einheiten  in  beliebigen  algebraischen  Körpern;  siehe  die  Berliner 
Monatsberichte  von  1846  oder  auch  die  Darstellung  in  Dirichlet-Dedekind, 
Vofleswngen  über  Zaiileniheorie,  pg.  69Ö  der  4.  Aufl. 

Frioke-Klein,  Antomorphe  Functionen.  L  38 
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Es  giebt  Systeme  E^,  . .  ^  E^  von  der  Discriminante  df  =  1 ;  aber 
wir  legen  kein  Gewicht  auf  den  Gebrauch  eines  solchen.  Ist  <2  >  1, 
80  ist  nicht  gesagt^  dass  in  (2)  bei  der  Darstellung  der  übrigen  Ein- 
heiten E  von  Sl  jede  mögliche  Combination  ganzer  rationaler  Zahlen 
a^,  ..,  Oy  auftreten  kann.  Sicher  aber  gewinnen  wir  stets  dann  eine 
in  Sl  enthaltene  Einheit  E,  wenn  £  »=  +  1  gesetzt  wird  und  samt- 
liche Zahlen  0^,  ..,  a,  als  Multipla  von  d  gewählt  werden.  Man 
kann  demnach  sagen,  dass  es  v-fach  unendlich  viele  Einheiten  in 
Sl  giebt  — 

Ist  nun  s  irgend  eine  ganze  Zahl   aus  Sl^  die  jedoch  nicht  rein 

quadratisch  sein  soll,   so  entspringt  aus  Sl  durch  Adjunction  von  Ys 
ein  Körper  2w**°  Grades   Sl',   für  welchen  wir  die  vorstehenden,  die 
Einheiten  betre£fenden  Abzahlungen  gleichfalls  durchführen  wollen. 
Wir  bemerken  vorab,   dass  sich  alle  ganzen  Zahlen   von  Sl'  in 

der  Gestalt  ^^-^ — —  darstellen  lassen,  wo  6  eine  ganze  rationale  Zahl 

ist,  während  a  und  b  ganze  Zahlen  aus  Sl  bedeuten.  Lassen  wir  ge- 
meinsame rationale  ganze  Factoren  von  a,  b  und  6  nicht  zu,  so  werden 
die  hierbei  auftretenden  Zahlen  6  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werten 
annehmen  können.  Brauchen  wir  nämlich  zur  Darstellung  der  ganzen 
Zahlen  a,  b  von  Sl  die  Basis  [o^,  (Dg,  • . .,  con],  so  liegt  der  Darstellung 

der  ganzen  Zahlen  von  Ä'  in  der  Gestalt  —^ — ?—  die  Basis: 

(3)  [«1,    (Dg,    ...,    CJn,       ©iV«,    (O^Ys,    ...,    (OnYs] 

zu  Grunde.  Bezeichnen  wir  die  Discriminante  dieser  Basis  durch  D, 
so  ist  a  ein  Teiler  von  D*)]  hieraus  aber  ergiebt  sich  unsere  Be- 
hauptung über  6. 

Endlich  setzen  wir  noch  hinzu,  dass  sich  unter  den  mit  ^^^-^ — — 

conjugierten  Zahlen  stets  ^—  findet,  und  dass  diese  Zahl  gleich- 
falls in  Sl'  enthalten  ist.  Zwei  solche  Zahlen  wollen  wir  als  „inner- 
halb Sl'  conjugicrt^*  bezeichnen.  Eine  mit  einer  in  Sl  oder  Ä'  ent- 
haltenen Einheitswurzel  conjugierte  Zahl  ist  natürlich  stets  wieder 
eine  Einheitswurzel  des  gleichen  Grades.  — 

Um  mm  die  MannigfaltigTieit  der  EinJieiten  in  Sl'  näher  zu  be- 
trachten, bezeichnen  wir  die  mit  Sl'  conjugierten  Körper  durch 
Sl'j  Sl^'y  ...,  Slin—i»     Diese  Körper  sind  zu  Paaren  identisch;    denn 


*)  Mau   sehe  hierüber   die   dritte  Aufl.  von  Dirichlet-Dedekind,    Vor- 
lesungen über  ZcMefdheorie,  pg.  494  n.  f. 
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der  Zusatz  von  Ys  zu  Sl  wird  keinen  anderen  Körper  erzeugen,   als 

der  Zusatz  von  —  ]/$.  Sind  nun  unter  den  Körpern  ß/  im  ganzen 
2x  reelle,  so  sind  die  in  ihnen  enthaltenen  Körper  Sit  natürlich  gleich- 
falls reell,  und  also  gilt  die  Ungleichung  x  <  A.  Nach  dem  Diriclilet' 
sehen  Saiee  gieht  es  dann  in  Ä  insgesamt  (w  +  ^  —  1)  unabhängige 
Einheiten,  in  welchen  jede  weitere  nach  Analogie  von  (2)  darstellbar  ist 
In  ein  solches  System  unabhängiger  Einheiten  nehmen  wir  an  erster 
Stelle  die  oben  gebrauchten  Einheiten  E^,  E^,  ••,  Ey  von  Ä  wieder 
auf.     Die  übrig  bleibenden 

fA\  I  -        n  +  2x  —  Z 

(4)  f»  =  n  +  x  —  1/  —  1  =  —     g- 

Einheiten ,    welche    6^ ,   .  . ,  Cm    heissen    mögen ,    werden    die   Gestalt 

-^ — —   haben;  und  die  hierbei  zur  Geltung  kommenden  Zahlen  a,  6 

werden  durchgängig  von  null  verschieden  sein,  da  andrenfalls  Ab- 
hängigkeit von  JE?i,  ..,  E^  vorliegen  würde.  — 

Zu  einer  besonders  geeigneten  Auswahl  von  Cj ,  . . ,  €m  führt  die 
folgende  Betrachtung.  Die  mit  e  innerhalb  Sl'  conjugierte  Zahl  e  ist 
wieder  eine  Einheit;  und  es  ist  e  -e^^  E  offenbar  eine  Einheit  in  Sl. 
Setzt  man  nun  e'  =  a^E"^,  so  ist  e'  eine  durch  die  Eigenschaft  aus- 
gezeichnete Einheit,  dass  e',  mit  ihrer  innerhalb  Sl'  conjugierten  Zahl 

e'  multipliciert,  ec'  =  1  liefert.  Da  umgekehrt  e  =  ye'E  ist,  so  können 
wir  e  durch  e'  ersetzen.  Wir  denken  daraufhin  sogleich  das  System 
der  m  Einheiten  e^,  e^,  . . . ;  em  so  gewählt,  dass  die  eineeine  unter  ihnen, 
mit  ihrer  innerhalb  Ä'  conjugierten  EinJieit  multipliciert,  das  Product  1 
liefert  — 

Die  vorstehenden  Erörterungen  geben  uns  nun  unmittelbar  die 
Mittel,  über  die  Auflösbarkeit  der  der  PelVschen  Gleichung  der  rationalen 
Zahlen theorie  entsprechenden  Gleichung: 

(5)  a*  —  sb^  =  0« 

in  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl  endgültige  Angaben  zu  machen; 
wenigstens   sofern  es  sich  nur  um  solche  Lösungen  handeln  soll,  bei 

denen  -— eine  ganze  Zahl  und  damit  eine  Einheit  in  Ä'  ist.   Wir 

schliessen  dann  nämlich  sofort  auf  eine  Darstellung: 


— ' — ^—  =  s  •  E'^  •(?,'' 


Crf   ,  ,  .  /»     fi 


WO  s'  eine  in  Sl'  enthaltene  Einheitswurzel  und  E  eine  Einheit  von 
Sl  ist,  während  d  die  Discriminante  des  Systems  E^,  . .,  E^,  e^,  . .,  Cm 
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bedeutet  Wir  nennen  nun  den  Grad  der  Einheitswurzel  s'  etwa  t 
und  schliessen  aus  der  letzten  Gleichung  auf  die  Richtigkeit  der 
folgenden: 

welche  sich  sofort  zusammenzieht  auf  JB*"'  =  1.  Es  ist  hiemach  E 
selber  eine  Einheitswurzel,  und  also  gilt  der  Ansatz: 

(6)  ?i*ili  ==  £  .  c,  -  •  e,^  .  • .  e„.^ , 

unter  8  weiter  eine  Eiuheitswurzel  aus  Sl'  verstanden.  Wir  erinnern 
daran,  dass  in  Sl'  nur  endlich  viele  solche  Einheitswurzeln  vorkommen. 

Es  führt  nun  nicht  nur  jede  Lösung  der  Gleichung  (5)  auf  eine 
Darstellung  (6),  sondern  auch  umgekehrt  werden  wir  jedenfalls  dann 
eine  gewünschte  Losung  von  (5)  erhalten,  wenn  wir  in  (6)  alle  Zahlen 
Qk  als  Multipla  von  d  wählen  und  a  =»  1  setzen.  Es  giebt  demnach 
m-fach  unendlich  viele  Auflösungen  der  Gleichung  (5). 

Dieses  Resultat  können  wir  nun  noch  etwas  weiter  vereinfachen. 
Nach  einem  aus  der  rationalen  Zahlentheorie  sehr  bekannten  Algo- 
rithmus kann  man  aus  zwei  Auflösungen  der  Gleichung  (6)  immer 
eine  dritte: 

a'  +  h'^Ys        a  +  b]/7    a'  +  ^'V« 
_ ^ . . 

herstellen'^).  Speciell  gewinnen  wir  die  einfach  unendliche  Reihe  von 
Lösungen: 

0)  V        a         J  ~ 7 '     ^ <X>,...,  +  (X). 

In  dieser  Reihe  tritt  für  einen  endlichen  Exponenten  Jcq  und  damit 
für  alle  Multipla  von  Jcq  der  Nenner  6k  =  1  auf 

Man  reduciere  nämlich  die  Zahlentripel  ai,  bk,  6k  modulo  D*, 
wenn  D  wie  oben  die  Discriminante  der  Basis  (3)  ist.  Erweisen  sich 
hierbei  die  zu  den  Exponenten  h  und  2  >  A;  gehörenden  Tripel  als 
congruent: 

(8)  a*  =  a< ,     6*  =  6< ,     (T*  =  Oi    (mod.  D*), 

so  ist  insbesondere  0k  '^  6i,  da  beide  Zahlen  Teiler  von  D  sind. 
Weiter  aber  ergiebt  sich: 


•)  Siehe  Dirichlet-Dedekind,  a.  a.  0.  pg.  209  £F.  (4*«  Aufl.). 
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Hier  sind  beide  Klammern  rechter  Hand  durch  6^  teilbar;  denn  da  6k 
in  D  aufgeh ty  hat  man  als  Folge  von  (8): 

o>khi  —  a<6*  =  0,    a^ai  —  sh^li  =  a**  —  sW  =  <ik      (mod.  cy*^). 

Im  Exponenten  (J  —  IC)  haben  wir  somit  die  postulierte  Zahl  \  oder 
aber  ein  Multiplum  derselben  gewonnen. 

Man  bestimme  nun  für  jede  der  m  Einheiten  e^^  ..,  6m  den  zu- 
gehörigen Exponenten  Jt^  und  erhebe  die  betreffende  Einheit  e«-  in  die 
Potenz  A-Q.  Auf  diese  Weise  entspringt  ein  System  von  Einheiten 
^/;  Kl  •  •  9  ^m ;  ^^^  denen  wir  mit  irgend  welchen  ganzen  rationalen 
Exponenten  o^^  ..,  am  die  Zahl: 

herstellen.     Dieselbe  liefert  eine  Auflösung  der  Gleichung: 

(9)  a«  —  sV^X 

in  ganzen  Zahlen  a^  h  von  Sl.  Den  oben  ausgesprochenen  Satz  über 
die  Mannigfaltigkeit  der  Auflösungen  der  Gleichung  (5)  können  wir 
demnach  dahin  ergänzen;  dass  auch  die  Gleichung  (9)  insgesamt  m-facli 
unendlich  viele  Auflosungen  in  ganzen  ZaJilen  a,  h  des  Körpers  il  zu- 
lässt,  wo  m  die  in  Formel  (4)  bestimmte  Anzahl  ist. 

Dieses  letzte  Ergebnis  wird  das  Fundament  für  die  Untersuchung 
der  Discontinuitat  unserer  Gruppen  [p,  q,  r]  sein. 

§  4.    Die  Disoontinnität  der  Gruppen  [p,  q,  r]  mit  reellen 

Substitutionseoefl&eienten. 

Soll  die  einzelne  Gruppe  [p,  q,  r]  ausschliesslich  reelle  Substitu- 
tionscoefficienten  haben,  so  werden  wir  den  Zahlkörper  Sl  reell  und 
die  Zahlen  p,  q,  r  positiv  wählen.  Handelt  es  sich  überdies  um  die 
erste  der  beiden  in  §  2  (pg.  588)  besprochene  Gruppenerweiterungen, 
so  lassen  wir  hierbei  nur  reelle  Nenner  zu. 

Bei  der  Frage  nach  der  eigentlichen  Discontinuitat  beschränken 
wir  uns  zunächst  ausschliesslich  auf  die  Untersuchung  der  (unimodu- 
laren)  Hauptuntergruppe  des  Tripels  p,  q,  r,  welche  letztere  ja  in  allen 
weiteren  für  eben  dieses  Tripel  p,  q,  r  construierten  Gruppen  ent- 
halten ist.     Möge  diese  Hauptuntergruppe  kurz  F  genannt  werden. 

Innerhalb  F  sondere  man  nun  alle  hyperbolischen  Substitutionen 
mit  den  Fixpunkten  5  =  0  und  g  =  oo  aus.  Kommen  überhaupt 
solche  Substitutionen  in  F  vor,  so  werden  sie  insgesamt  eine  cyclische 
Gruppe  bilden,  welche  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Substitutionen 
darstellt. 
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Die  hier  in  Rede  stehenden  Substitutionen  haben  c  =  d  =  0  und 
werden  somit  gerade  vollständig  von  allen  Auflosungen  der  Gleichung 
a^ — prb^  =  1  in  ganzen  Zahlen  a,  b  des  Körpers  Ä  geliefert.  Soll 
demnach  unsere  Gruppe  F  eigentlich  discontinuierlich  sein,  so  darf 
es  nur  einfach  unendlich  viele  oder  überhaupt  keine  Losungen  von 
a* — prh^  z=z  1  geben.  Setzen  wir  also  s=pr  in  die  Formeln  des 
§  3  ein,  so  muss  die  hierfür  zu  berechnende  Anzahl  m  entweder  den 
Wert  0  oder  1  haben. 

Nun  war  2w  =  «-f-2x  —  A,  wo  man  die  Bedeutung  der  An- 
zahlen X  und  l  aus  dem  vorigen  Paragraphen  entnehme.  Soll  m  <=»  0 
sein,  so  ist  A  =  w  +  2x.  Diese  Gleichung  ist  jedoch  nicht  möglich, 
da  A  ^  n  ist  und  im  vorliegenden  Falle  wegen  des  durch  Zusatz  von 

Ypr  entspringenden  reellen  Körpers  Ä'  die  Zahl  x  >  0  ist  Soll  weiter 
m=  1  sein,  so  ist  A  =  n  +  2(x  —  1).  Wegen  A  < n  und  x ^  1  ist 
diese  Gleichung  nur  lösbar  durch  l  =  n  und  x  =  1.  Dies  heisst,  dass 
alle  mit  il  conjugierten  Körper  i2,  Sl^,  1^2;  •••;  ^n—i  ^^U  s^ii^ 
müssen  und  abgesehen  von  pr  selber  alle  mit  pr  conjugierten  Zahlen 
Pi^i7  P2^2}  •  •  •;  Pn—i^n—i  fiegotive  Werte  besitzen  müssen. 

Eine  ganz  entsprechende  Überlegung  gilt  für  diejenigen  in  F  ent- 
haltenen hyperbolischen  Substitutionen,  welche  die  beiden  Fixpunkte 
g  =  1  und  g  =a  —  1  haben.  Diese  Substitutionen  sind  durch  6  =  c  «=  0 
charakterisiert  und  werden  somit  von  allen  Lösungen  der  Gleichung 
a*  —  d^PQ,  =  1  in  ganzen  Zahlen  a,  d  des  Körpers  Sl  geliefert.  Hier 
wird  man  zu  dem  Schlüsse  geführt,  dass  abgesehen  von  pq  selbst  alle 
mit  pq  conjugierten  Zahlen  Piq^^  ...,  Pn^i^n—i  negative  Zahlwerte 
haben  müssen. 

Die  beiden  gefundenen  Bedingungen  sind  nun  zur  eigentlichen 
Discontinuität  von  F  auch  bereits  ausreichend;  wir  können  in  der  That 
den  folgenden  Satz  beweisen:  Ist  Sl  reell  und  hatulelt  es  sich  um  lauter 
reelle  Substitutionen^  so  ist  die  Hauptuntergruppe  des  Tripels  p,  q,  r  eigent- 
lich discontinuierlich  und  also  eine  Hauptkreisgruppe  mit  endlichem  Dis- 
continuitätsbereichj  wenn  folgende  drei  Bedingungen  zugleich  erfüllt  sind: 

L  Alle  n  conjugierten  Körper  Ä,  Ä^,  . . .,  Ä«—!  müssen  reell  sein. 

H.  Alle  mit  pr  conjugierten  Zahlen  bis  auf  pr  selbst  müssen  ne- 
gativ sein, 

HI.  Alle  mit  pq  conjugierten  ZaJüen  bis  auf  pq  selbst  müssen  ne- 
gativ sein*). 


*)  Die  anfänglich  (pg.  686)  geforderte  Bedingung,  dass  pr  und  pq  innerhalb 
Sl  keine  Quadrate  sein  dürfen,  wird'  jetzt  durch  die  Forderungen  I,  II  und  lll 
von  selbst  erfdllt 
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Dass   diese  Bedingungen    zur   eigentlichen   Discontinuitat   von  F 
ausreichend  sind,  zeigt  man  so.     Aus  der  Gleichung: 

(1)  a*  —  b^pr  +  c^rq  —  d^qp  =  1 

folgen  die  (n —  1)  weiteren  mit  jenen  conjugierten  Gleichungen: 

/öl"  —  Vä^i  +  Ci^nai  —  äi^QiPi  =  1 ; 
«2*  —  WPi^2  +  (^2^^992  —  äi^9%Pt  =  1; 


(2) 


9  9  A  ,o 

«n-l  6„-il)«-ir„_-i  +  Cn- irn-i^n-l  —  dn-lj«-!  JPn-l  =   1. 

Da  zufolge  II  und  III  die  Zahlen  p^r^j  .  . .,  sowie  qiPi,  ...  ne- 
gativ und  also  r^g^,  ...  positiv  sind,  so  stehen  in  den  (n  —  1)  Glei- 
chungen (2)  linker  Hand  überall  „Summen"  von  je  vier  „positiven" 
Zahlen.    Es  folgt: 

(3)|a*|^l,     :6,|<_^=^,     |c*|^-i-^,     \d,\^-=L= 

V-Vi,rj,  l/r^g*  y-9jcPk 

für  alle  &  =»  1,  2,  . . .,  n  —  1.  Nun  giebt  es  nach  einem  bekannten 
Satze*)  in  Sl  nur  eine  beschränkte  Anzahl  ganzer  Zahlen  a,  welche 
der  Forderung  genügen,  dass  die  absoluten  Beträge  \a\,  |  aj, . . .,  |  a«— 1 1 
der  n  conjugierten  Zahlen  a,  a^,  ...,  a«—!  zugleich  unterhalb  einer 
gegebenen  positiven  und  beliebig  gewählten  Grenze  C  liegen.  Fordern 
wir  demnach  dass  {  a  |,  |  &  |,  \c\y  \d\  unterhalb  einer  solchen  Grenze 
C  bleiben,  so  giebt  es  wegen  der  immer  bestehenden  Ungleichungen 
(3)  nur  eine  endliche  Anzahl  zulässiger  Quadrupel  a,  h,  c,  d  und  um- 
somehr  nur  eine  endliche  Anzahl  zulässiger  Substitutionen  der  Gruppe  F. 
Dies  wäre  aber  unmöglich,  falls  F  infinitesimale  Substitutionen  hätte; 
dann  nämlich  würden  sich  bereits  in  nächster  Nähe  der  Wertcom- 
bination  a=l,  6  =  c  =  rf==0  unendlich  viele  in  F  enthaltene  Sub- 
stitutionen finden.  Die  eigentliche  Discontinuitat  von  F  ist  hiermit 
bewiesen.  — 

Das  gleiche  Beweisverfahren  zeigt  auch  noch,  dass' unter  Gültig- 
Jceü  der  Bedingungen  J,  II  und  III  diejenigen  Gruppen^  welche  unr 
durch  die  in  §  2  pg.  588  besprochenen  Erweiterungen  Iterstellten,  gleich- 
falls eigentlich  discontinuierlich  sind.  Wir  dürfen  uns  auch  bei  diesen 
erweiterten  Gruppen  auf  die  Substitutionen  des  Haupttypus  beschränken; 
letztere  nämlich  bilden  jeweils  eine  Untergruppe,  die  in  der  Gesamt- 
gruppe höchstens  den  Index  8  hat. 

Bei  der  einzelnen  erweiterten  Gruppe  tritt  nun  an  Stelle  der 
Gleichungen  (1)  und  (2)  das  folgende  System: 


*)  Cf.  Diiichlet-Dedekind,  a.  a.  0.,  pg.  691  (4*«  Aufl.). 
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(4) 


2 


Hier  bedeuten  die  Zahlen  Vy  v^,  . . .,  v«— i  übereinstimmend  den  Wert  2, 
falls  es  sich  um  die  quadrimodulare  Gruppe  [p^  q^  r]  handelt;  bei  der 
ersten  Gruppenerweiterung  des  §  2  (pg.  588)  gehören  die  Zahlen  Vy 
welche  zulässig  sind^  einer  begrenzten  Anzahl  reeller  ganzer  alge- 
braischer Zahlen  an.  In  jedem  Falle  gelingt  der  Beweis  des  Nicht- 
Yorkommens  infinitesimaler  Substitutionen  innerhalb  F  auf  Grund  der 
Gleichungen  (4)  durch  die  oben  bereits  befolgte  Überlegung.  — 

Um  im  Zusammenhang  hiermit  noch  einige  weitere  Angaben  über 
die  Natur  unserer  Gruppen  zu  machen^  knüpfen  wir  zunächst  wieder 
an  die  Hauptuntergruppe  F  des  Tripels  j),  q,  r  und  werfen  die  Frage 
auf,  ob  diese  Gruppe  auf  der  reellen  5-Axe  (dem  Hauptkreise)  eigent- 
lich discontinuierlich  ist  oder  nicht. 

Um  hierüber  zu  entscheiden,  bilden  wir  mit  Hilfe  dreier  ganzen 
Zahlen  Ä,  By  C  aus  Ä  die  binäre  quadratische  Form: 

(5)      {Äyiq  —  CYäp)x'  +  2BYp'rxy  +  {AyVq  +  CYqp). 

Wir  bezeichnen  diese  Form  als  yyZur  Gruppe  F  des  Tripels  |),  g,  r  ge- 
höri^\  weil  nämlich  bei  Transformation  der  Form  (5)  vermöge  einer 
durch  F  gelieferten  Substitution: 

{&)  x  =  {a  +  hypr)x  +  {cYr  +  dyp)yqy\ 

y  =  {—  cyr  +  dyjpjyq  X  +  (a  —  iypr)y 

wieder  eine  Form  der  gleichen  Bauart  und  derselben  Determinante: 
(7)  D {A\r  -  B^rp  —  C^pq) 

entspringt. 

Für  die  Formen  (5)  lässt  sich  nun  auf  Grund  der  Gruppe  F  eine 
Theorie  entwerfen,  welche  an  der  Behandlung  der  Gauss'schen  Formen 
im  vorletzten  Kapitel  (pg.  448)  bez.  in  „M."  I  pg.  243 flF.  ihr  Vorbild 
findet.  Wir  verfolgen  dies  im  speciellen  für  das  Problem  der  Trans- 
formation der  indefiniten  Formen  (derjenigen  mit  D  >  0)  in  sich.  Auf 
diese  Weise  gewinnen  wir  nämlich  einen  Oberblick  über  die  in  der 
Gruppe  F  enthaltenen  cyclischen  hyperbolischen  Untergruppen. 

Soll  eine  einzelne  vorgelegte  Form  (5)  mit  D  >  0  durch  die  Sub- 
stitution (C)  in  sich  transformiert  werden,  so  müssen  die  beiden  für 
g  quadratischen  Gleichungen: 
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{cyv^-  dYM)i^+  2iy^i  +  {cyvi+  dv^)  =  o 

gleiche  Wurzeln  haben.  Es  müssen  sonach,  unter  6  und  u  zwei  ganze 
Zahlen  aus  Sl  verstanden,  die  Gleichungen: 

6c  =  uA,    6h  =  uB,    6d^=uC 

gelten.     Setzen  wir  weiter  öa  =  t^  so  folgt: 

<y«(a*  —  Vpr  +  (?rq  —  d^qp)  =  fi  +  (A^qr  -  B^rp  -  C^pq)u\ 

eine  Gleichung,  welche  man  sofort  umgestaltet  in: 

(8)  t^^Du^  =  a\ 

Man  liest  nun  aus  Gleichung  (7)  unmittelbar  ab,  dass  zufolge 
der  Bedingungen  I,  II,  und  III  alle  mit  D  conjugierten  Zahlen  ausser 
D  selbst  negative  Zaiilwerte  haben.  Nach  den  Sätzen  des  vorigen 
Paragraphen  gestattet  also  die  Gleichung  (8)  bereits  für  tf  =  1  einfach 
unendlich  viele  Auflösungen  in  ganzen  Zahlen  ty  u  von  Sl,  Diese 
werden  ebenso  viele  Substitutionen  mit: 

a  =  t,    h  =  uBj    c  =  uAy    d  =  uC 

liefern,  welche  die  vorgelegte  Form  in  sich  transformieren.  Es  ist 
hiernach  das  Ergebnis  gewonnen:  Zu  jeder  indefiniten  Form  (5)  geluirt 
eine  in  der  Hauptuntergruppe  F  des  Tripels  p,  q,  r  enthaltene  cycliscJie 
hyperbolisclie  Gruppe  ^  deren  Substitutionen  die  Form  in  sich  trans- 
formieren. — 

Greifen  wir  nun  auf  der  reellen  ^-Axe  irgend  zwei  verschiedene 
Punkte  willkürlich  auf,  so  können  wir  stets  noch  eine  indefinite  Form 
(5)  angeben,  deren  Nullpunkte  jenen  beiden  Punkten  so  nahe  kommen, 
als  man  will.  Ist  Sl  der  rationale  Körper,  so  ist  dieser  Satz  aus  dem 
vorigen  Kapitel  bekannt;  denn  hier  kommen  wir  ja  auf  die  daselbst 
mit  aller  Ausführlichkeit  behandelten  Gruppen  zurück.  Für  den  Fall 
eines  Körpers  Sl  zweiten  oder  höheren  Grades  aber  braucht  man  nur 
zu  bemerken,  dass  hier  die  reelle  g-Axe  bereits  von  den  Bildpunkten 
der  „ganzen^^  Zahlen  von  Sl  überall  dicht  bedeckt  erscheint. 

Aus  diesen  Verhältnissen  geht  mit  Rücksicht  auf  den  eben  zuvor 
abgeleiteten  Satz  folgendes  Ergebnis  hervor:  Die  Hauptuntergruppe 
des  Tripels  p,  q,  r  mid  damit  überhaupt  alle  vermöge  dieses  Zahlentripeh 
nach  §  1  und  2  pg.  586  ff,  zu  definierenden  Gruppen  sind  zwar  im  Innern 
der  ^'HaU>ebene,  aber  keineswegs  auf  der  reellen  ^-Axe  eigentlidi  dis- 
cofUinuierlicJi. 

Für  den  Fall,  dass  Sl  der  Körper  der  rationalen  Zahlen  ist,  ordnen 
sich,   wie   bereits   wiederholt   bemerkt   wurde,   die   Hauptkreisgruppen 
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des  vorigen  Kapitels  ein.  Für  diese  Gruppen  konnten  wir  aus  der 
Theorie  der  ternären  quadratischen  Formen  den  Schluss  ziehen,  dass 
sie  Hauptkreisgruppen  endlicher  Charaktere  (jp,  n)  sind.  In  allen  bei 
Körpern  £1  von  höherem  als  ersten  Grade  wirklich  untersuchten  Ein- 
zelfällen ist  dieser  Satz  von  der  Endlichkeit  des  Charakters  {p,  n) 
bestehen  geblieben.  Es  ist  indessen  bislang  nicht  möglich  gewesen, 
über  seine  etwaige  allgemeine  Gültigkeit  zu  entscheiden.  — 

Wir  fügen  hier  gleich  noch  einige  Ausführungen  über  das  Vor- 
Jcommen  parabolischer  tmd  elliptischer  Substitutionen  an. 

Kommen  in  einer  einzelnen  Gruppe  des  Tripels  p,  q^  r  überhaupt 
parabolische  Substitutionen  vor,  so  finden  sich  auch  parabolische  Sub- 
stitutionen vom  Haupttypus.  Solche  aber  sind  durch  a  <=»  +  1  cha- 
rakterisiert, und  die  bei  ihnen  eintretenden  ganzen  Zahlen  b,  c,  d  be- 
friedigen die  Gleichung: 

Hat  nun  Sl  einen  Grad  n  >  1 ,  so  gehe  man  zur  coujugierten  Glei- 
chung über: 

(-  Ih^i)  '  V  +  r.Qi  •  c,^  +  (—  q,p^)  .  (?i*  =  0 . 

Zufolge  der  Bedingungen  I,  II,  und  III  pg.  598  ist  keines  der  Glieder 
der  hier  links  stehenden  dreigliedrigen  Summe  negativ.  Es  ist  somit 
notwendig  6^  ==  Cj  =  (?i  =  0  und  also  auch  6  =  c  =  d  =  0,  d.  h.  die 
in  Ansatz  gebrachte  Substitution  ist  die  Identität.  Sobald  Si  vom 
rationalen  Körper  verschieden  istj  können  parabolische  Substitutionen  in 
den  Gruppen  der  Tripel  p,  g,  r  niemals  auftreten.  Diese  Gruppen  können 
demnach  nie  mit  der  Modulgruppe  commensurabel  werden.  Wann  bei 
Gruppen  des  rationalen  Körpers  Sl  parabolische  Substitutionen  auf- 
treten, ist  pg.  518  erörtert. 

Eine  elliptische  Substitution  der  Hauptuntergruppe  hat  |  a  |  <  1. 
Für  die  mit  a  conjugierten  Zahlen  hat  man  zufolge  (3)  pg.  599  die 
Bedingung  |  a*  |  ^  1.  Es  ist  somit  die  Norm  N{a)  von  a  absolut  <  1 
und  also  als  ganze  rationale  Zahl  =0.  Hieraus  folgt  a^^O,  d.  h. 
die  Substitution  ist  von  der  Periode  zwei.  In  der  Hauptuntergruppe 
giebt  es  an  elliptiscJien  Substitutionen  liöclhstens  solche  von  der  Periode  zwei. 

Anders  verhalten  sich  in  dieser  Hinsicht  indes  die  erweiterten 
Gruppen  des  §  2  pg.  588  ff.  In  ihnen  treten  elliptische  Substitutionen 
auch  hölierer  Perioden  aufy  wobei  in  jedem  Falle  die  möglicher  Weise 
vorkommenden  Perioden  durch  den  Grad  n  des  Körpers  Sl  auf  eine 
gewisse  endliche  Anzahl  von  Werten  eingeschränkt  bleiben.  Wir  be- 
rufen uns  in  dieser  Hinsicht  der  Kürze  halber  auf  die  späteren  Einzel- 
ausführungen. — 
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Endlich  finde  noch  folgende  Bemerkung  hier  Platz,  die  wir  der 
Kürze  halber  auf  die  Hauptuntergruppe  F  irgend  eines  Tripels  p,  q,  r 
beziehen,  welch'  letzteres  natürlich  den  Bedingungen  II  und  III  ge- 
nügen muss*  Ist  n  >  1,  und  ersetzt  man  il  durch  einen  der  conjugierten 
Korper  Sl^,  Sl^f  ••-;  i^— i;  ^^  werden  die  mit  den  Substitutionen 
von  r  „conjugierten^^  Substitutionen  selbstverständlich  wieder  eine 
Gruppe  bilden.  Wir  gelangen  so  zu  (n —  1)  Gruppen  Fj,  ...,  r„_i, 
welche  unter  sich,  sowie  mit  F  isomorph  sind.  Keine  unter  diesen 
(n  —  1)  Gruj^pen  kann  eigenüidi  discontinuierlich  sein.  Man  findet 
nämlich  nach  pg.  18,  dass  alle  diese  Gruppen  F^  . . ,  11»— i  wegen  der 
Bedingungen  I,  II  und  III  pg.  598  elliptische  Rotaüonsgruppen  sind; 
und  letztere  sind  bekanntlich  nur  dann  eigentlich  discontinuierlich, 
wenn  sie  von  endlicher  Ordnung  sind. 


§  5.    Die  DiBOontinxiität  der  Gruppen  [p,  q^  r]  mit  oomplexen 

Snbstitutionsooeffioienten. 

Um  Gruppen  mit  complexeu  Substi  tu  tionscoef Seien  teil  zu  con- 
struieren^  kann  man  erstlich  bei  reellem  Zahlkorper  il  eine  oder 
mehrere  der  Zahlen  p,  q,  r  negativ  annehmen.  Aber  dieser  Ansatz 
würde  nicht  zu  neuen  Ergebnissen  führen.  Beschränken  wir  uns  näm- 
lich auf  die  Hauptuntergruppe: 

/        ^  +  f^Vpr,  cYrq  +  dy/qp 


(-: 


Yrq  -f  dYqp,  a  —  bYpr 

so  ist  zunächst  deutlich,  dass  ein  gleichzeitiger  Zeichenwechsel  von 
Pj  q^  r  ohne  Änderung  der  Substitutionen  erlaubt  ist.  Es  wird  dem- 
nach ausreichend  sein,  die  drei  Fälle  zu  betrachten,  dass  eine  der 
Zahlen  jp,  g,  r  negativ  ist.  Wäre  aber  jp  <  0,  so  würden  zufolge  pg.  18 
die  Substitutionen  (1)  eine  elliptische  Rotationsgruppe  bilden.  Wäre 
zweitens  g  <  0,  so  würde  unsere  Gruppe  durch  Transformation  ver- 
möge der  Substitution  g'  =  ig  in  die  Gruppe  [r,  —  g,  p']  übergehen. 
Eben  deshalb  kann  aber  auch  r<0  zu  nichts  Neuem  führen;  denn 
man  bemerke,  dass  die  Gruppe  [_p,  g,  r]  vermöge  der  Transformation 

durch  (         'j  in  die  Gruppe  [p,  r,  q\  übergeführt  wird,  dass  also 

q  und  r  einander  coordiniert  erscheinen.  — 

Um  bei  dieser  Sachlage  zu  neuen  Resultaten  zu  gelangen,  hat 
man  den  Zahlkorper  Ä  imaginär  zu  wählen.  Wir  werden  unter  dieser 
Voraussetmng  in  der  Tluxt  m  eigentlichen  Polyedergruppen  gelangen.  Die 
Bedingungen  der  eigentlichen  Discontinuität,  welche  wir  zunächst  für 
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die  Hauptuntergruppe  F  discutieren,  werden  dabei  durch  ganz  analoge 
Betrachtungen,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  festzustellen  sein. 

Suchen  wir  erstlich  alle  in  F  enthaltenen  Substitutionen  zu  be- 
stimmen, welche  ^  =  0  und  g  =  oo  zu  Fixpunkten  haben.  Es  giebt 
entweder  endlich  oder  unendlich  viele  Substitutionen  dieser  Art  in  F, 
und  im  letzteren  Falle  haben  wir  entweder  eine  cyclische  Untergruppe 
oder  eine  sog.  Nichtrotationsgruppe  jnit  zwei  Grenzpunkten  vor  uns 
(cf.  pg.  234  ff.).  Eine  solche  Gruppe  ist  nun  nach  pg.  237  aus  zwei  Sub- 
stitutionen Fl ,  V^  erzeugbar,  zwischen  denen  eine  Relation  Vi^*  •  V^^  ■=  1 
mit  endlichen  ganzzahligen  Exponenten  f^,  fi^  besteht.  Die  fragliche 
Gruppe  stellt  demnach  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Substitutionen 
dar.  Indem  wir  die  verschiedenen  hier  möglichen  Fälle  zusammen- 
fassen, hat  sich  ergeben,  dass  es  in  F  höchstens  einfach  unendlich 
viele  Substitutionen  mit  den  Fixpunkteu  S  =  0  und  J  =  oo  geben  darf. 

Nun  sind  die  hier  in  Rede  stehenden  Substitutionen  arithmetisch 
dadurch  charakterisiert,  dass  für  sie  c  =  d=  0  ist,  während  für  a 
und  h  alle  in  Ä  ganzzahligen  Lösungen  der  Gleichung  a^  —  h^pr  =  1 
heranzuziehen  sind.  Aber  wir  fanden  im  vorletzten  Paragraphen, 
dass  es  m-fach  unendlich  viele  Lösungen  dieser  letzteren  Gleichung 
giebt,  wobei  genau  wie  oben  (pg.  595): 

(2)  2w  =  n  +  2x  —  A 

ist,  A  die  Anzahl  der  reellen  Körper  £1,  Sl^j  . .  .,  iln—i  bedeutet  und 
2x  die  Anzahl  der  reellen  Körper  il',  Ä/,  ...,  Ä2„— i  darstellt. 

Nach  der  vorausgesandteu  Überlegung  darf  m,  sofern  F  eigentlich 

discontinuierlich  sein   soll,  nur  einen  der  Werte  0  oder  1    bedeuten. 

Der  Wert  w=0  ist  aber  unzulässig;  denn  zufolge  (2)  würde  A=»  +  2x 

werden ,    während   doch   x  ^  0   und   A  ^  n  —  2   ist  (wegen   unserer 

Annahme,  dass  der  Körper  Sl  imaginär  sei).     Es  bleibt  demnach  nur 

noch  die  Möglichkeit  m  =  1    und   damit   A  =  n  +  2(x  —  1).     Diese 

letztere  Gleichung   liefert   dann   wegen   x  ^  0    und    A  ^  n  —  2    als 

Folgerungen: 

A  ==  w  —  2,     X  =  0, 

so  dass  abgesehen  von  il  und  dem  zu  Sl  conjugiert-complexen  Körper 
alle  weiteren  (w  —  2)  conjugierten  Körper  ß*  reell  ausfallen  müssen, 
während  die  den  letzteren  (n  —  2)  Körpern  angehörenden  mit  pr 
conjugierten  Zahlen  durchweg  die  Ungleichung  pkVk  <  0  zu  befriedigen 
haben. 

Vollständig  entsprechende  Betrachtungen  knüpft  man  an  die  in 
F  enthaltenen  Substitutionen  mit  h  =^  c  =  0,  welche  die  beiden  Punkte 
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g  =  +  1  zu  Fixpunkten  haben.  Hier  erscheint  dann  das  Product  pr 
durch  pq  ersetzt. 

Die  hiermit  gewonnenen  Bedingungen  der  eigentlichen  Disconti- 
nuitat  sind  nun  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  bereits  hinreichend. 
Beim  Ausspruche  des  betreffenden  Theorems  nehmen  wir  an,  dass  Sl^ 
der  mit  Sl  conjugiert  complexe  Körper  sei.  Es  gilt  dann  der  Satz: 
Im  Falle  eines  imaginären  Körpers  Ä  haben  wir  für  ein  einzelnes  Tripel 
Pj  Qf  r  stets  und  nur  dann  eine  eigentlich  discontinuierlicJie  Gruppe  F, 
wenn  folgende  drei  Bedingungen  gelten: 

L  Abgesehen  von  Sl  und  dem  mit  Sl  conjugiert  complexen  Körper  ii^ 
müssen  alle  (n  —  2)  weiteren  conjugierten  Körper  ^,  . . . ,  ß«-_i  reell  sein, 

IL  Aüe  (n  —  2)  den  reellen  Körpern  ß^,  . . .,  Ä»— i  angehörenden 
Produde  p^r^y  . .,  _p«_ir„_i  müssen  negativ  sein. 

HL  Desgleichen  müssen  alle  den  genannten  reellen  Körpern  an- 
gehörenden (n  —  2)  Produkte  p^q^,  . .,  Pn— iffn— i  negative   Werte  hohen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  setzen  wir  erstlich  die  beiden  ein- 
ander conjugiert  complexen  Gleichungen: 

a«  —  ¥pr  +  c*rg  —  d^qp  =  1 , 

«1*  —  h^Pi^i  +  ^i^^iffi  -  ^i'ffiPi  =  1 
an  und  reihen  ihnen  die  weiteren  (n  —  2)  reellen  Gleichungen  an: 

(4) 

«n-l  —  bn^iPn-irn-1  +  Cn-.ir«_i  J„-i  d„-l2n-.ll>ii-.l  =  L 

Hierauf  gründet  sich  eine  ähnliche  Schlussweise,  wie  auf  die  Glei- 
chungen (2)  pg.  599.  Aus  den  Bedingungen  I,  II  und  III  ergiebt 
sich  für  i  «=  2,  3,  . . .,  n  —  1  das  Bestehen  der  Ungleichungen: 

(5)   latl^l,    \h\^--^r^-,    \c,\£-L^,    \d,\£       ^ 


V-  Pk^k  ~~  V^k^k  V—  qjtPk 

Sollen  nun  die  absoluten  Beträge  der  Goefficienten  Uj  ß^  y,  d  von 
Substitutionen  der  Gruppe  F  eine  willkürlich  zu  wählende  positive 
Grenze  nicht  übersteigen,  so  wird  sich  damit  auch  für  die  absoluten 
Beträge  der  ganzen  Zahlen  a,  &,  c,  d  aus  £1  eine  endliche  obere 
Grenze  angeben  lassen,  die  dann  für  die  zu  a,  &,  ..  conjugiert  com- 
plexen Zahlen  o^,  6],  ..  ohne  weiteres  mitgilt.  Die  Endlichkeit  der 
Anzahl  der  hier  noch  zulässigen  Quadrupel  a,  b,  c,  d  ist  dann  mit 
Rücksicht  auf  (5)  auf  Grund  des  pg.  599  bei  entsprechender  Gelegen- 
heit benutzten  zahlentheoretischen  Satzes  evident  Hiermit  aber  ist 
zugleich  bewiesen,  dass  infinitesimale  Substitutionen  in  F  nicht  auf- 
treten können. 
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Die  gleiche  Schlussweise  überträgt  sich  nun  offenbar  gerade  wie 
pg.  599  u.  f.  auch  auf  diejenigen  enoeiterten  Gruppen,  welche  wir  nach 
§  2  pg.  588  ff.  beim  Körper  Sl  und  dem  Zahltripel  j),  q,  r  zu  definieren 
vermögen.  Unter  Voratisseteung  der  Gültigkeit  der  oben  genannten  Be- 
dingungen I,  II  und  III  sind  alle  diese  Gruppen  frei  von  infinitesimalen 
Substitutionen.  — 

Auch  die  Betrachtungen  von  pg.  600ff.  übertragen  sich  auf  die  jetzt 
vorliegenden  Gruppen  Schritt  für  Schritt.  Die  binären  quadratischen 
Formen: 

welche  wir  mit  Hilfe  ganzer  Zahlen  A,  B^  C  aus  Sl  bilden,  spielen 
gegenüber  unserer  jetzigen  Gruppe  F  dieselbe  Bolle,  wie  die  Dirichlet- 
sehen  Formen  bei  der  Picard'schen  Gruppe.  Eine  leichte  Untersuchung 
zeigt,  dass  zufolge  der  Bedingungen  I,  II  und  III  stets  unendlich  viele 
Substitutionen  in  F  existieren,  welche  eine  einzelne  quadratische  Form 
bezeichneter  Ajrt  in  sich  transformieren.  Da  man  nun  leicht  erkennt, 
dass  die  Nullpunkte  der  fraglichen  Formen  die  ^-Ebene  überall  dicht 
bedecken,  so  gilt  der  folgende  Satz:  Die  vermöge  eines  imaginären 
Körpers  Sl  nach  den,  Metlioden  von  §  1  und  §  2  pg.  586  if.  eu  de- 
finierenden eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen  sind  eigentliche  Polyeder- 
gruppen,  d.  h.  sie  sind  zwar  im  i-HdIbraume,  aber  nicht  in  der  i- Ebene 
eigentlich  discontinuierlich. 

In  dem  niedersten  Falle  eines  imaginären  quadratischen  Körpers  H 
sind  die  Bedingungen  I,  II  und  III  der  eigentlichen  Discontinuität 
stets  von  selbst  erfüllt.  Wir  werden  hier,  falls  wir  £1  als  den  Körper 
der  Basis  [1,  «]  wählen,  auf  diejenigen  Gruppen  zurückgeführt,  welche 
wir  im  vorigen  Kapitel  aus  den  ternären  quadratischen  Formen  mit 
ganzen  complexen  Goefi&cienten  ableiteten. 

§  6.    Ansatz  der  zu  behandelnden  Hanptkreisgruppen  des 

Charakters  (0,  3). 

Die  Tragweite  der  voraufgehend  entwickelten  gruppentheoretischen 
Ansätze  wollen  wir  nur  im  Gebiete  der  Hauptkreisgruppen  prüfen, 
und  zwar  beschränken  wir  ims,  wie  bereits  oben  (pg.  586)  hervor- 
gehoben wurde,  auf  die  beiden  niedersten  Gattungen,  welche  die  Cha- 
raktere (0,  3)  und  (1,  1)  haben.  Mit  dem  ersten  Falle,  wo  wir  za 
Dreiecksnetzen  in  der  ^-Halbebene  geführt  werden,  wollen  wir  beginnen. 

Die  einzelne  Hauptkreisgruppe  [|>,  q,  r]  ist  stets  durch  die  Spie- 
gelung g'  =  —  l  der  Erweiterung  fähig.     Auf  der  andern  Seite  ent- 
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hält  sie  stets  die  Substitution  S"  =  —  y ;    denn  diese  ordnet  sich  als 

Substitution  des  Typus  (1 ,  q,  r)  mit  a==6  =  d  =  0,  c  =  1 
dem  Ansätze  (1)  pg.  586  unter.  Wollen  wir  demnach  versuchen, 
Gruppen  von  der  Signatur  (0,  3;  Zj,  /,,  l^)  als  Gruppen  [p,  q,  r]  arith- 
metisch zu  erkennen,  so  haben  wir  die  zugehörigen  Dreiecksnetze  stets 
so  in  der  ^- Halbebene  zu  lagern,  dass  die  imaginäre  Axe  sowie  der 
um  S  «=»  0  mit  dem  Radius  1  beschriebene  Kreis  zu  den  Sjmmetrie- 
kreisen  gehören.  Das  Ausgangsdreieck  wollen  wir  dabei  so  wählen, 
dass  seine  Ecke  e^  bei  ^ «»  «,  die  zweite  e^  oberhalb  S  <=  i  auf  der 
imaginären  Axe  gelegen  ist,  und  dass  endlich  das  Dreieck  selbst  sich 
zur  linken  Seite  an  die  genannte  Axe  anlagert. 

Es  folgt  aus  den  eben  gemachten  Angaben  ^  dass  die  Periode  l^ 
der  zur  ersten  Ecke  e^  gehörenden  elliptischen  Erzeugenden  V^  stets 
eine  gerade  Zahl  ist.  Wir  lassen  nun  hier  sogleich  die  Beschränkung 
eintreten,    dass    wir    den    niedersten   Fall    l^  =>  2    allein   behandeln. 

Unter  diesen  Umständen  ist  Fj  «=»  (       i '  n )  >    während  man    F,  mit 

Rücksicht  auf  die  schon  angegebene  Lage  von  eg  eindeutig  durch  die 
Forderung  bestimmt  findet,  dass  F^  Fg  =  F~^  eine  Substitution  der 
Periode  l^  ist  In  der  TJuU  gewinnt  man  folgende^  dem  oben  fixierten 
Äusgatigsdreieck  entsprechende  Ergeugende  der  Gruppe  (0,  3;  2,  Z,,  Ij): 

I        cos  f ,  cos  ~  +  T/cos«  f-  +  cos*  f-  —  1 

w  ^.-  -J'J.   »-■-  /— 

—  cos  -p  +  y  cos'y-  +  cos*  -, 1 ,  cos  y- 

Werden  die  vier  Goefficienten  von  F,  mit  dem  gemeinsamen 
Factor  2  behaftet,  so  wird  Fg  zwar  quadrimodulary  aber  wir  haben 
alsdann  gar^e  algebraische  Goefficienten.  Hierdurch  ist  begründet, 
dass  wir  die  Gruppe  (0,  3;  2,  l^j  l^  nach  der  zweiten  in  §  2  pg.  589 
entwickelten  Methode  der  Erweiterung  als  eine  „quamodridulare'^  Gruppe 
[l^?  &  *"]  untersuchen  werden. 

Vorab  stellen  wir  den  Körper  Sl  und  das  Zahlentripel  j>,  g,  r 
fest  Da  V^  dem  Haupttypus  angehört,  so  wird  man  die  Zahlen 
p,  g,  r  mit  folgenden  Werten  identificieren: 

(2)  p  =  (2cos  ^j   +  (2cos  ^j  —  4,  g  ==  (2cos  j-j^r=>  (2cos  £^j  • 

Die   Zahl   q   für  sich   genommen   führt  auf  denjenigen  reellen  Kreis- 

e^+e^/  herstellen  lässi   Dieser 
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Körper  ist  vom  Grade  — -  q)  (/g),    unter  q>  (L)  die   Anzahl   aller  incon- 

gruenten  und  gegen  l^  relativ  primen  ganzen  rationalen  Zahlen  ver- 
standen.    Ebenso    entspringt  aus  r   durch    rationale  Rechnungen   ein 

reeller    Ereisteilungskorper    —  tp  (ij)*®"    Grades.      Durch    Combination 

dieser  beiden  Körper  entspringt  derjenige  Körper  ß,  welcher  der  vor- 
liegenden Gruppe  zu  Grunde  liegt. 

Es  soll  nunmehr  eine  zweite  Einschränkung  eintreten,  welche  da- 

(2t  TT  iiJt\ 

e  '*   -{-  e     *»  /    entqmngenden    reeUen 

Kreisteilungskörper  des  Grades  y  9(^2)  identisch  wird;    und  zwar  wollen 

wir  dies  dadurch  erreichen,  dass  wir  {3  auf  solche  Werte  einschränken, 
für  welche  r  rational  ausfallt.  Indem  wir  1^  =  2  als  zu  elementar  bei 
Seite  lassen,  haben  wir  sonach  nur  noch  {3  b=  3,  4,  6  zuzulassen*)  und 
finden  als  entsprechende  Werte  r  =  1,  2, 3.  Setzen  wir  in  der  Sig- 
natur I2  an  die  dritte  Stelle  (was  nach  pg.  304  ohne  weiteres  statt- 
haft ist)  und  lassen  den  Index  2  bei  I2  fort,  so  sind  es  jetzt  noch  die 
Gruppen  folgender  Signaturen: 

(3)  (0,3;  2,  3,0,    (0,  3;  2,  4,  0,    (0,  3;  2,  6,  0, 

welche  zur  Discussion  gestellt  sind. 

Übrigens  bemerke  man  noch,  dass  q  innerhalb  £1  stets  dann  ein 
Quadrat  darstellt,  wenn  l  ungerade  ist;  denn  in  diesem  Falle  gilt  die 
Formel': 

\e'  +e     '  J  =le  '   '  «    +e     '  '   «  j  . 

Fassen  wir  zusammeny  so  sind  folgende  die  für  uns  in  Betracht  kommenden 
Zahlentripel  p,  j,  r: 

1)  für  1=1  (med.  2) 

l)=(2cosy)-f-/i  — 4,    g  =  l,    r  =  fi, 

2)  für  l  =  0  {mod.  2) 

|)  =  (2cosy) -f  |[i  — 4,     ff=(2cos"),     r  =  (i] 

hierbei  sind  für  fi  der  Reüie  nach  die  Werte  1,  2,  3  einzutragen. 

Endlich  stellen  wir  noch  fest,  dass  die  Substitution  F|  den  Typus 


*)  Man  könnte  auch  noch  73^=00  zulassen;  doch  kommen  dann  parabolische 
Substitutionen  vor,  und  also  würden  wir  nach  pg.  602  auf  den  im  vorigen  Ka- 
pitel erledigten  Fall  des  rationalen  Körpers  Sl  zurückkommen. 
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(1,  q,  r),  V^  aber  den  Typus  (1,  g,  1)  hat  Neben  diesen  Typen 
werden  somit  in  der  Gruppe  noch  (I^  1,  r)  und  der  Haupttypus 
(1,  1,  1)  vorkommen. 

§  7.    Disoiussion  der  drei  Bedingungen  der  eigentUohen  Discontinuität. 

Es  wird  sich  jetzt  vor  allem  um  Entscheidung  der  Frage  handeln, 
für  welche  Werte  l  die  Körper  Sl  samt  den  eugekorigen  Tripeln  p,  q,  r 
die  pg.  598  formulierten  Bedingungen  J,  //  %md  III  der  eigentlichen  Dis- 
continuität erfüllen. 

Die  Bedingung  I,  dass  alle  mit  Sl  conjugierten  Körper  reell  sein 
müssen,  ist  stets  erfüllt  In  der  That  ist  der  hier  zu  Grunde  liegende 
Ereisteilungskörper  Sl  ein  sogen.  Galois'scher  Zahlkörper  oder  Normal- 
korper,  welcher  mit  seinen  sämtlichen  conjugierten  Körpern  identisch  ist 

Betreffs  der  Bedingungen  II  und  III  bemerke  man,  dass  r  stets 
rational  ist,  und  dass  dasselbe  für  q  bei  ungeradem  l  gilt  Aber  auch 
bei  geradem  l  sind  alle  mit  q  conjugierten  Zahlen  positiv;  denn  sie 
stellen  Quadrate  reeller  Grössen  vor.  Für  die  Erfüllung  der  Be- 
dingungen II  und  III  ist  demnach  hinreichend  und  notwendig,  dass 
alle  mit  p  conjugierten  Zahlen,  ausser  p  selbst,  negative  Werte  haben. 

Die  (n  —  1)  mit  p  conjugierten  Zahlen  ft,  fti  •••'  JP«— i  8"^^ 
gegeben  durch: 

(1)  2co8^}?+^-2, 

WO   h   alle   gegen   l  primen  rationalen  ganzen  Zahlen  des  Intervalls 

1  <  Ä;  <  -^  zu  durchlaufen  hat    Die  niederste  hierbei  eintretende  Zahl 

h  ist  die  kleinste  in  l  nicht  aufgehende  Primzahl,  welche  x  genannt 
werden  soll.  Ist  die  f^r  h  =  x  gebildete  Zahl  (1)  negativ,  so  gilt 
dies  am  so  mehr  von  den  weiter  folgenden  Zahlen  (1);  wir  haben 
demnach  hier  nur  zu  fordern,  dass  die  Ungleichung  gilt: 

(2)  2cos— ^-  +  ft  — 2<0. 

Discutieren  wir  nun  zunächst  den  ersten  Fall  /t  =  1,  so  liefert 
die  Ungleichung  (2): 

(3)  H^>f        oder         x>l. 

Die  der  Primzahl  x  voraufgehenden  Primzahlen  seien  1,  2,  3,  5, ... ,  l, 
so  dass  l  ein  Multiplum  des  Productes  2  •  3  •  5  •  •  •  A  ist.  Aus  der 
Ungleichung  (3)  folgt  demnach 

2-3.5-A<6x; 

Frioke-Kleln,  Automorphe  Fimotioneii.   I.  39 
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und  diese  Bedingung  gestattet  den  Schluss^  dass  x  nicht  grosser  als 
7  sein  kann.     Wäre  nämlich  x  >  7^  so  würde  folgen: 

5  •  7  •  •  •  A  <  X        und  also        5  •  7  •  •  •  A  —  6  <  x. 

Letztere  Ungleichung  ist  aber  unmöglich,  da  die  links  stehende  posi- 
tive ganze  Zahl  durch  keine  Primzahl  2,  3,  5,  . . .  A  teilbar  ist  und 
also  als  eine  den  Wert  1  übertreffende  ganze  Zahl  durch  x  oder  eine 
grossere  Primzahl  teilbar  ist.  Die  kleinste  in  l  nicht  aufgehende 
Primzahl  ist  also  eine  von  den  vieren  2,  3,  5,  7,  und  in  jedem  Falle 
ist  l  durch  das  Product  der  voraufgehenden  Primzahlen  teilbar*). 
Unter  Heranziehung  der  Ungleichung  (3)  haben  wir  also  folgende 
Möglichkeiten  gewonnen: 

2  <  12 ;  l  ungerade , 

i<  18,  l  prim  gegen  3,  1^0  (mod.  2), 

Z  <  30 ,  l  prim  gegen  5 ,  Z  ^  0  (mod.  6) , 

Z  <  42 ,  l  prim  gegen  7 ,  Z  ^  0  (mod.  30). 

Unter  Auslassung  der  auf  bereits  bekannte  Gruppen  führenden  Zahlen 
Z  <  7  finden  wir  mit  diesen  Bedingungen  in  Übereinstimmung  nur  die 
folgenden  elf  Zahlen  Z: 

(4)  Z  =  7,  8,  9,  10,  11,  12,  14,  16,  18,  24,  30. 

Die  mit  diesen  Zahlen  l  gebildeten  Signaturen  (0,  3;  2,  3,  Z)  liefern 
Korper  Sl  und  Tripel  p,  q,  r,  die  den  Bedingungen  J,  //,  ///  der  eigent- 
lichen Discontinuität  genügen;  von  allen  übrigen  Signaturen  (0,  3 ;  2,3,1) 
gut  dies  nicM  mehr. 

In  den  beiden  übrigen  Fällen  ft  «=  2  und  3  können  jedenfalls  nicht 
noch  andere  Zahlen  Z,  als  die  unter  (4)  genannten,  brauchbar  werden; 
nur  hat  man  hier  auch  die  Zahlen  Z<7  zu  prüfen,  welche  bei  (0,  3;  2,  3,  Z) 
durchweg  auf  elliptische  oder  parabolische  Rotationsgruppen  führten. 

Indem  man  aber  den  Ansatz  (2)  für  ft  «»  2  und  3  im  eben  ge- 
kennzeichneten Sinne  einzeln  prüft,  ergiebt  sich  folgendes  Resultat: 
Die  Gruppen  der  Signaturen  (0,  3;  2,  4,  Z)  liefern  nur  für  die  suben 
Werte: 

(5)  Z  =  5,  6,  7,  8,  10,  12,  18 

Körper  Ä  und  Tripel  p,  q,  r,  welche  den  Bedingungen  der  eigentlichen 
Discontinuität  genügen.     Ebenso   liefern    die    Gruppen    der   Signaturen 


*)  Don  Wert  x  «  1  lassen  wir  aus,  da  wir  für  Z  <  6  anf  die  elliptischen 
bez.  parabolischen  Rotationsgrappen  zurückkommen. 
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(0,  3;  2,  6,  0  nur  für  die  fünf  Werte: 

(6)  Z  «  4,  5,  6,  8,  12 

IraucKbare  Ansätze. 

In  den  aufgezahlten  Fällen  findet  sich  die  Signatar  (0^  3;  2,  4,  6) 
zweimal.     Auch  die  Signatar  (0,  3;  2,  6,  6)  ist  nicht  wesentlich  neu; 

denn  ein  gleichschenkliges  Dreieck  der  Winkel  y,  y,  -g-;  ^^^^  durch 

die   Höhe   in   zwei  Dreiecke   der   Winkel  "ö"»  t»  T  ^^^^^8^     ^^  ^^' 

stieren  somit  21  wesentlich  verschiedene  Fälle,  welche  nunmehr  der 
näheren  Untersuchung  zu  unterziehen  sind. 

§  8.    Die  8X1  den  aiuigeBonderten  Signataren  (0,  3;   2,  2^,  l^ 

gehörenden  Gruppen  [p,  q^  r]. 

Aus  den  Erzeugenden  V^y  V^  der  einzelnen  Gruppe  (0,  3;  2,  {{^  ^) 
haben  wir  denjenigen  Körper  Sl  sowie  dasjenige  Tripel  p,  q,  r  be- 
stimmt^ welche  zu  Grunde  zu  legen  sind,  wenn  jene  Gruppe  als  Gruppe 
[P>  ^9  ^]  unserer  oben  betrachtieten  Art  arithmetisch  erkennbar  sein 
soll.  Es  sind  dann  soeben  diejenigen  Fälle  aufgezählt,  bei  denen 
allein  für  die  von  uns  ausgewählten  Werte  2,  eigentlich  discontinuier- 
liehe  Gruppen  [j),  g,  r]  auftreten.  Wir  wollen  in  diesen  Fällen  jetzt 
zunächst  die  Gruppen  [j>,  g,  r]  in  arithmetischer  Untersuchung  näher 
festlegen.  Ob  die  einzelne  Gruppe  geradezu  mit  der  zugehörigen  Gruppe 
(0,  3;  2,  2^,  2s)  identisch  ist  oder  nicht,  wird  dann  weiter  zu  dis- 
cutieren  sein. 

Übrigens  erscheint  es  angebracht,  hier  noch  die  Gruppe  (0,  3; 
2,  4,  6)  von  der  weiteren  Untersuchung  auszuschliessen.  Bei  dieser 
Gruppe  ist  nämlich  Sl  der  rationale  Körper,  und  in  der  That  haben 
wir  die  fragliche  Gruppe  auch  bereits  oben  (pg.  554)  ausführlich 
untersucht. 

Für  die  zwanzig  übrig  bleibenden  Gruppen  bestimmt  man  die 
Grade  n  der  zugehörigen  Körper  Sl  leicht  aus  der  Formel  2n  =  9(2). 
Zu  quadratischen  Körpern  werden  wir  für  2  =  5,  8,  10  und  12  geführt; 
und  hierher  gehören  zehn  unter  den  zwanzig  Gruppen,  deren  Signa- 
turen wir  gekürzt  in  der  Gestalt  (2^,  Zj)  angeben*): 

(3,  8),    (3,  10),    (3,  12),    (4,  5),    (4,  8),    (4,  10),    (4,  12), 

(5,6),    (6,8),    (6,12). 


*)  Da  die  Reihenfolge  der  Zahlen  Z,,  2^  an  sich  gleichgültig  ist,  so  stellen 
wir  die  kleinere  in  der  Regel  voran. 

39* 
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(Mnsche  Körper  liegen  bei  1=1,  9,  14,  18  vor;  nnd  hierher  gehören 
die  sechs  Gruppen: 

(3,  7),    (3,  9),    (3,  14),    (3,  18),    (4,  7),    (4,  18). 

Zu  biquadratischen  Körpern  gelangt  man  bei  l «»  16,  24  und  30;  und 
die  drei  zugehörigen  Gruppen  haben  die  Signaturen: 

(3,  16),    (3,  24),    (3,  30). 

Endlich  haben  wir  einen  Körper  fünften  Grades  för  Z  «=»  11  bei  der 
einen  Gruppe  (3,  11). 

um  die  hier  zur  Geltung  kommenden  Zahlkörper  naher  festzu- 
legen, definieren  wir  vor  allen  Dingen  die  ganze  algebraische  Zahl 
(0  durch: 

(1)  CD  =  2cos  -^  ==  c  '     +  c      '    . 

Behalten  wir  n  in  der  Bedeutung  n  »>  ^  9^(0  ^^h  ^^  haben  wir  als- 
dann in  [1,  CD,  CO*,  ...,  («}*•"■  ^]  eine  Basis  des  Körpers  ß,  in  welcher 
sich  alle  diesem  Zahlkörper  angehörenden  ganzen  Zahlen  in  der  Gestalt: 

mit  Hilfe  ganzer  rationaler  Coefficienten  h  darstellen  lassen*). 

Im  Falle  eines  quadratischen  Körpers  geben  wir  nun  einfach  die 
Bedeutung  von  cd  an: 

l  =  b,       ©  — 2 , 

1  =  8,       Ol  =  1/2, 

1=12,    0  =  1/3. 

Die  beiden  zu  l  =  5  und  Z  s»  10  gehörenden  Körper  sind  hiernach 
identisch.  Bei  den  cubischen  Körpern  begnügen  wir  uns  mit  der  An- 
gabe der  Gleichungen: 

?  «  7,       CD»  +  o*  —  2a)  —  1  =  0, 

Z  =  9,       (D*  — 3a}-t- 1  =0, 

Z  =  14,      (D»  -  CD«  —  2(D  -I-  1  =  0, 

1=18,    0^-3©-  1  =  0; 

*)  Dies  folgt  leicht  ans  einem  bekannten  Satze  über  die  Basis  des  ans  den 
r***"  Fiinheitswnrzeln  zn  erzengenden  Körpers;  cf.  etwa  Hubert,  Die  Theorie  der 
algebraischen  Zahlkörper,  Satz  124,  pg.  833  im  4M^  Bde.  des  Jahresberichts  der 
Deutschen  Mathemat.  Vereinigung  (Berlin,  1897). 
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diese  Körper   sind   wieder  zu  Paaren  identisch.    In  den  drei  Fällen 
n  =B  4  mögen  die  ca  wieder  explicite  angegeben  werden : 


ln=lß,     a)=K2  +y2, 


?  =  24,     to  =V2  + 1/3, 


während  ftlr  2=  11  die  Angabe  der  Gleichung  genflge: 

1=11,     a)5+flj*  — 4(0»  — 3flj*  +  3a)+ 1=0. 

• 

Zweitens  haben  wir  jetzt  die  bei  dem  einzehien  Körper  Sl  zur 
Verwendung  kommenden  Zahlentripel  jp,  q,  r  explicite  anzugeben.  Das 
einzelne  Tripel  schreiben  wir  kurz  [jp,  g,  r],  während  die  Signatur  der 
einzelnen  Gruppe  wie  oben  abgekürzt  durch  Q^^  l^)  bezeichnet  werde. 
Es  handelt  sich  dann  bei  unseren  zwanzig  Gruppen  um  folgende  Tripel: 


l 


.5,      [-+X^    1,    2] 

1  =  8,      [-1+1/2,    2+y2,    1] 
[1/2,      2  +  1/2,     2] 
[1+1^,    2+1/2,    3] 

^  =  10.     [^f-y^,    '-\^,     l] 


für       (4,  5), 


ff 


[' 


+  \/6       6  + 


■^.  A 


1=12,    [-1+1/3,    2  +  ^3,     l] 
[^3,    2  +  1^3,    2] 
[\-\-yS,    2  +  J/3,    3] 


(5,  6), 

(3,  8) , 
(4,  8), 
(6,  8) , 

(3,  10) , 
(4,  10), 

(3,  12), 
(4,  12), 
(6,  12), 
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1         V      [0,-1,      1,      Ij 

l-=  1Ö,J 

1  =  1,        [«,     1,    2] 

i=18,       [ö,     ra  +  2,     2]' 

1  (3,  9), 

f(3,  14), 
"         1(3,  18), 

(4,  ^), 
(4,  18), 

1]                          für  (3, 
1]                           „    (3, 

"^V'Y',   1]    „    (3, 
für    (3,  11). 

1=16,         l+l/2  +  y2,    2+V2-\-y2, 

• 

Z  =  24,  [—1+1/2+1/3,    2+1/2+1/3", 

/        30,    [    A+V'^  +  V3|/5  +  V5^7  +  V.^ 

16), 
24), 

30), 

Z-11,       [0,-1,       1,       IJ 

Wir  haben  nun  für  diese  Tripel  auf  Grund  des  zweiten  in  §  2 
pg.  589  entwickelten  Ansatzes  quadrimodtdare  Gruppen  zu  bilden;  denn 
nach  pg.  607  war  jedesmal  die  zweite  Erzeugende  V^  erst  bei  quadri- 
modularer  Schreibweise  ganzzahlig.  Um  das  Nähere  in  dieser  Hin- 
sicht zu  untersuchen,  müssen  wir  auf  die  Gestalten  der  pg.  607  durch 
V2  bezeichneten  Substitutionen  vorab  explicite  zurückgehen. 

In  den  Fällen  gerader  l  gelten  die  gemeiusamen  Darstellungen  t 


(2) 


-Li 


Vaj  +  2,      l+l/o,— 


'  +  2/ 


4-^0»- 1,    Y^~+ 


y2  -\-yä 
ya  + 


für     (3,  0, 


ä  +  2 , 
1/2  +  1/«, 


|/»\ 
2)      " 


(4,  l), 


/  >^^T2,    i/3+>/^TT\ 


Bei  den  sechs  Fällen  ungerader  l  aber  wird  }/cd  -{-  2  in  Sl  rational; 
hier  haben  die  Erzeugenden  F,  folgende  explicite  Gestalten: 
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(3) 


F,=  |  _  I  für    (4,5), 


F,=  |  , =  _  I  „      (6,5), 


_l^+}/l±>^,         1±V! 


\—  1  +  yo)  —  1 ,    (0-  +  0)  —  1/ 

Es  gilt  nun,  den  Ansatz  der  quadrimodularen  Gruppe  wirklich 
durchzuführen.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  drei  ganze  und  gegen 
2  relativ  prime  Zahlen  u,  v,  w  aus  Sl  zu  bestimmen,  welche  der  Oon- 
gruenz  genügen: 

(4)  jpu*  ^  jv*  +  r«;*  (mod.  4). 

Für   die  sechs  Gruppen  mit  ungeradem  l  losen  wir  diese  Congruenz 
durch: 


(5)  u«l,        t;  =  V^  +  2,        «;  — 1, 


wobei  für  ]/a)  -^  2  in  jedem  Falle  sein  unter  (3)  benutzter  rationaler 
Ausdruck  in  cd  einzusetzen  ist.  Da  j  =  1  und  p  —  r  ^i=^  0  —  2  ist, 
so  ist  für  die  genannten  drei  Zahlen  u,  v,  tv  die  Bedingung  (4)  wirk- 
lich erfüllt.  Da  überdies  o  in  jedem  der  fraglichen  Fälle  eine  Ein- 
heit darstellt,  so  ist  (co  -f-  2)  modulo  2  mit  einer  Einheit  congruent 
und  also  v  ebenso  wie  u  und  tv  prim  gegen  2.  Bei  den  Gruppen  mit 
geradem  l  genügen  wir  der  Congruenz  (4)  durch  die  Zahlen: 

(6)  t*=l,        t;  =  l,        m;=1, 

denn  dieselben  sind  prim  gegen  2,  und  es  ist  jetzt  q  =  a  -\-  2  und 
p  —  r  =  (0  —  2. 

Für  die  hiermit  angegebenen  Zahlen  1«,  v,  u?  ist  nun  bei  jedem 
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Tripel  p,  Qj  r  das  System  der  CoDgruenzen  (5)  pg.  590  anzusetzen, 
und  es  sind  alle  mit  diesen  Congruenzen  in  Übereinstimmung  befind- 
lichen quadrimodularen  Substitutionen  (4)  pg.  590  zu  bilden,  welche 
die  nach  pg.  587  zulässigen  Typen  besitzen.  Zufolge  der  Erörterungen 
von  pg.  590 ff.  lüden  diese  Substitutionen  in  ihrer  Gesamtheit  eine  Crruppe, 
welcJie  mr  als  die  quadrimodulare  Gruppe  [p,  q^  r]  eu  bezeichnen  haben. 

Endlich  stellen  wir  hier  gleich  noch  fest,  dass  die  erzeugenden 
Substitutionen  F^,  V^  jedesmal  in  der  zugehörigen  Gruppe  [jp,  g,  r] 
enthalten  sind,  dass  also  die  einzelne  unserer  hier  in  Bede  stehenden 
HauptJcreisgruppen  (0,  3;  2,  ig,  1^)  in  der  correspondierenden  quadrimodu- 
laren Gruppe  [p,  q,  r}  als  Untergruppe  enthalten  ist.  Für  die  Sub- 
stitution Fj  ist  dies  selbstverständlich*,  denn  sie  hat  den  Typus  (1,  g,  r) 
und  besitzt,  quadrimodular  geschrieben,  lauter  durch  2  teilbare  Zahlen 
a^hj  c,  dj  so  dass  die  Congruenzen  (5)  pg.  590  erfüllt  sind.  Bei  V^ 
unterscheiden  wir  wieder,  ob  l  ungerade  oder  gerade  ist 

Bei  ungeradem  l  hat  V^  den  Haupttypus,  und  man  hat  insbeson- 
dere g  =  1,  &  <=  0,  so  dass  zufolge  (5)  pg.  590  bei  den  jetzt  gültigen 
Werten  w,  v,  w  folgenden  Congruenzen: 

a-t-d}/©  4-2  =  0,      a  +  cl/a>  +  2  =  0) 


=  01 

^^[  (mod.2). 


zu  genügen  ist.  Aber  F,  liefert  a  =  }/a>  +  2,  c  =  d=l,  so  dass 
bei  den  für  uns  vorliegenden  Werten  p,  r  diesen  Forderungen  in  der 
That  stets  genügt  wird. 

Bei  geradem  l  liefert  V^  den  Typus  (1,  g,  1).  Die  Congruenzen 
(5)  pg.  590  nehmen  demnach  bei  den  jetzt  zur  Geltung  kommenden 
Werten  (6)  von  u,  r,  w  und  wegen  &  =  0  die  Gestalt  an: 

c-frf^O,    ag-f-cr  +  rfp^O 

a  -f-  d^O,  a  +  c 

Die  ezpliciten  Gestalten  von  V^  findet  man  in  (2);  es  ist  in  allen  drei 
Fällen  a  =  c  «=  rf  =  1,  und  man  hat  g  =  a}  +  2,  jp  —  r«=a>  —  2, 
so  dass  die  vorstehenden  Congruenzen  in  der  That  stets  erfüllt  sind, 
unsere  Behauptung,  die  einzelne  Gruppe  (0,  3;  2,  J^i  's)  ^^^  ^^^ 
Untergruppe  in  der  correspondierenden  quadrimodularen  Gruppe  [p,  g,  r] 
enthalten,  hat  sich  demnach  für  jeden  Fall  bestätigt. 

§  9.  Beweis  der  Identität  der  ausgesonderten  Gruppen  (0,  3;  2,  ^2,  l^ 
mit  den  arithmetiscli  definierten  Gruppen  [p,  g,  r]. 

Die  zwanzig  im  vorigen  Paragraphen  definierten  quadrimodularen 
Gruppen  [p,  g,  r]  sind  eigentlich  discontinuierlich  und  besitzen  Dis- 
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continuitätsbereiche,  welche  parabolische  Ecken  nicht  aufweisen  ^  son- 
dern durchaus  im  Innern  der  g-HalbebcDe  verlaufen.  In  der  einzelnen 
solchen  Gruppe  ist  die  Gruppe  der  zugehörigen  Signatur  (0,  3;  2^1^,1^) 
als  Untergruppe  enthalten,  und  zwar  als  eine  solche  von  endlichem 
Index,  da  auch  der  Discontiuuitatsbereich  der  letzteren  Gruppe  gänz- 
lich im  Innern  der  £;-^albebene  liegt 

Um  nun  das  gegenseitige  Verhältnis  dieser  beiden  Gruppen  end- 
gültig au&uklären,  nehmen  wir  die  Erweiterung  durch  die  Spiegelung 
t^  =  ^i  vor.  Das  System  der  Symmetriekreise  der  quadrimodularen 
erweiterten  Gruppe  [jp,  q,  r]  möge  eine  Einteilung  der  Halbebene  in 

Kreisbogen- m- ecke  der  Winkel   .-,  y-,  •••,  -j—  liefern.      Unter   den 

Kreisen  der  m-Eckteilung  kommen  im  speciellen  auch  die  Symmetrie- 
kreise des  Dreiecksnetzes  der  Untergruppe  (0,  3;  2,  l^,  l^)  vor;  und 
es  mögen  immer  ft  äquivalente  m-Ecke  ein  einzelnes  Kreisbogendreieck 
zusammensetzen. 

Nun  ist  der  Inhalt  eines  einzelnen  m-Ecks  im  Sinne  der  hyper- 
bolischen Maassbestimmung  [(m  —  2)7t  —  s]f  wenn  s  die  Winkelsumme 
des  Polygons  ist*).     Wir  würden  also  den  Ansatz  zu  bilden  haben: 

(1)  i,(m-2-{---l- ^)  =  .i._i._^, 

welcher  zum  Ausdruck  bringt,  dass  der  ft-fache  Inhalt  des  m-Ecks 
gleich  dem  Dreiecksinhalt  ist**).  Diese  Gleichung  ist  nun  der  näheren 
Discussion  zu  unterziehen. 

Es  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  Zahl  m  nur  selber  wieder 
gleich  3  sein  kann.  Ist  nämlich  erstlich  m  >  4,  so  ist  das  inhaltlich 
kleinste  m-Eck  dasjenige  mit  lauter  rechten  Winkeln.  Sein  Inhalt  ist 

—  — ;  und  da  ft  wenigstens  =  2  ist,  so  würde  die  linke  Seite  in  (1) 

mindestens  gleich  (m  —  4)  und  also  >  1  sein.  Die  rechte  Seite  aber  ist 

<  — ,  so  dass  m  <  4  ist.   Das  kleinste  Viereck  hat  drei  rechte  Winkel 

und  einen  Winkel  y'  ^^^^  würden  wir  durch  Berechnung  des  Vier- 
eckinhaltes finden: 


*)  Diese  Regel  kann  man  leicht  dnrch  Integration  des  in  (7)  pg.  28  ge- 
gebenen Differentials  dt  bestätigen;  siehe  übrigens  etwa  Frischauf,  Elemente 
der  absoluten  Geometrie^  pg.  40  ff.  (Leipzig,  1876). 

**)   Bei  der  Maasszahl  eines   Inhalts   soll   der  Factor  *  der  Kürze  halber 
stets  fortgelassen  werden. 
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Dies  ist  aber  nicht  möglich,  da  bei  den  für  uns  in  Betracht  kom- 
menden Gruppen  stets  eine  der  beiden  Zahlen  J^»  ^s;  s&gen  wir  l^^ 
kleiner  oder  gleich  6  ist.  Man  wird  somit  auf  m  «=  3  als  einzigen 
Wert  zurückgeführt  und  hat  an  Stelle  von  (1): 

(2)  ,(x_--±_-)_l-'_'. 

Es  handelt  sich  hiernach  um  die  Frage,  ob  es  möglich  ist,  im 
Netze  der  Kreiäbogendreiecke  mit  den  Winkeln  7-,  t">  T"   ^^^  Anzahl 

von  ft  Dreiecken  m  finden,  welche  ein  grösseres,  mit  einem  rechten  Winkel 
ausgestattetes  Dreieck  gerade  vollständig  ausfüllen*).  Dabei  werden  wir 
uns  wegeh  des  grösseren  Dreiecks  auf  die  oft  genannten  zwanzig  Com- 
binationen  l^^l^  zu  beschränken  haben« 

Wir  werden  bereits  alle  hier  möglichen  Fälle  kennen  lernen,  wenn 

wir  Ai  =  2  setzen.    Ist  nämlich  das  Dreieck  der  Winkel  7-;  7-,  t- 

zwar  nicht  rechtwinklig,  aber  gleichschenklig,  so  liefert  die  ELälftung 
desselben  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  auf  welche  wir  dann  zunächst 
zurückgreifen.  Unter  allen  ungleichschenkligen  Dreiecken  ohne  rechten 

Winkel  ist  aber  dasjenige  der  Winkel  y»  t?  T  ^*®  kleinste;  es  hat 

18 

den  Inhalt  ^,     Da  nun  ft  mindestens  gleich  2  sein  soll,    so  würde 

gelten 

1         1         1.^18  ,,  1^1,1 

was  gegen  die  Ungleichung  {2^6  Verstössen  würde.  Wir  dürfen 
somit  Aj  «»  2  nehmen  und  haben  an  Stelle  von  (2)  die  Gleichung: 

(3)  ^(|_-^._^)==i._^_^. 

Man  bemerke  nun  weiter,  dass  ft  mindestens  =  3  zu  nehmen  ist. 
Es  lassen  sich  zwar,  wenn  wenigstens  eine  der  Zahlen  A,,  A3  gerade 

ist,  bereits  zwei  Dreiecke  der  Winkel  -r-,  -,-,  -r-  zu  einem  Dreiecke  zu- 

sammenlegen,  dessen  Winkel  aliquote  Teile  von  %  sind.  Indessen 
würde  dies  Dreieck  gleichschenklig  sein:  und  man  überzeuge  sich,  dass 
bei  den  für  uns  gültigen  Combinationen  niemals  ^2  =  ^  auftritt  Jede 
andere  Combination  zweier  Dreiecke  liefert  aber  ein  Ereisbogenviereck. 
Ist  nun  A2  >  4  und  A3  >  A^,  so  ist  der  Inhalt  des  kleineren  Drei- 

*)  Dieses  Problem  ist  unter  noch  allgemeineren  Voraussetzungen  von  Gonrsat 
bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Transformation  der  hypergeometrischen  Func- 
tionen bebandelt;  siebe  z.  B.  dessen  Abhandlung  ^ßur  les  inUgrdUs  raiioneUea  de 
ViquiUion  de  Kummer",  Math.  \ÄJiDalen  Bd.  24  (1884). 
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8 


ecks  ^7^;  man  schliesst  hieraus  wegen  fi  ^  3: 


16 


ji^ _L  —  i.  •>  A 

2  /,  ?8  ^  6 


und  also 


was  indessen  der  Ungleichung  2^  ^  6  widerstreitet    Ist  weiter  A,  =  4 
und  Ag  >  7;  so  findet  man  entsprechend: 
1         1 


JL^l 

2  J,  /3  ^  8 


und  also 


was  gleichfalls  unmöglich  ist.  Nehmen  wir  A,  <=>  4  und  A,  =  7,  so 
bemerke  man,  dass  l^  und  2,  doch  wieder  Teiler  dieser  Zahlen  dar- 
stellen müssen,  so  dass  wir  hier  einzig  auf  J,  *=="  4  und  Z,  «»  7,  d.  i. 
auf  ft  B»  1  zurückkommen.  Genau  so  liegt  es  bei  der  Combination 
A,  =»  4,  A3  B»  5,  während  die  Combination  A,  «=  4,  A3  «»  6  als  zum 
rationalen  Körper  Sl  gehörig  ausser  Betracht  bleibt. 

Zufolge  dieser  Überlegung  ist  A,  =  3  zu  setzen,  und  wir  schreiben 
dann  A3  =  A.  Unter  diesen  Umständen  darf  2,  nicht  auch  noch  gleich 
3  sein;   denn  jetzt  wäre  Z3  Teiler  von  A  und  damit  das  Dreieck  der 

Winkel  y»  y>  t  nicht  grösser  als  dasjenige  der  Winkel  y;  y>  y* 

Man  hat  also  nach  einander  2,  <»  4  und  l^^  6  zm  setzen  und  findet, 
indem  man  noch  {3  ■»  2  schreibt,  die  beiden  Ansätze: 

W        '*(|-t)  =  t-T'     '*(]--t)='|-T' 

wobei  A  im  ersten  Fall  ein  Multiplum  von  4,  im  zweiten  ein  solches 
von  6  sein  muss.    Überdies  muss  auch  Z  in  A  aufgehen, 
und   wir  schreiben  dieserhalb  A  =  It 

Da  ft  ^  3  ist,   so   folgt  aus  der  ersten  Gleichung 
(4)  durch  Multiplication  mit  A  die  Ungleichung: 

(l)-^^(4-)-3        d.i.        (^)  +  ^^3. 

Nun  ist  A  durch  4  teilbar  und  A>7,  ^^1;  es  folgt 
also  als  einzige  Möglichkeit  A  =  8,  ^  =  1.  In  der  That 
überzeugt  ein  Blick  auf  die  hier  beigefügte  Figur  190 
davon,  dass  sich  wirklich  aus  drei  Dreiecken  der  Winkel 

Dreieck    der    Winkel    y;  Ti  y    ^^f" 

Fig.  190. 


ein 


n       n       n 

bauen  lässt. 

Bei  der  zweiten  Gleichung  (4)  folgern  wir  entsprechend: 

(t)-<^(t)-3,       di-       (})  +  ^^3. 
Da  nun  hier  A  durch  6  teilbar  ist  und  die  Bedingungen  A  >  7,  ^  ^  1 
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bestehen  bleiben,  so  ist  ^«»12,  t  ^^  1  die  einzige  Lösung,  welche  in 
der  That  brauchbar  ist.  — 

Nach  diesen  Ergebnissen  bleiben  zur  näheren  Untersuchung  nur 
die  beiden  Fälle  (0,  3;  2,  4,  8)  und  (0,  3;  2,  6,  12).  In  allen  übrigen 
Fällen  besteht  das  System  der  Symmetriekreise  der  quadrimodtdaren 
Gruppen  [p,  q,  r]  einzig  aus  denjenigen  Kreisen,  welche  das  eugehörige 
Dreiecksnetz  (0,  3;  2,  l^,  l^)  liefern.  Nur  in  den  beiden  genannten 
Fällen  ist  es  möglich,  dass  die  Symmetriekreise  der  quadrimodularen 
Gruppen  nicht  die  Dreiecksnetze  (0,  3;  2,  4,  8)  und  (0,  3;  2,  6,  12), 
sondern  die  Netze  (0,  3;  2,  3,  8)  und  (0,  3;  2,  3,  12)  liefern. 

Würde  dies  nun  wirklich  zutreffen,  so  würden  die  zu  den  Winkeln 

—  bez.  Y  der  Ausgangsdreiecke  (0,  3;  2,  4,  8)  und  (0,  3;  2,  6,  12) 
gehörenden  elliptischen  Erzeugenden: 

1/2  -  Vy^,      —  y2  +  1/2 


(5) 


y2 + 1/2,      1/2 + Vy^ 


)• 


(6)  rys-Vi+Vs,  -VV+ys\ 

Vyi  +  1/3 ,  }/3  +  Vi  +  1/3  / 

Quadrate  gewisser  zwei  in  den  correspondierenden  quadrimodularen 
Gruppen  [p,  q,  r]  wirklich  vorkommender  Substitutionen  sein.  Die 
Gestalten  dieser  letzteren  Substitutionen  würden  sich  aus  (5)  und  (6) 
bestimmen  zu: 


/y2+>/2-"K- 1+1/2,      -l\ 
\      1,     V2  +  y2+V-  1+^2/ 

fV¥+y^ — V-  1  +  >/3 ,    - l\ 

\     1.     1^2  4-^3  4-}^— 1  +  1/3/ 


Aber  man  zeigt  unter  Rückgang  auf  (1)  pg.  586,  dass  die  erste  dieser 
Substitutionen  bei  Tripel  [y^,  2  +  V^2 ,  2]  nicht  auftreten  kann,  und 

die  zweite  nicht  beim  Tripel  [l  +1/3,2  +  >/3 ,  3]. 

Hiermit  haben  wir  endgültig  das  Resultat  gewonnen,  dass  bei 
allen  ewanzig  arithmetisch  erklärten  Gruppen  [p,  q,  r]  das  System  der 
Symmetriekreise  gerade  genau  das  correspondierende  Dreiecknete  liefert, 
darüber  hinaus  also  weitere  Symmetriekreise  nicht  aufujeist 

Es  wird  somit  auch  jede  Operation  der  Gruppe  [p,  g,  r]  das 
Dreiec'ksnetz  in  sich  transformieren;  und  von  hieraus  erkennen  wir 
ohne  Mühe  vermöge  einer  oft  ausgeübten  Schlussweise,  dass  das  ein- 
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seine  Dreieck  ein  Discontänuitätsbereicli  der  Grappe  [p,  q,  r]  ist*). 
In  allen  moantig  FÖUen  heäsen  wir  hiemach  die  Baupikreisgruppe  (0,  3) 
als  guadrimodidare  Qrvppe  [p,  q,  r]  arithmetisch  vollständig  erkannt.  — 
Wie  man  gesehen  hat,  ist  es  fQr  die  aritlimebiBche  ünterBachimg 
der  HauptkreiflgTDppen  (0 ,  3)  dnrcbaus  wesentlicfa ,  an  die  qaadri- 
modal&ren  Gruppen  des  g  2  (pg.  589)  anzuknöpfen.  Die  Aufstellung 
der  unimodularen  Untergruppen  ist  in  den  meisten  Fällen  uor  durch 
umständliche  Rechnungen  zu  erreichen.  Zu  einem  besonders  eleganten 
Ergebnis  gelangt  man  in  dieser  Hinsicht  bei  der  Gruppe  (0,  3;  2,  3,  7). 
Die  durch  ^  =  —  f  erweiterte  unimodidare  Oruppe  ist  hier  in  der  G«- 
samtgruppe  eine  Untergruppe  des  Index  63,  und  ste  besilxt  als  Dtseon- 
tmuiiätsbereieh  ein  reguläres  recMwinkl^es  ^■ei^>ogensi^)eneek.  In  der 
Tbat  zeigt  die  nebenstehende 
Figur  191  nnmittelbu',  dass 
sich  63  Rreisbogendreiecke 
der  Winkel  „,  -, 
einem  regulären  rechtwink- 
ligen EreisbogeDsiebeneck  zu- 
sammenftlgeD  lassen.  Über 
die  näheren  Ausführungen 
dieses  Gegenenstandes ,  so- 
wie über  die  aus  Figur  191 
hervorgehende  Commensora- 
bilität  der  Gruppen  (0,  3; 
2,  3,  7)  und  (0,  3;  2,  4,  7) 
sehe  man  die  schon  gel^ent- 
lich  genannte  Abhandlung 
des  Verl  „Über  den  ariÖt- 

metischen  Charakter  der  eu  den  Verzumgungen  (2,  3,  7)  und  ( 
gehörenden  Dreiecksfunction&i"**). 


,4,7) 


§  10.    Aiuats  der  zu  behandelnden  Hauptkreisgrappen  dea 
Ghazakten  (l,  l). 

An  zweiter  Stelle   sollte  untersucht  werden,  inwieweit  vir  mit 
1   Ansätzen   vom    Anfang   des   vorliegenden    Kapitels    Orttppen   der 


*}  Bei  der  DarcbfQhniag  dieeer  Überlegung  kommt  übrigeua  tor  Oeltong, 
I  wir  nur  mit  nngleichseiligeii  Dreiecken  va  thiui  habeo. 
*•>  MoÜiem.  Annalen  Bd.  4t,  pg.  US  (1S9S). 
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Gattung  (1,  1)  arithmetisch  zu  erklären  vermögen.  Eine  Reihe  von 
beschränkenden  Angaben  über  die  hier  zur  Geltung  kommenden  Gruppen 
(1;  1)  seien  hier  gleich  anfangs  aufgezählt. 

Die  einzelne  Gruppe  [p,  g,  r]  hat  die  reelle  Axe  und  den  Kreis 
des  Radius  1  um  £; «»  0  zu  Symmetriekreisen.  Die  zu  g  =  t  gehörende 

elliptische  Substitution  (      /  a\)  ^^^^  demnach  die  Gruppe  (1,  1)  in 

sich  transformieren.  Nach  der  allgemeinen  Theorie  (pg.  354  ff.)  ge- 
stattet jede  Gruppe  (1,  1)  Transformationen  in  sich  durch  elliptische 
Substitutionen  der  Periode  2.  Einen  einzelnen  zugehörigen  Fixpunkt 
kann  man  dann  zum  Centrum  eines  kanonischen  Vierecks  der  Gruppe 
machen;  in  Figur  126  pg.  355  ist  Cq  ein  derartiger  Fixpunki 

Indem  wir  diese  Figur  gleich  noch  weiter  heranziehen,  nehmen 
wir  an,  dass  die  beiden  Mittellinien  e^  und  e^  Symmetrielinien  des 
Vierecks  seien,  die  wir  alsdann  mit  der  imaginären  Axe  und  dem 
Einheitskreise  indentificieren.  Auf  diese  Weise  werden  wir  das  ge- 
samte kanonische  Viereck  (1,  1)   aus   vier  abwechselnd  symmetrischen 

^^^  mm  mg^  mf  mm 

und  congruenten  Kreishogenvierecken  der  Winkel  — ,  -r-,  — ,  ~  zusam- 

mensetzen,  vorausgesetzt,   dass  (1,  1;  t)  die  Signatur  der  vorgelegten 

Gruppe  (1,  1)  ist.  In 
Figur  192  ist  das  ka- 
nonische Viereck  (1, 1), 
welches  wir  solcher 
Weise  zu  Grunde  legen, 
schematisch  gezeichnet; 
und  es  ist  zugleich  die 
Bedeutung  der  beiden 
Erzengenden  V^  und  Fg 
durch  Pfeile  charak- 
terisiert. 

Fig.  102.  Die  Gruppen  [p,  g,  r] 

sind  auf  der  reellen 
Axe  nur  uneigentlich  discontinuierlich;  und  sie  haben,  falls  wir  den 
rationalen  Körper  £1  wieder  bei  Seite  lassen,  auch  keine  parabolische 
Substitutionen.  Es  ist  alsdann  l  eine  endliche  ganze  rationale  Zahl 
>  1.  Bei  gegebenem  l  haben  wir  aber  noch  od^  Gruppen  (1,  1),  wie 
man  mit  Hilfe  von  Figur  192  leicht  feststellt.  Dem  entspricht  es, 
dass  im  Ausdruck  der  Erzeugenden  ein  continuierlicher  Parameter  x 
enthalten  ist;  man  findet  in  der  That  leicht: 
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Vic*  +  4  +  IC 
2  ' 

(1)  V, 

0, 


(2)    r, 


4  cos*  1^^ ■  jr-« ,  2co8fj.x-^ 

2cos|^.jr-i         ,    1/1  +  4  cos«  Jj  -  x-» 

wo  X  als  reelle  positive  Zahl  willkürlich  zu  wählen  ist. 

Haben  wir  nun  bei  den  Gruppen  (0,  3)  von  den  quadrimodularen 
erweiterten  Gruppen  Gebrauch  gemacht;  so  soll  gegenwartig  die  erste 
in  §  2  (pg.  588)  besprochene  Methode  der  Gruppenerweiterung  zur 
Geltung  kommen.  Es  sollen  demnach  die  Substitutionscoefficienten 
bereits  bei  unimodularer  Schreibweise  durchaus  ganzzahlig  sein.  Dies 
wird  bei  V^  stets  und  nur  dann  zutreffen,  wenn  x  als  ganze  alge- 
braische Zahl  gewählt  wird;  dann  nämlich  ist  sowohl  (a  -{'  ^)  ^^^  ^^ 
ganzzahlig;  und  also  gilt  dasselbe  von  a  und  d  einzeln.  Die  Sub- 
stitution   F2   erfordert    weiter ,    dass   x    als   Teiler    der   ganzen   Zahl 

2  cos  si  gewählt  wird:    Damit  sich  die  Gruppe  (1,  1;  Z)  cfer  ersten  in 

§  2  besprochenen  Qruppenerweiterung  unterordnet,  ist  hinreichend  und  not- 

wendig,  dass  x  als  eine  in  2  cos  01  aufgehende  ganze  algebraische  Zahl 

gewählt  wird. 

Hatten  wir  weiter  bei  den  Gruppen  (0;  3)  allgemein  Ereistei- 
lungskorper  Sl  zu  Grunde  gelegt ,  so  wollen  wir  hier  ausschliesslich 
quadratische  Körper  £1  zulassen,  weil  mit  den  letzteren  besonders  ein- 
fach zu  operieren  ist.    Nun  ist  die  Summe  (a  -j"  ^)}  berechnet  für  die 

Substitution  yiV^^i^^V^^^  gleich  2cosr^'     Setzt   man  somit  diese 

Substitution  in  der  Gestalt  (1)  pg.  588  an,   wo  sie  den  Haupttypus 

haben  wird,  so  findet  man: 

o         «        2a 
2  cos  —.  =  —  • 

2{  V 

Die  Zahl  v^  ist  nach  pg.  589  in  Sl  enthalten;  es  wird  demnach  auch: 

(2  cos  1^)   =  e  '   +  e     '4-2      und  also      \e'   +e     '  ) 

Lösung  einer  ganzzahligen  Gleichung  ersten  oder  zweiten  Grades  sein. 
Der  eben  genannte  Zahlwert  genügt  aber  allgemein  einer  im  rationalen 

Körper  irreducibelen  Gleichung  des  Grades  —  9(2i),   unter  9  (2 2)  die 
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Anzahl  aller  modulo  21  incongruenten  and  gegen  21  primen  Zahlen 
verstanden.  Es  entspringt  hiemach  der  folgende  Satz:  Damit  Sl  ein 
quadratischer  Körper  wird,  hcU  tnan  l  auf  die  fünf  Zahlwerte  einzu- 
sdiränken: 

(3)  i  =  2,  3,  4,  5,  6. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  Z  =  2  und  Z  =  3  ist  (2  cos  ^)  ra- 
tional, so  dass  die  Auswahl  des  quadratischen  Körpers  Sl  hier  zunächst 
willkürlich  bleibt.    Bei  2  «=  4,  5  und  6  liegen  aber  drei  ganz  bestimmte 

quadratische  Körper  vor,  welche  eben  durch  (2  cos  ^j  festgelegt  wer- 
den.   Es  sind  dies  bez.  die  Korper  mit  den  Basen: 

[1,  1/2],        [l,   '-+/-^],       [1,  V3]. 
Mit  der  Behandlung  dieser  letzteren  Fälle  soll  hier  begonnen  werden. 

§  11.   Die  Gruppen  (1,  1;  l)  mit  quadratisohen  Körpern  Sl 

für  Z  =  4,  5,  6. 

Für  die  drei  hier  zunächst  zur  Discussion  gestellten  Werte  l  gelten 
folgende  Gleichungen: 

=  l/2(l+}/2)     für     1  =  4, 


(1)       (2  cos  ^y 


=  >/5.-V+/^        „      ,  =  5, 


2 

1=2  +  1/3  „      i  =  6. 

Die  Zahl  x^  ist  in  H  enthalten  und  stellt  einen  Teiler  von  (2  cos  ^j    dar. 

Für  Z  =  4  ist  nun  l/2  eine  Primzahl  und  (l  +  ]/2)  eine  Einheit 

des  Körpers  [l,  |/2].     Demnach  wird  x^  entweder  selbst  eine  Einheit 

darstellen  oder  mit  }/2  associiert  sein.    Die  Einheiten  dieses  Körpers 

sind  aber  einfach  die  Potenzen  von  (l  -|-  ]/2)  mit  ganzzahligen  posi- 
tiven oder  negativen  Exponenten;  man  bat  also  den  nachfolgenden 
Ansatz: 

(2)  x«  =  (l  +  y2y      oder       x«  =  1/2  (l  +  V2)\ 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man  für  i  «=  5  die  Werte: 

(3)  .^  =  C+/7       oder       X»  =  >/5  (L±J^i)', 

sowie  endlich  für  Z  =  6: 

(4)  X*  =  (2  +  1/3)'. 
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Sollen  sich  nun  die  unter  (1)  und  (2)  pg.  623  gegebenen  Sub- 
stitutionen Vi,  V^  dem  Ansatz  (1)  pg.  588  unterordnen,  so  müssen 
die  beiden  Gleichungen  gelten: 

(6)  x*(x«  +  4)=|>r.s% 

(6)  4  cos^  ^  •  x~*  (l  +  4  cos*  ^  •  jf"*  j  =  l>2^^ 

wo  s  und  t  Zahlen  aus  Sl  sind.  Die  Bedingungen  der  eigentlichen 
Discontinuität  (pg.  598)  erfordern ,  dass  die  zu  diesen  beiden  Zahlen 
(5)  und  (6)  conjugierten  Zahlen  negative  Werte  haben*).  Von  hier- 
aus werden  wir  im  Stande  sein,  die  zulässigen  Exponenten  v  in  (2), 
(3)  und  (4)  in  Erfahrung  zu  bringen. 

Um  dies  zunächst  im  Falle  Z  =  4  und  für  x*  =  (l  +  V^Y  ^^^' 
zuführen,  so  gilt  hier: 

l,rs*  =  (1  +  1/2)*' +  4  (1+1/2)', 

pqt'  =  1^  (- 1  +  y2y-'  +  2  (-  1  + 1/2)*'-'. 

Die  Forderung,  dass  die  zu  diesen  Zahlen  conjugierten  Zahlen  negativ 
sein  sollen,  liefert  die  Ungleichungen: 

(1  «1/2)^^+4(1 -l/2)^<0, 

_,l/2  (- 1  -]/2y-^+ 2  (- 1 -}/2)*''-'<0. 

Zufolge  der  ersten  Bedingung  ist  v  eine  ungerade  Zahl;  benutzen  wir 
dies,  so  ziehen  sich  die  beiden  Ungleichungen  nach  kurzer  Zwischen- 
rechnung zusammen  auf: 

|<(l+l/2)'<l  +  ^'_. 

Die  einzige  ungerade  Zahl,  welche  dem  genügt,  ist  v  =  —  1;  ihr  ent- 
spricht folgendes  System  von  Erzeugenden: 


(7) 


l/a  +  y/ä  +  }/-  1  +  V2^  Q 

0 ,  lI±  V2  -  y- 1  +  t/2 


(1  +  1/2)  VS  -  V2,    (1  +  1/2)  V-I+I/2Y2  +  I/2 

r  o  — ^    I  . _ 

(1 +1/2)]/— 1-f  1/2V2+1/2,  (i+y2)V3—y2 

Setzt  man  den  zweiten  unter  (2)  gegebenen  Wert  für  x*  in  (5) 
und  (6)  ein  und  fordert  wieder,  dass  die  zu  prs^  und  pqt^  conjugierten 

*)  Man  bemerke,  dass  die  Bedingung  I  pg.  598  hier  stets  ohne  weiteres   er- 
füllt ist. 

Frickc-Klein,  Automorphe  Functionen.    L  40 
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Zahlen  negativ  sein  sollen,  so  entspringen  die  Ungleichungen: 

(1  — 1/2)* '-  2  Y2  (1  -  y2y  <  0, 

(_  1  _  y2y-'  +  (- 1  -  >^)*'-*  <  0. 

Zufolge  der  ersten  dieser  Ungleichungen  ist  notwendig  v  gerade^  und 
man  findet  daraufhin  durch  leichte  Weiterentwicklung: 


^<(i+K27<i+i^- 

Die  einzige  gerade  Zahl,  welche  dieser  Bedingung  genügt^  ist  v 
ihr  entspricht  das  Erzeugendensystem: 


0; 


(8) 


r. 


yi  +  2]/i  +  i 


0, 


vW, 


0 


l^l  +  2  V2  —  1 


W^ 


F,= 


a 


Vi  +  v~2  •  VY2,     (1  +  j/2)  V—  1  +yi 
(1  +  v^  V—  1  +  y2,    Vi+y2  •  Vy^ 


Eine  ganz  analoge  Überlegung  gilt  im  Falle  2  <=  5,  und  man 
findet,  dass  hier  nur  die  beiden  folgenden  Werte  von  x*  mit  den  Be- 
dingungen der  eigentlichen  Discontinuitat  verträglich  sind: 

Der  erste  Wert  liefert  die  folgenden  Gruppenerzeugenden: 


(9) 


Fl 


y. 


^^^  +  1/=^),      0 


2 


()/7_+y5 


1+1/5 


8  +  ]/6       1  +  Vö 


VyE 


'V^VW,  ^^ 


wahrend  wir  dem  Werte  x*  =  ]/5  entsprechend  finden: 
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yz+Yb  +  Yvl 


(10) 


r^ 


0, 


0 

y^  +  YE  —  YVb 


1  +  V6  1/1  +  1/5 


V, 


t 


Endlich  bemerke  man,  dass  für  2  =  6  die  mit  x^  conjagierte  Zahl 
stets  positiv  ist;  dasselbe  gilt  demnach  auch  stets  für  die  mit  ^r^ 
conjugierte  Zahl,  so  dass  sich  hier  kein  einziges  die  Bedingungen  der 
eigentlichen  Discontinuität  befriedigendes  y?  finden  lässt.  — 

Wir  haben  nunmehr  für  jedes  der  vier  Paare  F^,  Y^  das  Tripel 
j>,  g,  r  zu  bestimmen,  welches  geeignet  ist,  die  zugehörige  Gruppe 
arithmetisch  zu  erklären.  Die  Substitution  F|  liefert  dabei  jedesmal 
den  Zahlwert  j>r  nämlich  als  die  von  quadratischen  Teilern  befreite 
Zahl  x*(x*  +  4),  und  aus  V^  leiten  wir  entsprechend  |)g  ab.  Man 
wird  dann  jp  mit  dem  grössten  gemeinsamen  Teiler  von  j>r  und  j>$ 
associiert  wählen,  und  damit  sind  die  beiden  anderen  Factoren  g,  r 
stets  eindeutig  bestimmt. 

So  findet  man  z.  B.  von  dem  unter  (7)  gegebenen  Substitutionen- 
paar aus: 

(3  +  }/2 )  (- 1  +  1/2)  =  |)r, 

(3  _  |/2)  (-  1  +  >/2)  (2  + 1/2)  -  M- 

Die  beiden  Zahlen  (3  +  )/2)  sind  die  beiden  verschiedenen  Prim- 
teiler  von   7;    hier  ist  also  |)  als  Einheit  zu  wählen,  und  wir  setzen 

|)  =  —  1  -|-  }/2,  worauf  sich  insgesamt  ergiebt: 

i)=-- 1+1/2,    3  =  1/2(1  +  21/2),    r  =  3+>^. 
Unter  diesen  Umstanden  haben  F^  und  F,  die  folgenden  Typen: 

(Fl)        (1,    1,    3+1/^, 

(F,)      (1,  ^-^ß,  1). 

Hierbei  ist  im  zweiten  Falle  bei  g  die  Zerlegung  (3  —  Y^)  (2  +  ^2) 
vollzogen,  welche  sich  dem  beschränkteren  in  §  1  pg.  586  getroffenen 
Ansätze  nicht  unterordnet     Indessen  bemerke   man,  dass   im  Körper 

[1,  ]/2]  die  Anzahl  der  Idealclassen  gleich  1  ist,   und  dass  demnach 

hier  jede  mögliche  Zerlegung  jPift;  2i22>  ^i^s  zugelassen  werden  kann. 

Bei  den  übrigen  drei  Substitutionenpaaren  Fj,  F,  wird  man  ent- 

40* 
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sprechende  Betrachtungen  leicht  ausfuhren.  Man  gewinnt  so  das  Er- 
gebnis: Unter  den  Gruppen  der  drei  Siffnaturen  (1,  I5  4),  (1,  1;  5), 
(1,  1;  6)  finden  sich  im  ganzen  nur  vier  Fälle^  bei  denen  toir  unter  Ge- 
brauch des  in  Figur  192  pg.  622  angegebenen  Ausgangsvierecks  m  Gruppen 
[P)  Qi  **]  unserer  Art  mit  ganzen  algebraischm  Coeffidenten  geführt  werden  ; 
es  handelt  sich  hierbei  um  folgende  nach  der  ersten  Methode  des  §  2 
(pg.  588)  erumterte  Gruppen: 

1)  [-1  +  1/2,    1/2(1 +  2)/2),     3+1/2], 

2)  [1,     /2,     1  +  21/2], 

3)  [1,     V^.    =^^-^, 

4)  [1,     '-+^,    1/5(4+1/5)]. 

In  allen  vier  Fällen  ist  bisher  nur  erst  gezeigt  worden,  dass  die 
als  eigentlich  discontinuierlich  erkannte  Gruppe  [p,  g,  r]  die  zugehörige 
Gruppe  (1,  1;  l)  als  Untergruppe  von  endlichem  Index  enthält.  In- 
dessen hat  die  Weiterführung  der  Untersuchung  nach  der  in  §  9 
(pg.  617  fif.)  befolgten  Methode  keinerlei  Schwierigkeii  Man  findet,  dass 
die  arithmetisch  definierte  Gruppe  [p,  q,  r]  in  der  That  stets  diejenige  Gruppe 
der  Signatur  (0, 4;  2,  2,  2,  21)  ist,  u?elche  aus  der  Gruppe  (1,  1;  Z)  durch 

Zusatz  von  l'       ^j  entspringt,  und  in  welcher  die  Gruppe  (1,  1;  l) 

eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist. 

§  12.    Die  Gruppen  (1,  1;  2)  und  (1,  1;  3)  mit  quadraüsohen 

Zahlkörpem  H. 

Die  Behandlung  der  Gruppen  der  beiden  noch  übrig  bleibenden 
Signaturen  (1,  1;  2)  und  (1,  1;  3)  ist  insofern  etwas  umständlicher, 
als  hier  zunächst  der  zu  Grunde  zu  legende  Körper  £1  näher  zu  be- 
stimmen ist.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  vor  allen  die  Bedingungen  der 
eigentlichen  Discontinuität  (pg.  598)  heranzuziehen,  von  denen  die 
erste  bei  einem  reellen  quadratischen  Körper  Sl  natürlich  stets  von 
selbst  erfüllt  ist.  Die  Verwertung  der  beiden  Bedingungen  II  und  III 
geschieht  in  folgender  Art. 

Erstlich  bei  der  Signatur  (1,  1;  2)  gilt  für  F^  und  F, 


V>»  +  4  +  x        ^  


0, 


\V2x-^,   vT 


y«'  +  *  - » /         \V2x-^,  ]/r+ 2 
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Hier  ist  somit  x^  aus  dem  zu  bestimmenden  Korper  £1  als  positiver 
Teiler  von  2  auszuwählen,  d.  h.  entweder  cUs  eine  Einheit  oder  als  eine 
ganze  Zahl  mit  der  Norm  37^  =  +  2  oder  als  das  Doppelte  einer  Ein- 
heit Nennen  wir  nun  die  mit  x*  conjugierte  Zahl  x*,  so  erfordern 
die  genannten  Bedingungen  II  und  III,  dass  die  Ungleichungen  be- 
stehen: 

(1)  x»(i»  +  4)<0,     -_\(l  +  ^)<0. 

Die  erste  dieser  Ungleichungen  zeigt,  dass  ic*  negativ  sein  muss.  Für 
die  Norm  N  von  x*  sind  demnach  nur  folgende  Werte  zulässig: 

(2)  N^x^x^  =  —  1     oder     —  2     oder     —  4. 

Überdies  vereinfachen  sich  wegen  j?  <  0  die  Bedingungen  (1)  wesent- 
lich; man  ersetzt  sie  ohne  Mühe  durch: 

(3)  2  <  -  X«  <  4. 

Multipliciert  man  2  <  —  x*  mit  x*,  so  folgt  x*  <  —  -  .  Vereinigt 
man  dies  mit  —  x*  <  4,  so  folgt: 

(4)  x«_5?<4_^. 

Jetzt  führen  wir  den  Zahlkorper  H  explicite  ein  und  schreiben, 
unter  D  eine  positive  rationale  ganze  Zahl  ohne  quadratischen  Teiler 
verstanden : 

X«  =  a  +  6  yi)    für    D  =  2    oder     3  (mod.  4), 

^2^±+hVR      för    D=l  (mod.4), 

wo  a  und  b  gleichfalls  rationale  ganze  Zahlen  sind,  die  für  ^=  —  4 
gerade  sind. 

Da  a*  —  2)6^  <0  ist,   so  ist  bYD  absolut  grösser  als  a;    und 

also  folgert  man  aus  a  +  6  YD  >  0,  dass  6  >  0  ist.  Nun  liefert  die 
Ungleichung  (4)  folgende  Bedingungen: 

6l/i)<2  — ^    für     D  =  2     oder     3  (mod.  4), 
(5) 

6yi)<4-~    für    2)  =  l(mod.  4). 

Da  b  mindestens  gleich  1,  für  N  <=*  —  4  aber  mindestens  gleich  2 
ist,  so  hat  man  hiermit  in  jedem  Falle  obere  Grenzen  für  die  zu- 
lässigen Werte  D  gewonnen.  Die  nähere  Discussion  liefert  folgende 
Zahlen  D: 


630    in.  Arithmeiische  Bildungsgesetze  eigentlich  discontiDuierlicher  {-Gruppen. 

(JV=  _  1),    D  =  2,  3,  5,  13,  17, 

{N=  —  2),    D  =  2,  3,  5,    6,  13,  17,  21, 

(N 4),    2)  =  2,  5. 

Einige  dieser  Werte  D  sind  aber  noch  auszuschalten.  Aus 
o*  —  2)6*  «a  3r  bez.  437^  folgt,  dass  N  bez.  4^  quadratischer  Rest 
von  D  ist.     Dieser  Forderung   widerstreiten  folgende  Werte  von  D: 

för  N=  —  1    allein  2)  —  3,   für   JVr^ 2  jedoch  2)  =  5,  18,  21. 

Weiter  bemerke  man,  dass  für  JV«=  —  1  und  2)  =  17  die  Gleichung 
o*  —  176*  -=  —  4  noch  nicht  für  6=1,  sondern  erst  mit  6  =  2  zu 
befriedigen  ist.  Dann  aber  gilt  die  hier  zu  fordernde  zweite  Un- 
gleichung (5)  nicht  mehr,  so  dass  2)  «=  17  bei  JV=  —  1  unbrauchbar 
ist.     Wir  sind  demnach  auf  folgende   Werte  von  D  angewiesen: 

{N=^l),    2)  =  2,  5,  13, 
(iV=  — 2),    2)  =  2,  3,  6,  17, 
(iV  =  -  4),    2)  =  2,  5.  - 

Die  Weiterführung  der  Untersuchung  hat  nun  nach  der  bereits 
im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Methode  zu  geschehen. 

Um  dies  für  JT«  —  1  etwas  weiter  auszuführen,  so  hat  man  in 
jedem  der  drei  Fälle  2)  =»  2,  5,  13  die  Zahl  x*  als  Einheit  von  der 
Norm  —  1  zu  wählen.     Es  ist  also  anzusetzen: 

x«  =  (-l+K2T,    x*=(=li±i^y,    ..  =  (zil±i^', 

wo  V  auf  die  ungeraden  ganzen  rationalen  Zahlen  eingeschränkt  bleibt 
Zur  näheren  Bestimmung  von  v  haben  wir  die  Ungleichung  (3)  an- 
zusetzen, welche  folgende  ezpliciten  Gestalten  annimmt: 

2<(l+V^'<4, 

2<(iiiai)-<4. 

Man  beweist  sofort,  dass  im  ersten  und  dritten  Falle  allein  1/  «=  1, 
im  zweiten  Falle  überhaupt  keine  ungerade  Zahl  v  brauchbar  ist.  Wir 
finden  demnach  hier  nur  zwei  Gruppen;  die  Erzeugenden  der  ersten 
sind: 
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F,= 


(6) 


0, 


0 

Ys  +  yi -  Y-i+y^  J ' 

2 


i+y2,  (2 ■}- Y2) V-Y+V2 


-Y2)y-i  +  y2\ 

iTW,  1+1/2/ 


r.-( 

V(2  +  V^2)  1^- 
als  Erzeugende  der  zweiten  Gruppe  findet  man: 

y  (l/lJii^  4-  t/-  8  +  i7l3\ 


(7) 


0 


F.= 


0,         ±(j/^J_]^_l/:zidL/-)r 


1+  >^?^  I/Lz 


VIS 


,y2 


r 


3  +  yis  1/—  3  +  yis 


2 


^-     3  +  yi3  T/-  3  +  Vi3       3  +  yT3  t/5  -  1/13 

In  derselben  Weise  setzt  man  die  Untersuchung  fort  und  findet 
auch  bei  N  =  —  2  nur  zwei  Gruppen,  nämlich  eine  mit  2)  =  3  und 
eine  mit  D  ««  17.     Die  Erzeugenden  der  ersten  sind: 


F,= 


M+|1ZE.>^:p^-, 


0 


(8) 


0 


VVz-V2-yt  yj-j- 


V3 


(2  +  )/3)  K2  -  >^,  vT+ys 

+  Vf,     (2  +  VS)  y2  - 1/3 
diejenigen  der  zweiten  Gruppe  findet  man  als: 


(9) 


Vi- 


y*.  +  ]/i7  +  1   -1 /-  ä  +  Vn 

2  ■  "  2  ' 


0 


0, 


^A  +  vi7  —  1  -iZ—i  +  yii 

2  '  2 


F,  = 


2 


Endlich  liefert  der  Fall  N^^  —  4  nur  noch  eine  einzige  Gruppe, 
nämlich  bei  2) «»  5;  die  Erzeugenden  derselben  sind: 
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(10) 


^1  = 


;,Cv^+l/-^-f^^  0 


2        '  2  ^^  2 


1  +  yö  iZ-i+vö 

2  '^  2 


1  +  V5 
2 


Auch  bei  der  Untersuchung  der  Gruppen  der  Signatur  (1,  1;  3) 
führen  Überlegungen  derselben  Art  zum  Ziele.  Wir  schränken  zu- 
vörderst auf  Grund  der  Bedingungen  der  eigentlichen  Discontinuität 
die  zulässigen  Werte  D  auf  eine  gewisse  endliche  Anzahl  ein  und 
discutieren  sodann  die  im  einzelnen  Falle  brauchbaren  Zahlen  x^. 
Es  zeigt  sich,  dass  hier  überhaupt  nur  0wei  Gruppen  existieren,  die 
vermöge  unseres  hier  in  Rede  stehenden  Bildungsgesetzes  arithmetisch 
erklärbar  erscheinen.     Die  erste  Gruppe  hat  die  Erzeugenden: 


(11) 


F.= 


i  (V'-K 


|/13 


+  V~^ 


3  +Vl3 


).      0 


0, 


\  (]/-+  ^^^  -  i/r » + yj^) 


K  = 


8  +  j/13        3  +  yu  j/-3  +  Kl»  y^ 


•> 


V 


V 


3  +  yis  1/—  3  +  vi3  -AT    3  +  yü 


Vi, 


für  die  zweite  findet  man  entsprechend: 


(12) 


+ 


V^ 


V- 


8  +1/21 


). 


0 


0,      k  ^"-^  - 1/=^^ 


6  +  ]/21 


,  t 


5  +  y2i 


% 


8  +1/21 


1/^. 


Es  ist  nun  ein  Leichtes,  jede  der  sieben  damit  gewonneneu 
Gruppen  dem  Ansatz  (1)  pg.  588  unterzuordnen.  Man  liest  aus  Fj 
jedesmal  jpr  und  aus  V^  das  Product  jpg  ab;  vod  hieraus  wählen  wir 
j)y  q^  r  %Qy  dass  keine  dieser  Zahlen  durch  ein  von  einer  Einheit  ver- 
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Bchiedenes  Qaadrat  teilbar  ist,  und  dass  keine  zwei  unter  ihnen  einen 
Teiler  gemein  haben.  Die  so  m  gewinnenden  Tripel  [p,  q,  r\  sind 
die  folgenden: 

1)        [-1  +  1/2,  1,  3  +  y2], 

2)   [^^t-^,  5-^13,  '-±y-^'], 

3)  [2-1/3,  1  +  1/3,  1/3], 

4)  [4  +  1/17,  2,  1], 

6)  [-^fJ^,  3,  ^iViä], 

7)  [=-'-+-^-^,  1,  '*/^]- 

Die  bei  den  einzelnen  Erzeugenden  Fj,  T^  vorliegenden  Zer- 
legungen jP=jPift;  ..,  wird  man  aus  den  Formeln  (6)5^.  leicht  be- 
stimmen. Einige  Male,  nämlich  bei  der  unter  (7)  genannten  Sub- 
stitution V^y  sowie  bei  beiden  Substitutionen  (9)  kommt  es  vor,  dass 
bei  den  Zerlegungen  J  ==  Jift  beide  Factoren  von  1  verschieden  sind. 
Eine  Schwierigkeit  kann  aber  hieraus  nicht  entspringen;  denn  beide 
Male  stellt  q  das  Product  zweier  nicht  associierten  realen  Prim- 
zahlen dar: 

^    6-/13     ^^    ,      ^        3  +  /i7    -8  +  »/l7 
2  =  2 ~—     und     q  = ^ 2         * 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  folgender  Satz  be- 
wiesen: Unier  aUen  Gruppen  der  Famüien  (1,  1;  2)  und  (1,  1;  3) 
gieibt  es  im  ganzen  nur  sieben,  welche  bei  Gebrauch  des  in  Figur  192 
pg.  622  angegebenen  Ausgangsvierecks  und  bei  alleiniger  Zulassung 
quadratischer  Zahlkörper  H  als  Gruppen  [j),  q,  r]  mit  ganzen  alge- 
braischen Coefficienten  arithmetisch  erklärbar  sind.  Die  hierbei  zur 
Geltung  kommenden  Zdhlentripel  sind  soeben  unter  1)  bis  7)  ge- 
nannt; und  man  liest  hieraus  ab,  dass  je  eine  der  freylichen  Gruppen 

von  dm  Zahlkörpern  [l,  ^2] ,    [l,  >/3 ] ,      [l,  ^-+  ^  ,     [l,  -\— ]  , 

1,       2  geliefert  werden,  wahrend  zum  Körper     l,    '^^  -      ztvei 

unserer  Gruppen  gehören. 

Übrigens  würde  hier  wieder  die  Frage  zu  discutieren  sein,  ob  die 
Gruppe  (1,  1;  0  mit  der  Gesamtgruppe  [p,  q,  r]  identisch  ist  oder 
eine   Untergruppe    in    ihr   darstellt     Dabei   treten   dann   wieder   die 
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Überlegungen  von  §  9  (pg.  617fiF.)  in  Kraft.  Man  bemerke  z.  B.,  dass 
das  Kreisbogenviereck  der  Winkel  — - ,    -- ,        ,     - ,    falls    es    die    zur 

Ecke        gehörende  Diagonale  zur  Symmetrielinie  hat,   aus  zwei  Drei- 

ecken  der  Winkel    ^  »  ~Ty    ö"  aufgebaut  werden  kann.     Aber  für  die 

bei  unseren  Gruppen  auftretenden  Vierecke  liegt  die  Symmetrie  be- 
züglich der  fraglichen  Diagonale  nie  vor,  da  V^  und  V^  niemals  gleiche 
Invarianten  haben.  Unsere  Vierecke  sind  also  in  diesem  Sinne  unsym- 
metrisch, und  ein  unsymmetrisches  Viereck  der  Winkel   ^  ,   -  ,    ä  >    i" 

gestattet,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  niemals  eine  regulär-symme- 
trische Unterteilung  in  Polygone,  deren  Winkel  aliquote  Teile  von  n 
sind.  Man  gelangt  durch  Betrachtungen  dieser  Art  zu  dem  Ergebnis, 
dass  die  Gruppe  [jp,  q,  r]  in  allen  von  uns  hetrachteten  Fällen  die 
Gruppe  (1,  1;  Z)  als  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  zwei  in  sieh 

enffiälty  indem  jene  aus  dieser  durch  Zusatz  der  Substitution  (   '  j 

Jiervorgeht,  —  ' 


Im  Vorstehenden  sind  aUe  wichtigen  bislang  gewonnenen  Ergeb- 
nisse arithmetischer  Forschung  im  Gebiete  unserer  g- Gruppen  dar- 
gestellt Wie  man  sieht,  liegen  die  Verhältnisse  ähnlich  wie  am 
Schlüsse  des  vorigen  Abschnitts  (pg.  445).  Von  den  Polygongruppen 
waren  es  einzig  die  Uauptkreisgruppen,  von  denen  wir  wenigstens 
eine  grössere  Reihe  von  Beispielen  in  ihrer  arithmetischen  Eigenart 
endgültig  charakterisieren  konnten.  Bei  den  sehr  merkwürdigen 
geometrischen  Eigenschaften  der  Polygonnetze  „ohne''  Hanptkreis 
(cf.  pg.  411  ff.)  wäre  es  höchst  interessant,  auch  Polygongruppen  ohne 
Hauptkreis  in  gleicher  Art  arithmetisch  zugänglich  zu  machen.  Aber 
die  voraufgehenden  Methoden,  welche  sich  mehr  oder  weniger  eng  an 
die  überlieferte  Zahlentheorie  anschliessen,  scheinen  hierzu  nicht  ge- 
eignet zu  sein:  die  „nicht-analytischen''  Grenzcurven  der  keinen  Haupt- 
kreis  besitzenden  Polygonnetze  zu  „arithmetisieren",  scheint  erst  einer 
künftigen  Entwicklungsperiode  der  Zahlentheorie  vorbehalten  zu  bleiben. 
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